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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1984. Том 277, №2 

У Д К 5 3 2 . 7 2 М Е Х А Н И К А 

Л.К. ФИЛИППОВ 

СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ Д Л Я ДИФФУЗИОННОГО УРАВНЕНИЯ 
С НЕЛИНЕЙНЫМ ВИДОМ ФУНКЦИИ ИСТОЧНИКА 

(Представлено академиком П.Я. Ко чиной 13IV1982) 

С помощью диффузионного уравнения с нелинейным в и д о м функции источни­
ка можно описывать волновые процессы для некоторых механических, биофизичес­
ких, химических и т.п. систем [ 1 - 9 ] . Такие системы описываются следующим по­
лулинейным уравнением с начальными и граничными условиями: 

30 Э 2 0 
( 1 ) т ~ = + F ( 0 ) > * > 0 > ' > ° ; 

Эг дх 
Э0(«>) 

(2 ) 0(О,Г) = 1, г > 0 ; 0(х,0) = 0 , J C > 0 , — — = 0 , 
Эх 

где 0(x, t) - искомая функция (концентрация, температура и т .д . ) , F ( 0 ) - нелиней­
ная функция источника, t, х — время и координата. В большинстве случаев [ 1 - 9 ] , 
представляющих интерес для приложений, функции 0(х, г), F ( 0 ) неотрицательные, 
т.е. 0 > 0 , F(0) > 0 . Если функция F(0) удовлетворяет условиям 

(3) F ( 0 ) = F ( l ) = 0 , F ( 0 ) > 0 , О < 0 < 1 , 

то уравнение (1) может : допускать существование стационарного режима (режима 
стационарного фронта) типа бегущей волны, когда решение зависит только от одной 
независимой переменной [2—6, 8 ] m 

(4) у = -х + mt, 

где m — скорость бегущей волны, подлежащая определению. 
Целью настоящей работы является нахождение нижней ( г а # ) и верхней ( т * ) 

границ в о з м о ж н ы х значений скорости стационарного фронта для функций источника 
F(6) произвольного вида, удовлетворяющих условиям ( 3 ) . С учетом (4) уравне­
ние (1) запишем в виде 

d2B dd dd(±oo) 
(5) ~—~m — + F ( 0 ) = 0 , 0(+oo) = 1, 0 ( - o o ) = O , = 0 , 

ay dy * dy 

где m — собственное значение краевой задачи ( 5 ) . Впервые уравнение ( 1 ) , (2) под­
робно проанализировано в работе [2] для функций F ( 0 ) , удовлетворяющей усло­
виям (3 ) и условиям 

(6) F ' ( 0 ) = Z ? > 0 , F'(0) < Ь, О < 0 < 1 . 

Графическая зависимость функции F(6), удовлетворяющей условиям ( 3 ) , 
( 6 ) , показана кривой 1 на рис. 1. Штриховая прямая соответствует наклону F ' ( 0 ) . 
Для^приложений [ 1 - 9 ] представляет интерес рассмотреть функции источника ЩО), 
удовлетворяющие условиям (3 ) и не удовлетворяющие условиям ( 6 ) . В качестве 
примера на рис. 1 показаны такие функции в виде кривых 2-4. 

3 1 0 



Интересно также аналитическим способом найти оценки для нижней и верх­
ней границы собственных значений т краевой задачи ( 5 ) . Введем обозначение 

р ~ 
Тогда уравнение (5) запишем в виде 

dp 
(7) р — = m p - F ( 0 ) , р ( 0 ) = р ( 1 ) = 0, р ( 0 ) > О , О < 0 < 1 . 

dd 
Проинтегрируем уравнение (7) и при граничных условиях (7) получим 

1 1 
(8) т f p(B)dB = /, / = / F(d)d6. 

о о 
С помощью уравнения (8) будем искать различные оценки нижней и верхней грани­
цы возможных значений скорости т, причем для этой цели будем использовать раз­
личные приближенные решения р(в) уравнения (7) . В качестве нулевого приближе­
ния из (7) запишем р^\в) = тв>р(в). Подставим это решение в уравнение (8) 

(9) m > m ( 0 ) = \ПГ 

В качестве первого приближения решения уравнения (7) запишем р^1\в) = 
= &0, причемр^° \в )> р^\в)> р(в), так как из анализа решения уравнения (7) в 
окрестности точки 0 = 0 находим 

(10) к=[т + (т2 -4Z>) / 2 ] /2 , / 
dd 

Подставим р е ш е н и е р ^ \ в ) в уравнение (8) и с учетом (10) получим 

(11 ) m>l(^ } p^\d)deyi = 41[т + (т2 -4b)V2]1 . 

Используя обозначение 

(12) т2 =v2 + 4b, 

перепишем неравенство (11) в виде 

(13) v(v2 + 4Ь)Уг > 4(1 - Ь) - v2 > 0. 

Если 1>Ь,то из предыдущего неравенства после преобразований имеем 

(14) >т> т(\\ т (*!) = (4/) 1 / г , m ( i> = [2 / (1 - Ъ (21 у1 у1 ]%. 
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Если K b , то из неравенства (13) находим 

(15) т>т°ш, т\ = Isfly 

При Ъ<1 из неравенства (14) следует, что 

(16) т*(1) = 2 ^ Г > . т > m<J> = ^ 2 / ? ' т (* 1 } /m<J> - 1 = yf~T1 * 0 , 4 1 , 

т.е. погрешность расчета значений скорости m с помощью оценок (16) составляет не 
более 40%, а с помощью уравнения 

(17) т ~ у[ТГ, Ь<1 

погрешность расчета значений скорости m не превышает 20%. 
В качестве второго приближения р ( 2 ) ( 0 ) решения уравнения (7) запишем 

р< 2 >(0) = тв - f - r ^ - L dx =m0- (A:)"1 / - L i Л , 
о p v ; ( * ) 0 X 

P<°\0) >P<l\e) >Pv\e)>p(e). 

Подставим предыдущее решение в уравнение (8 ) : 

( 1 8 ) m>l{ } p«\e)deY ^2l(m- — ) ' \ B= f f^-dxdu. 
\ о ' \ к ' o o x 

С учетом ( 1 0 ) , (12 ) неравенство (18) перепишем следующим образом: 

( 1 9 ) v(B/b\(v2 + 4bf* > 21 + 4 В - 4b - v \ l - B/b) > 0. 

Если 1/2 +B>b >B, то из неравенства (19) при обозначении (12) после преобра­
зований найдем 

(20) т ( 2 ) > m > m< 2>, m ( * 2 ) = [2/ /(1 -B/b)]v\ 

m< 2> = {4й + 2 [ 4 а + M 3 f ] M i ) % . Л 1 = 2 5 - Ь , 

Л 2 = ( / + 2 5 - 2b(B-b)-B2

f A3 =(I+2B-2bf (2B-b), 

Если b>B + / / 2 , то из неравенства ( 1 9 ) , учитывая ( 1 2 ) , находим 

(21) m > m ° , m% = 2y/T. 

Выше показано, что при b >В + 1/2 и при Ь > / с у щ е с т в у е т только нижняя граница. 
Поэтому рассмотрим метод нахождения верхней границы возможных значений ско­
рости т . Из (7) запишем 

• de р (0 ) 

Пусть р°(0> т°)=р(6, т) + Ар, т° =т + Д т . Для Д р из (22) при Ар <р, 
Am < т запишем дифференциальное уравнение 

-Lfi - F ( 0 ) [ p ( 0 ) ] 2 Ар = Ат, 
ад 

решение которого имеет вид 

(23) Ар = ехр [ / (0 ) ] • / Am • ехр [ - / ( 0 ) ] Л , / ( 0 ) = / F ( 0 ) [ p ( 0 ) ] " 2 Л . 

Из (23) следует, что при Ар > 0 (р° >р) величина Am > 0 . Тогда из (22) запишем 
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неравенство 
dp F ( 0 ) dp0 F(0) 

m = + < +—— . 
dd p dd p° 

Согласно (10) p° = кв и предыдущее неравенство запишется следующим образом: 

dp0
 F ( 0 ) I а \ f F ( 0 ) ] 

(24) m < — + - - Y - < mf * + — ) , sup — — . 
v de p° к V к I o<e<i L e J 

Отсюда находим выражение для верхней границы скорости: 

(25) т<т*0 = inf ( * + — ) = к0 + — = 2у/Т, к0 =\Га. 
к \ к I к0 

Для нахождения неизвестной величины а из второго уравнения (24) запишем 
следующее алгебраическое уравнение: 

(26) dF(e*)/de = F(e*)ie\ а = F(e*)/e\ 
из решения которого находим в*, а затем величину а. 

Д л я функций источника различного вида F ( 0 ) , представленных на рис. 1 кри­
выми 3 и 4у показан графический способ нахождения точек 0*. 

Проанализируем величину верхней границы скорости то. Функция источника 

<ав, О < 0 < 1 , 
< 2 7 ) F < e ) 1 o , , . | . 
является мажорирующей для функции F ( 0 ) в уравнении ( 1 ) , так как ав > F ( 0 ) для 
0 < 0 < 1. Согласно теореме 2, которая доказана в работе [ 2 ] , решение 0 i ( x , t) за­
дачи ( 1 ) , (2) при наличии функции источника (27) будет мажорирующим для ре­
шения 0(х , 0 задачи ( 1 ) , (2) при наличии функции источника F ( 0 ) , т.е. Bi(xt t) > 
> 0 (х, i). Поэтому скорость распространения стационарного фронта т при наличии 
функции источника F ( 0 ) будет меньше минимальной скорости распространения ста­
ционарного фронта т краевой задачи (5 ) при наличии функции источника ( 2 7 ) , 
т.е. т <ml. С учетом обозначений (10) и последнего уравнения (25) запишем 

ко ={т*0 + [ ( т о ) 2 -4а)Уг) / 2 = >JT 

Отсюда находим mo = 2\fa, что согласуется с ( 2 5 ) . 
Обобщая предыдущие результаты, запишем оценки для верхней и нижней гра­

ницы возможных значений скорости 

(28) т* >т>т*. 
При Ъ>В+ 1/2, Ь>1 

= т ° , т* = т*0, 

при 1/2+В>Ь>В 

т # 

при 1>Ь 

{2) * * 
тф = т у , т = т ( 2 ) , 

(I \ * * 
т + = т\ >, т = т ( 1 ) . 

В качестве примера рассмотрим некоторые виды функций источников, пред­
ставляющих интерес для приложений. В работе [2] для простейшей биологической 
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модели рассмотрена функция источника вида 

(29) F(0) = 0 ( 1 - 0 ) . 

Для этой функции а = Ь = 1 и т\ = ml = 2. Аналогично можно показать, что для функ­
ции F(6), показанной кривой 2 на рис. 1, скорость m = 2\Га, так как а = Ъ. Для бо­
лее сложной биологической модели Фишера [6] функция источника имеет вид 

(30) F(0) = 0(1 - 0 ) ( 1 -ив), v>-\, 

для которой после интегрирования найдем 

(31) 6 = 1, / = (* +2) /12 , # = (^ + 4)/12, т ° = 2. 

Из решения алгебраического уравнения (26) находим 

em=(v-l)(2vyl, fl=(l+i;)2(4i;)-1

l 

поэтому из (25) 

(32) ml =(l+v)l\/T 

Из предьщущего следует, что при - 1 < v < 1 скорость стационарного фронта т = 2. 
Неравенство Ь>В + 1/2 имеет место при у < 14/3. В частности, при v = 3 из (28) 
получим 2 < m < 2,31 = mo. НеравенствоI /2+B>b>Bимеет место при 14/3 < ^ < 
< 8. В частности, при v = 6 согласно (20) из (28) находим 2,33 <т< 2,83 < т о = 
= 2,85.Неравенство 1>Ь справедливо при v > 10. В частности, при v = 12 согласно 
(14) из (28) получим 2,02 < т < 2,16 < т о =3,75. 

В качестве второго примера рассмотрим функцию источника для экзотер­
мической химической реакции первого порядка, которую согласно [7, 9] запи­
шем в виде 

(33) F(0) = ( l - 0 ) { e x p Н 0 - 1 ) ] - е х р ( - а ) } , а > 1 , 

где а - относительная энергия активации химической реакции. Для функции источ­
ника (33) после преобразований получим 

(34) Ъ = а ехр ( - а ) , / = [1 - (1 + а) ехр ( - а ) ] / а 2 - Vi ехр ('-а). 

При а > 5 из (34) следует, что / > Ь. Так как практический интерес в основном пред­
ставляют большие значения энергий активации (а > 1) , то из (14) находим, что при 
а = 5. m^j) =т{х^ =т =0,35, а при а> 10 т^1' = \ / 2 / а < т <m*(t) = 2/а < ml « 
« 1,2а~ 1 / г. Так как из алгебраического уравнения (26^ при а > 10 величина 0* ^ 
^ 1 — 1/а, а верхняя граница скорости m j — [4(ае) _ 1 ] / z « 1 , 2 а ~ У г , из предыду­
щего следует, что отношение m o / m ^ ) ^ 0,6а возрастает с увеличением энергии 
активации а. 

В заключение следует отметить, что с помощью полученных неравенств (28) 
можно найти нижнюю и верхнюю границы возможных значений скорости стацио­
нарного фронта для произвольного вида функций источника F(0), удовлетворяющих 
условиям (3) . 

Московский институт нефтехимической Поступило 
и газовой промышленности им. И.М. Губкина 9 XI 1983 
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