
О ДИСКРЕТНЫХ ПОДГРУППАХ ГРУПП ЛИ. II1)

А'. Вейль

§ 1. Эта работа является продолжением моей статьи [7]* 2) под тем 
же заголовком и представляет собой не что иное, как сочетание идей 
этой статьи с методом вариации структуры в том виде, в котором он 
применялся к специальным типам полупростых групп Калаби и Везенти- 
ни в их недавних работах3).

Мы будем в основном иметь дело с полупростыми группами без 
компактных компонент, или, более точно, со связными полупростыми 
группами Ли, не имеющими связных компактных нормальных делителей. 
Однако начнем мы с рассмотрения произвольной связной группы Ли О, 
обладающей дискретной подгруппой, факторпространство по которой 
компактно. Из этого предположения вытекает, что группа О унимоду- 
лярна (для этого достаточно было бы даже существования такой ди­
скретной подгруппы группы О, факторпространство по которой имеет 
конечный объем в смысле меры, определенной на нем правоинвариантной 
мерой группы G).

Пусть п — размерность группы G и Х ь . . . ,  Х п — базис пространства 
правоинвариантных векторных полей на Q. Имеем

П
[ * * ,  =  ( 1 < Х , ц < я ) ,  (1)

V = 1
где — структурные константы группы О. Векторные поля Х к будут 
рассматриваться обычным образом, так же как дифференциальные опе  ̂
раторы в пространстве функций на О. Их правоинвйриантность означает, 
что они коммутируют с правыми сдвигами и являются, следовательно, 
инфинитезимальными операторами группы левых сдвигов на <3. Двой­
ственный к Х х базис в пространстве правоинвариантных дифференциаль­
ных форм на G состоит из форм соА , определяемых соотношениями 
i (Xx) ^  =  4), где ( ^  — единичная матрица. Для всякой функции /
на группе Q

п

r f /  =  E * * / - “ x - ' (2 *)
Х = 1

Дифференциальная форма ш'Л.. .Ли” правоинвариантна; ориентировав 
многообразие О так, чтобы эта форма была положительной, мы будем

*) W е i 1 A., On discrete subgroups of Lie groups. II, Annals o f Mathematics, 
75 (1962), № 3,^578—602.

2) Русский перевод см. стр. 3—18 настоящего сборника — Прим. ред.
3) См. [3], [4] и [1]. Я также весьма благодарен Калаби за позволение использо­

вать записи лекций, читанных им на эту тему в Принстоне в 1958—1959 гг.
4) Для &-формы т] и вектора У выражение / ( К ) 7] обозначает {к — 1)-форму,

определяемую равенством (i (У) rj) (Yv . . Уk_ x) =  щ (У, Yv . . . ,  Уk-i)- В данном случае
зто обозначение применяется к 1-формам <юх . — Прим. перев.

2*
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использовать ее как элемент объема на О и обозначать через d 2. Так 
как группа G унимодулярна, этот элемент объема должен быть инва­
риантен относительно левых сдвигов или, что равносильно, инфините­
зимальных операторов Х х; в обычных обозначениях это может быть 
записано в виде

0 (^ х)-((о1Д. . .Ао)")  =  О ( 1 < Х < я ) 1 ) .

Из хорошо известного тождества А. Картана в(Х) = i (X) d +  di {X) 
вытекает, что

d (to1 A ..  . Л а Л ^ Л ш ^ Л . ..  Лео”) =  0 .

Ввиду этого, если Н  — такая дискретная подгруппа группы G, что фак- 
торпространство G/Н  компактно, формула Стокса д |ет

j  X J d Q  =  j * . . Аш^Аш^+ ' Л. . .Аш« )= 0  (3)
G/Я о/я

для всех X и произвольной функции /  на Q/H.
§ 2. Рассмотрим теперь группу Г и однопараметрическое семейство 

t —>rt представлений группы Г в группу Q. Предположим, что отобра­
жение г0 взаимно однозначно, множество г0(Г) дискретно, фак- 
торпространство G/r0(T) компактно и отображение t -+rt (y) 
бесконечно дифференцируемо для каждого т € Г. Мы можем тогда 
применить результаты § 13 статьи [7]. Из них вытекает существование 
такого интервала /, содержащего 0, что группа Г действует на IXG  
по формуле

(t, х)ч = (t,x-rt (j)) (t £ /, х  С Q, 7 € Г)"

без неподвижных точек и собственным образом. Факторпространство 
S = (1 X 0)1 Г хаусдорфово и снабжается структурой многообразия 
класса С00. Проекция (t ,x)—>t многообразия S  на /  индуцирует соб­
ственное отображение it многообразия 5  на / .  Для каждого / £ /  „слой0 
тс-1 (t) естественно отождествляется с компактным многообразием 
О/гДГ). Векторные поля Х х определяют очевидным образом п вектор­
ных полей на I X G, инвариантных относительно Г и индуцирующих 
поэтому п векторных полей на 5 . Эти векторные поля на /  X G и 5  
мы будем обозначать также через Х х. В каждой точке (t ,x ) многообра­
зия 1 x 0  (соответственно в каждой точке М  многообразия S) они каса- 
тельны к t x O  [соответственно к u_1 (и (М))]. Они также удовлетво­
ряют уравнениям (1).

Заставим группу G действовать на 1 x 0  по формуле s-(t,x) =  
=  (t,sx). Это действие перестановочно с действием группы Г и опре­
деляет поэтому действие группы G на 5; соответствующие инфините­
зимальные преобразования являются линейными комбинациями инфините­
зимальных преобразований Х х с постоянными коэффициентами.

§ 3. Пусть теперь ^  — совокупность тех векторных полей Y класса 
С“ на S, для которых F i r = l .  Множество % естественным образом 
отождествляется с совокупностью векторных полей Y класса С°° на 
/  X О, инвариантных относительно Г и таких, что Y t =  1 (где t обоз­
начает функцию (t ,x)—>t на IxO).  Последнее условие выполняется 
тогда и только тогда, когда Y представляется в виде Y = d/dt +  
+  2  <Рх*х, где <рх — функции на /  X О; но из этого представления не 

"А- 1

*) 0 (Хх) — операторы Ли. — Прим. перев.
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видно, какими должны быть функции 9х для того, чтобы поле У было 
инвариантно относительно Г. Однако легко видеть, что множество Щ 
не пусто. Для этого с помощью локально конечного покрытия снабдим 
S  римановой метрикой класса С" и в качестве У в каждой точке 
М  € S  возьмем вектор, ортогональный к слою я -1 (тс (Ж)) и удовлетво­
ряющий условию К тс=1. Построенное векторное поле принадлежит 
Если, К £ то произвольное векторное поле из % имеет вид У +  2<px̂ V,

х
где срх — функции класса С°° на S.

Пусть У € $>. Представим векторное поле [Хх,У] как линейную 
комбинацию полей X х и У. Так как Ki r=  1 и =  0, то [Хх,У]к = 0 
и Г  не входит в выражение [Л\,К]. Имеем

П

[ а д = 1 / ^ -  (4)
ii=i

Тождество Якоби дает

к / ;  -  К П  -  S  +  °'„П -  с1ЛУ  («)
Р

Если заменить Y  на Y'  =  Y +  2<Рх̂ х> то функции /£  заменятся на
х

+  +  (6)
р

Предположим теперь, что для некоторых векторных полей У,У'€'Щ 
имеет место равенство [Хх, У — У] =  0 при всех X. Так как У — У 
линейно выражается через Х х, то это означает, что У  — У индуцирует 
на каждом слое t х  О многообразия /  X G векторное поле Zt, коммути­
рующее со всеми Хъ т. е. левоинвариантное векторное поле. Это век­
торное поле должно быть в то же время инвариантно относительно Г, 
т. е. относительно правых сдвигов на /7 (7) для всех 7 £ Г. Так как 
правые сдвиги действуют на левоинвариантных векторных полях как 
присоединенные операторы группы О, то для всякого t левоинвариантное 
поле Zt принадлежит подалгебре nt =  и (rt (Г)) алгебры Ли g группы в ,  
состоящей из векторов, инвариантных относительно Ad (г, (7)) при всех 
7 € г -

§ 4. Предположим теперь дополнительно, что щ =  {0} для  
всех t £ l  (для наших ближайших целей достаточно предположить, что 
размерность пространства п, постоянна в некоторой окрестности нуля). 
Как показано в добавлении I 1), это имеет место всякий раз, когда 
О — полупростая группа без компактных компонент. Если У,У'i f b / T  
те же, что и выше, то равенство /'•* =  />  для всех X и ц влечет в этом 
случае равенство У  =  У.

Будем разыскивать векторное поле У' £ для которого при всех 
t € /  интеграл

f Y i i f W c m
% V) X, [х

*) В русском переводе материал из добавления I оригинала использован в § 12 
предшествующей статьи автора (см. замечание на стр. 4). Добавление I в русском 
переводе соответствует добавлению II оригинала, добавление II — добавлению Щ ори­
гинала. В дальнейшем это изменение учтено в тексте перевода. — Прим. пе-рев. i
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принимает минимальное значение. Выбрав произвольное У £ $  и пред­
ставив У  в виде У  =  У -f  2 ? ^ ,  мы сведем эту задачу к отысканию

х
таких функций <р\  для которых интеграл

минимален при каждом t. Для данного t это вариационная задача клас­
сического типа, и стандартная техника показывает (ввиду того что 

=  f \  влечет У' =  У), что задача имеет при каждом t единственное 
решение. Я обязан Хёрмандеру доказательством того, что это решение 
бесконечно дифференцируемо не только на 'каждом сдое тс-1 ( )̂, но и 
на всем многообразии S; его доказательство приведено ниже в добав­
лении И. Мы можем предполагать, что само поле У является решением 
вариационной задачи. Тогда для любых <рх имеют место уравнения Эйлера;

*(0 х, (X \  Р /

Преобразуя это уравнение с использованием соотношений (3), получаем

1 ^ л ’ + 2 < т , д - о .  (?)
х X, р.

§ 5. Предположим теперь, что левые сдвиги на элементы некоторой 
(не обязательно связной) подгруппы G' группы G сохраняют квадратич­
ную форму 2  (<их)2. Это означает, что для всякого s£G '  преобразова-

х
ние Ad($) индуцирует на Х х ортогональную подстановку —> 2
_ 11 
Обозначим через Уs образ векторного поля У при преобразовании
(t,x) —* (t,sx). Из формулы (4) получаем

что может быть записано также как

[ W A  =  £

ввиду ортогональности матрицы (а£). Отсюда сразу следует, что 2 ( /х )2
X, ц.

не меняется при замене У на Y s, так что Y s также является решением 
вариационной задачи, из которой определялось У. Так как это решение 
единственно, то У инвариантно относительно G'. В частности, если 
&  — аналитическая подгруппа группы О, то У должно быть инвариантно 
относительно инфинитезимальных преобразований группы G', т. е. 
{А, К] =  0 для всех правоинвариантных векторных полей X, принадле­
жащих алгебре Ли группы G'.

Это рассуждение показывает также, что У инвариантно относи­
тельно центра группы G.

§ 6. Полученные результаты будут теперь применены к случаю, 
когда G — связная полупростая группа без компактных компонент; ее 
алгебра Ли будет обозначаться через д. Как доказано в добавлении I, 
наше предположение о том, что п, =  {0}, в данном случае выполняется.
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Пусть I — алгебра Ли максимальной компактной подгруппы группы 
Ad (О), рассматриваемая как подалгебра алгебры д, и пусть К  — соот­
ветствующая аналитическая подгруппа группы О. Обозначим через п — г 
размерность алгебры f и условимся, что латинские индексы . . .  бу­
дут принимать значения от 1 до г, а греческие <*,|3,. . .  — от г +  1 до п 
(индексы А,(х,. . .  будут меняться, как прежде, от 1 до п). Выберем 
векторы Х ь . . . , Х п так, чтобы векторы Х а (г -f- 1 <; а ^  п) образовывали 
базис в f и чтобы форма Киллинга алгебры g имела вид

Г П

2 Е  (w02 ~  2 2  (ш«)2.
i = 1 а^г + 1

Как известно, в этом случае преобразование X t —> — X h Х а —> Х а являет­
ся инволютивным автоморфизмом алгебры д. Среди структурных кон­
стант только cfj, claj, с'1}л могут быть отличны от нуля. Мы будем 
писать capr  cxij вместо , с*у Из того, что форма Киллинга инва­
риантна относительно присоединенного представления, вытекает, что 
числа кососимметричны по всем трем индексам а, [3, 7 и, кроме 
ТОГО,

< >  =

Отсюда следует, что инфинитезимальные операторы Х а аннулируют 
форму S (<°а)2, так что К  оставляет эту форму инвариантной. Так как

а
форма Киллинга инвариантна относительно К, то форма 2 (а)Х)2 также

х
инвариантна относительно К.

Вектор [Xh [Xj,Xk\\ линейно выражается через X h следующим об­
разом:

Г

п

R h i j k  =  ~  S  CahiCajk- (®)
а = г  +  1

Числа RhiJk являются компонентами тензора, который может быть интер­
претирован как тензор кривизны риманова симметрического пространства 
G/К- Они обладают очевидными свойствами симметрии:

R hi jh ~  Rjhhi Rlhjk Rhikj■
Кроме того, тождество Якоби, записанное для X h Xj, X k, дает хорошо 
известное соотношение

Rhljk +  Rhjki +  Rhki)=  0- ( ^ )
Наконец, тот факт, что коэффициент при в форме Киллинга равен 
2btj, записывается равенством

Г П

£  c *ikc *jk +
Ы а = г +1

откуда
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§ 7. Вернемся к решению Y  вариационной задачи § 4. Применяя 
к подгруппе К  результаты § 5, мы видим, что [Xa,Y] =  0 для всех а, 
т. е. f l  =  0 для всех А, а. Будем пйсать f tJ, f ai вместо / j ,  / “. Из 
равенств (5) и (7) получаются следующие соотношения:

^ k f  ij X  j f  ik Lal(.C(tikfay Caijfak)»
a

(12)

^ k f  ay ^j- f  ak ~  S  (pujhf hk khf hj)' 
h

(13)

X  X kf  ik +  S  Caikftk =  0. (14)
k a,k

S  X j f aj +  X  Caljf ij =  0» 
J U

(15)

^a f i j  ~  (^akj f  ik ikfkj)% (16)
k.

(Здесь опущено одно соотношение, которое нам не понадобится.) Поло­
жим, далее

ш

i \ k

Вычислим1) интеграл |(Ф  +  \Р)*/2 по слою it l (t). Из (12) видим, что

ф  =  2  - * , • / * * ) =
ш

~  (caikf г j ■ ^ k f i  j Cai j f4k' ^ k f  ij) •
a ,I,} ,к

Согласно (3),

где

J Ф<*2 =  J  Ф'с?2 ,
* —1(0  * _ 1 (0

®  === iE l ij* X f c f  C a i k f i j *  ^ k f a/)*
a, i, j ,k

Аналогичным образом из (14) получаем 

W  = =  -  S  c ^ u - X j f u
i , j  \  k /  a, i, j ,  k

*) Эта решающая часть доказательства построена по образцу работы Калаби 
о дискретных группах сдвигов в пространствах постоянной отрицательной кривизны; 
см. примечание 2 на стр. 19.
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и, как и выше,

где

J ада = J

* ' =  2  caikf i r X j f ak.
a, i, j, k

С помощью (13) и (15) находим, что

®' +  W' =  - F ( f ) ,

где F — квадратичная форма от f tj, определяемая следующим образом:

F  ( /)  =  ~  2  ( R u h k  f i j f h k  +
i, j, h, k

или ввиду (9), (10) и (11)
Rikjhfljf  hk~̂ ~ Rikhkfijfhj)*

^ ( / ) = 2 / o - +  2  RikkjfijfHk-
l, 3 i,l,h,k

§ 8. Теперь будет доказано, что / г( / ) > 0 ;  более точно, квадра­
тичная форма F неотрицательна и, кроме того, невырожденна, если 
только алгебра Ли g не имеет простых компонент размерности 3. Пред­
ставим матрицу /  =  (Д ,) в виде /  =  / '  +  / " ,  где матрица / '  =  (/<;)
симметрична, а матрица / " =  (/ц)  кососимметрична. Если определить 
билинейную форму F ( f ' ,  f " )  равенством

F (/'>  Г )  = F { f '  + f ”) ~ F ( / ' )  ~  F ( /" ) .
то, в силу (9),

Г )  =  2 / Ь / у +  2  RiHuifiifnu.
i, j l, 1, h, k

Первое слагаемое в этом выражении меняет знак при перестановке i с / ;  
со вторым слагаемым происходит то же самое, если поменять местами 
( с j  и h с k. Следовательно, F ( f ' ,  f " )  =  0 и F( f )  =  F(f ' )  +  F(f").  
Далее,

2
i, Л h, k

Rihki f  ij f  hk
it j, h,k it j, h, k

и из соотношений (10) и (8) получается

2  Rihkjfijfhk— 2“ 2  Rljhk f  U fhk ~
it jt h, k i, j,ht k

2

Отсюда видно, что F ( f " ) ^  0, а также, что F(f")  = 0 только при ус­
ловии, что f "  =  0 .
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Покажем теперь, что F ( f ' ) ^  0 . Если сделать над X t ортогональ- 
ное преобразование Х { —> У, \ijXj, то функции f tj перейдут в j  \мЬк]/ ш

) ft-,.ft
а квадратичная форма 2  f  цТ{Г} — в форму

и)

2 /**
*

Мы можем выбрать ортогональное преобразование так, чтобы в данной 
точке квадратичная форма привелась к диагональному виду

2  а,, т] . Тогда в этой точке матрица / '  примет вид {at8i;). Если тем

же преобразованием подействовать на R i)hk, то форма F(f ' )  сохранит 
свое значение. Поэтому неравенство / г ( / /) > 0  достаточно доказать 
для точки, в которой f  ij =  afiij.

В такой точке

F (f') =  +
i i, j

где

Г1]~ Rijij — X  (C«/;)2»
a

так что r /y =  r ; i > 0  и, в силу (11),

( 1 < ! < г ) .  (17)
J

Пусть р — собственное значение квадратичной формы 2  Г/уЯ/Я/. Если
hj

(Vf) — соответствующий собственный вектор, то

У
и ввиду (17)

| рг / П< sup 1^1 (1 < г < г ) ,
у

так что | р | < 1 .  Следовательно, F ( f ' ) ' ^-0 для всех / ' ,  как мы и ут­
верждали.

§ 9. В § 7 было доказано, что

j  (Ф +  Ф ) а Г 2 = - |  F{f )dQ.
х - , «)

Очевидно, что Ф и ?  неотрицательны. С другой стороны, в § 8 мы 
показали, что / 7( / ) > 0 .  Следовательно, функции Ф, <F и F( f )  равны 
нулю. Согласно § 8, отсюда вытекает, что / "  =  0, /  =  f . Положим
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Поскольку Ф — 0, равенство (12) дает gijk = glk. для всех г, у, k. Так 
как Stjk =  '—§jik и подстановки (ijk)^{ jik) ,  (ijk)-^(ikj)  порождают 
полную группу подстановок трех букв i, у, k, то числа gijk должны 
быть одновременно симметричны и кососимметричны по i, у, k , т. е. 
равны нулю. Положим Wk =  2  Л Л  ’)• Так как gijk =  0, то [Wb, -Аг]=

а
=  0 для всех а, т. е. Wk — элемент алгебры I, коммутирующий со
всеми X h Легко видеть, что векторы W £ f, обладающие этим свой­
ством, образуют идеал № алгебры д. Поскольку этот идеал содержится 
в f, соответствующий нормальный делитель группы Ad (О) компактен, 
что противоречит нашему предположению относительно группы О, если 
It) =А{ 0}. Следовательно, ш =  {0}, Wk = 0 для всех k и f ak =  0 для 
всех a, k.

§ 10. Выведем некоторые дальнейшие следствия из того, что 
/■ (/) =  0, в случае, когда /  =  ( / г;) — симметричная матрица. Если 
алгебра g разбита в прямую сумму простых алгебр и индексы X, a, i
распределены соответственно этому разбиению, то cl^ =  0, если индек­
сы А, {х, v не принадлежат одной и той же простой компоненте. Точно 
так же Rijhk =  0, если все четыре индекса не принадлежат одной 
и той же простой компоненте. Форма F ( f )  распадается тогда на сум­
му аналогичных форм, определенных для каждой простой компоненты 
алгебры д, и выражения 2 ( / /;)2, где суммирование распространяется 
на все пары (/, у), в которых i и у принадлежат различным простым 
компонентам. Так как F( f )  =  0, то отсюда следует, что / г/-=  0, если 
i и у не принадлежат одной и той же простой компоненте. Таким об­
разом, остается разобрать случай, когда g — простая алгебра Ли.

Если /•’( / )  =  0, но /= 7̂=0 , то при некотором выборе базы (Л^) .ал­
гебры g квадратичная форма Е/уоуа-  обладает собственным значе-

i, ^
нием — 1. Пусть (Vi) — соответствующий собственный вектор:

- ® /  =  £ о у ® у  (1 < 1< г ) .
j

В силу (17), это соотношение может быть записано следующим обра­
зом:

£  r't) (vt +  Vj) =  0 (1 <  / <  Г).
i

Пусть v  =  sup | v t |; тогда г (/- =  0 при | г>г | =  v  и 0. Поэтому

если | | =  V, то существует такое у, что Vj =  — v t. Иными словами,
множества значений г, для которых v t =  v  и v t — — v, не пусты. Пере­
ставив, если нужно, векторы X t, мы можем предполагать, что v t =  v  
при 1 • < г < s, v t =  — v  при s -f 1 <  j <  х +  / и [,vi \<^v при s +  -f 
+  1 < г < г  (s, ^ > 0 ) .  Матрица (rtj) имеет тогда вид

/  о м  0 \
\ ‘м  о о ,
\  0 0 N )  1

1) Здесь / ajfe ~  постоянная, равная значению функции / а* в фиксированной, но 
произвольной точке. — Прим, пере «.
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где М  — прямоугольная (х, /)-матрица, ‘М — транспонированная мат­
рица М,  а N  — квадратная матрица порядка r — s —.t. Выражение для
r tj показывает, что если rtf =  0 , то =  =  0 для всех а. Следо­
вательно, при 1 представлении А'а —•(<:£/) алгебры f каждый элемент 
X  € f отображается в матрицу вида

Известно, что представление р должно быть неприводимым. (В самом 
деле, если собственное подпространство тп пространства, порожденного 
векторами X t, инвариантно относительно' р, т о *) пространство ш +  [tit, ш], 
как легко видеть, является идеалом алгебры д, но так как g — простая 
алгебра, этот идеал должен быть нулевым.) В частности, должно быть 
х + 1 =  г, так что р имеет вид

Если X, X'  £ f, то p([vV, А'']) также должно иметь такой же вид, как

и поэтому р ([А\ А"]) =  0. Ядром представления р служит как раз идеал to, 
рассматривавшийся в § 9. Так как to =  {0}, то алгебра f коммутативна; 
так как она имеет точное неприводимое представление р, то г =  2, 
п — г =  1 и д — трехмерная алгебра Ли, соответствующая некомпакт­
ной группе. Если же алгебра д проста, но не трехмерна, то равенство 
F( f )  — 0 выполняется только при /  =  0.

Возвращаясь к общему случаю, когда алгебра g не обязательно 
проста, мы видим, что если g не имеет простых компонент раз­
мерности 3, то все f t  равны, нулю, так что векторное поле Y 
на I X О удовлетворяет условию [А"х, Y] =  0 при всех X. Другими 
словами, векторное поле Y в этом случае инвариантно относительно 
всех левых сдвигов ((, x ) —>(t, sx) многообразия 1 x 0 .

§11 . Рассмотрим теперь системы дифференциальных уравнений на 
S  и на / Х О ,  решениями которых являются кривые, касающиеся в 
каждой точке вектора Р . Так как векторное поле Р  на 5  ни в какой 
точке не касается слоя тс-1 (t) и так как слои компактны, то каждая 
такая кривая пересекает каждый слой ровно в одной точке; то йсе са­
мое, следовательно, верно и для I  X G. Таким образом, на многообра­
зии /  X О каждое решение нашей системы является сечением произве­
дения /  X G, т. е. образом интервала I  при бесконечно дифференцируе­
мом отображении t —* (t , £(^)). Обозначим через t —> (t , \ {t, $)) единственное 
решение нашей системы на многообразии 1 X 0 ,  проходящее через точку 
(0, х). Так как векторное поле Р  инвариантно относительно группы Г,

х) Это рассуждение взято из классического труда Э. Картана “La theorie des 
groupes finis et continus et l’analysis situs*, Paris, 1930. [На русском языке см. книгу: 
К а р т а н Э., Геометрия групп Ли и симметрические пространства, М., 1949, стр. 
240-—292. — Прим. перев.]

Проницательный читатель, вероятно, уже заметил, что все относящееся к тео­
рии полупростых групп Ли, включая обозначения, взято нами из гл. IV этой книги.

и р(Х), но

Р([Х, Х']) =  [р(Х), р (* ')] =
АВ'  -  А'В 0

0 В А' -  В'А
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действующей на 1 x 0  справа, описанным в § 2 способом, то для всех 
t  € / ,  s £ G  и 7 £ Г

W,  w 0(t)) =  S(*, s)rt (у). (18)

С другой стороны, если О' — группа левых сдвигов, оставляющих У 
инвариантным, то для всех /£ / ,  s £G  и s' £G'

$(*, s's) = s' l{t , s). (19)

Предположим сначала, как в конце § 10, что алгебра g не имеет 
простых компонент размерности 3. В этом случае, как мы там видели, 
поле У инвариантно относительно всех левых сдвигов, так что по фор­
муле (19) имеем Щ, s) = sZ(t, е). Формула (18) дает тогда для любых 
] и i

г л  Т) =  е(*, е Г М  тЖ *, е):
Можно сказать, таким образом, что гомоморфизм rt отличается от г0 
лишь внутренним автоморфизмом группы Q.

В работе [7] мы условились обозначать через 9t0(I’, О) простран­
ство всех взаимно однозначных гомоморфизмов г группы Г в О, для 
которых подгруппа г (Г) дискретна и факторпространство G/r (Г) ком­
пактно. Пусть, в частности, Г — такая дискретная подгруппа группы G, 
что факторпространство G/Г компактно. Тогда тождественное отобра­
жение г0 группы Г в С принадлежит 910(Г, О). Начиная отсюда, связ­
ную компоненту отображения г0 в пространстве 9t0(r , О) будем 
обозначать через 3ftj(r, Q). Пусть г, ^ ( Г ,  О); как показано 
в [7J, точки г и г '  можно соединить последовательностью аналитиче­
ских дуг, лежащих целиком в ^ ( Г ,  О). Мы только что доказали, что 
в достаточно малой окрестности любой точки на такой дуге располо­
жены отображения группы Г в О, отличающиеся лишь внутренними 
автоморфизмами. Очевидное рассуждение, основанное на компактности, 
позволяет теперь доказать следующую теорему.

Т е о р е м а  1 . Пусть G — связная полупростая группа Ли без 
компактных компонент, алгебра Ли которой не имеет простых 
трехмерных идеалов. Пусть Г — дискретная подгруппа группы Q, 
факторпространство по которой компактно. Множество 3^(1’, О) 
состоит тогда из гомоморфизмов группы Г в G, индуцированных 
внутренними автоморфизмами группы G.

§ 12. Чтобы получить более полный результат, нам требуется 
дополнительная информация о решении (f  ) нашей вариационной 
задачи в том случае, когда G — простая группа размерности 3. Как 
показано в § 5, это решение должно быть инвариантно относительно 
центра группы G. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда 
группа G совпадает с присоединенной группой, т. е. изоморфна фактор­
группе группы SL(2, R) по ее центру { + 1 2}. Здесь г =  2, п = 3. Легко 
видеть, что константы определяются соглашениями § 6 (с точностью 
до знака) единственным образом и могут быть выбраны так, что будут 
выполняться соотношения

1* 1, * 2] =  * 3, [ * 1, * з! =  * 2, [ * 2. *з] =  - * ! •
При этом К  — одномерная компактная подгруппа, порожденная инфини­
тезимальным преобразованием Х 3. Хорошо известно, что пространство Н  
правых классов смежности группы Q по подгруппе К  может быть 
отождествлено с полуплоскостью Im 2 /> 0  в плоскости комплексного 
переменного 2 . Сделаем это отождествление так, чтобы класс смеж­
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ности К  соответствовал точке i =  У — 1 £  Н  (мы не будем в дальней­
шем использовать i как индекс, поэтому это обозначение не повле­
чет путаницы). Тогда элемент s £G, являющийся образом матрицы
(с  d) ^ ^ (2 >  R)* действует на Н  по формуле

az +  с 
bz Hh cL 1

и классу смежности Ks  в рассматриваемой группе G соответствует 
точка х =  (ai +  c)/(bi +  d) € Н.

Сопоставление результатов § 9 с формулами (13) и (15) показы­
вает, что для всякого решения нашей вариационной задачи f X2 =  / 21 
и / и  +  / 22 =  0- Положим F = = / и +  i - f  12- Из соотношений (14) и (16) 
получаем тогда X2F = - i - X iF, X zF = 2i-F. Простое вычисление, 
которое мы опускаем, показывает,. что общее решение этих дифферен­
циальных уравнений имеет следующий вид:

/=’(5 ) =  ( ^  +  й? ) - 4 ф ( т)5

где Ф — произвольная голоморфная функция на Н. Для того чтобы 
функция F была инвариантна при правом сдвиге 5 —>ss0, необходимо 
и достаточно, чтобы „квадратичный дифференциал" Ф(т)dx2 был инва­
риантен относительно преобразования т - ^т х0. При данном Ф Ф 0 под­
группа О' группы G, сохраняющая Ф (т)^т2, замкнута. Предположим, 
что G' не дискретна; тогда существует однопараметрическая подгруппа 
С?! группы G, сохраняющая Ф(т)а(т2. Пусть х0 — какая-либо точка полу­
плоскости Н, в которой Ф ^ О . В некоторой окрестности точки т0 
голоморфный дифференциал Ф'1г dx инвариантен тогда относительно Oj. 
Легко видеть, что такой голоморфный дифференциал должен либо рав­
няться нулю, либо иметь вид dxj(Ax2 -f- Вх +  С), где А, В, С — посто­
янные. Следовательно, если Ф Ф 0 и подгруппа G' не дискретна, та

ФдГт2 =  (Ах2 + Вх + С) - 2 dx2.

Квадратичный дифференциал такого вида инвариантен 
преобразования s £ G, соответствующего матрице (® ^

относительно 
тогда и только

тогда, когда квадратичная форма Аи2 +  Buv  +  Cv2 инвариантна относи­
тельно преобразования ми, v) —* (аи A- cv, bu +  dv). Отсюда немедленно 
вытекает, что группа G' имеет не более двух связных компонент 
и факторпроСтранство G/G' не может быть компактным. Следовательно, 
если Ф^=0 и пространство G/G' компактно, то подгруппа G' 
должна быть дискретной в G.

§ 13. Обратимся снова к задаче, обсуждавшейся в § 3—10. Вна­
чале предположим, что группа G является прямым произведением про­
стых некомпактных групп 0 <р). Функции f t  удовлетворяют уравнениям

2 (4)2А = 2 (4 + 4) 44 + 2 4.4 л -

- 2 4 4 4 - 2 4 4 А
X, Р X, Р

которые получаются из (5) применением оператора Х х с последующим 
суммированием по 7. и использованием соотношений (1) и (7). При фик­
сированном t £ /  это система эллиптического типа на слое тс-1 (t). 
Поэтому если для некоторой сходящейся к 0 последовательности (tm)
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значений t на каждом слое -к 1(tm) задано решение системы
уравнений (5), (7) и для каждого tm

j  S ( / f ( 0 ) V 2 - l ,  (20)
- - 1 (V

то известные априорные оценки для решений эллиптических систем 
(см. [5], [6]) показывают, что некоторая подпоследовательность после­
довательности f $( t m) сходится равномерно вместе со всеми производ­
ными к решению системы уравнений (5), (7) на слое ^ ~ : (0).

Выберем теперь базис алгебры Ли группы О, являющийся объеди­
нением базисов X{f) алгебр Ли простых компонент G(р) группы G. Мы 
знаем, что для векторного поля Y, определенного выше, [X{f\  Y]=0, если 
размерность G(p> не равна 3, ' и что для каждого р векторные поля 
[д1р), Y\ являются линейными комбинациями полей Х ^  с тем же зна­
чением р:

W ,  г ] - Е / М » .

Из соотношений (12) и (16) вытекает, что 2^р)/£ р,)=  0 при р =̂= р'. 
Следовательно, для каждого р функции / $ ,  рассматриваемые как функ­
ции на произведении / X П  0 (р\  зависят только от /-координаты и от

р
0 <р>-координаты.

Для каждого р положим

м *)=  j  Е (/$ ) 2̂ ;
( t )  Iх

если размерность G<p> не равна 3, то а р(г?) =  0 при всех t £ f .  Пусть р 
таково, что функции af (t) не равны тождественно нулю при всех t, 
достаточно близких к 0, и пусть (tm) — сходящаяся к 0 последователь­
ность значений t, для которых af (tm) ^  0. Функции

/ t a p,,) (tm) =  0 (р' ф р или р" ф  р)

при каждом tm образуют решение системы уравнений (5), (7), удовле­
творяющее условию (20). Как мы видели выше, некоторая подпоследо­
вательность последовательности этих решений должна сходиться к ре­
шению / _  системы уравнений (5), (7) на слое ir_ 1(0). Очевидно, что 
f  Ф 0 и /£хр ) =  0, если р' ф  р или р" Ф р. Далее, /  индуцирует реше­
ние той же системы на группе G, инвариантное относительно правых 
сдвигов на элементы г0(Г), а функции 7ДР) определяют ненулевое реше­
ние соответствующей системы на группе G(p), инвариантное относительно 
проекции группы /'„(Г) на G(p). Пусть G' — группа всех правых 
сдвигов группы G(p), сохраняющих это решение, и Ох — подгруппа 
элементов группы G, 0 <р)-координата которых содержится в G'. 
Тогда г0(Г)с; Gx; так как пространство О/г0(Г) компактно и группа G' 
замкнута в G<p), то пространство G(pVG' также компактно. Результат, 
полученный в конце § 12, показывает тогда, что группа G' дискретна. 
Таким образом, если проекция подгруппы г0(Г) на G(p) не дискретна
в 0 (р), то функции /|Гх должны равняться нулю при всех t us 
некоторой окрестности нуля, содержащейся в /.
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§ 14. Для простоты условимся отождествлять группу Г с г0(Г). 
Образуем произведение G" тех трехмерных простых компонент 0 <р) 
группы G, для которых проекция группы Г на дискретна, и пусть 
О' — произведение всех остальных простых компонент группы G. Мы 
знаем, что если — компонента, принадлежащая G', то функции 
f t l  равны нулю при всех t из некоторой окрестности нуля, которую мы 
можем считать совпадающей с / .  Поэтому [X , V] =  0 для всех век­
торных полей X, содержащихся в алгебре Ли группы G', так что Y 
инвариантно относительно левых сдвигов на элементы группы G'. Соот­
ношение (19) § 11 выполняется, таким образом, для всех t £ l ,  sCG,  
s '£G ' .

Обозначим через Г', Г" проекции группы Г на G' и G" и через 
А', А " — ее пересечения с группами О' и G", рассматриваемыми как 
подгруппы группы G. Из определения группы G" следует, что группа 
Г" дискретна в G". Мы можем тогда применить следствие 3 из добав­
ления I, которое показывает, что группа Г ' дискретна в G', что А' — под­
группа конечного индекса в Г', и что факторпространство G'/A' ком­
пактно. Применяя (18) и (19) к какому-либо 8' С А', получаем

. «(*, s3') =  $(*. x ) r , ( 6'), 8's) =  8'£(*, s). (21)
При s = е из этих соотношений вытекает, что если исправить гомомор­
физм rt посредством внутреннего автоморфизма группы G, порожденного 
элементом $,(t, е), то он будет тождествен на А'. Для т =  (?', Т,/) € Г  
проекция rt (y) на О" будет тогда зависеть только от t и у" и пред­
ставится как г /  (у"), где rt — однопараметрическое семейство гомо­
морфизмов группы Г" в G", причем г о — тождественное отображение. 
Подставляя в (21) х == х" С G" и учитывая, что гДЗ') =  8' и х"8' =  В'х", 
мы видим, что %(t, х") коммутирует со всеми S'gAC Следовательно, 
для любого х" СО" проекция элемента %(t, х") на О' содержится в нор­
мализаторе jY(A') подгруппы А' в G'. Так как при  ̂=  0 эта проекция 
равна е и, согласно следствию 1 из добавления I, группа N  (А') дис­
кретна, то \(t, s")£G"  при всех t £ J  и s"£Q".  Равенство (18) при 
s=e  и у€.А" показывает тогда, что rt (y)£G" для любых t £ l  и у £ А". 
Следовательно, для у =  (у', у") С Г проекция rt (y) на G' зависит только 
от t и у' и может быть записана как r't (y'), где г\ — однопараметриче­
ское семейство гомоморфизмов группы Т '  в G' и го — тождественный 
гомоморфизм. Так как отображение r't тождественно на А', то ввиду 
следствия 2 из добавления I оно тождественно и на Г'. Итак, для всех 
Т =  (т', Т" )€Г

М (т '. r ’U f ) ) .
Если мы теперь применим результаты работы [7J так же, как это 

было сделано в § 11, и используем введенное там обозначение ^ ( Г ,  G), 
то получим следующую теорему.

Теорема  2. Пусть G—прямое произведение связных некомпакт­
ных простых групп Ли. Пусть Г — такая дискретная подгруппа 
группы О, что факторпространство О/Г компактно. Обозначим 
через Q" произведение тех трехмерных простых компонент G(p) 
группы О, для которых проекция Г на G^ дискретна, и через 
G' — произведение остальных простых компонент. Тогда проек­
ции  ГС Г" группы Г на G', G" дискретны, факторпространства 
G'/T' и G"/Т" компактны и Г — подгруппа конечного индекса 
в Г '.х  Г". Далее, если j  — естественное вложение группы Г 
в Г' X Г" и W  — множество гомоморфизмов группы Г ' в G',
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индуцированных внутренними автоморфизмами группы О', то 
отображение (г', r " ) -> ( r ' X r")°j является гомеоморфизмом про­
изведения Ш'Х $М Г", О") на 91, (Г, О).

Здесь через г' X г" обозначен гомоморфизм группы Г 'х Г "  в О'хО", 
переводящий ( / ,  у") в (г'(у'), г" (у")).

§ 15. Чтобы получить окончательный результат для произведения 
простых некомпактных групп, мы должны еще исследовать случай 
0  = 0". Имеет место следующая

Т е о р е м а  3. Пусть О — прямое произведение связных неком­
пактных простых групп Ли Ор размерности 3. Пусть Г — такая 
дискретная подгруппа группы О, что факторпространство О/Т 
компактно и для всякого р проекция Гр группы Г на О дискретна 
Тогда факторпространства С?р/Г компактны и Г — подгруппа 
конечного индекса в П Гр. Далее, если j  — естественное вложе-

р

ние группы Г в П Г то отображение (г() —>(J\ rf)°j являет ся
р р

гомеоморфизмом произведения П Sft, (Гр, Ор) на (Г, О).
р

Здесь через П гр обозначен гомоморфизм группы П Гр в О, пе-
р р

реводящий (тр) в (ГрОгр)).
Первое утверждение теоремы немедленно выводится из следствия 3 

добавления I индукцией по числу сомножителей в О. Второе утвержде­
ние мы докажем, как обычно, рассматривая сначала однопараметриче­
ское семейство rt гомоморфизмов группы Г в С?. Сохраняя прежние 
обозначения, представим векторное поле У на 1 x 0  в следующем виде:

р. >.

Функции срхр) удовлетворяют уравнениям, получающимся из (6) заменой 
/ ,  / '  на 0, /  соответственно:

у ( Р )  m (P) J V Д Р ) „ (Р )  _  f ( P )
Г  С (J.XV <Pv ----- / | > 1  I

V

* 1р,Ч р) =  о (Р'ф?).
Последние уравнения показывают, что функции определенные на 
произведении /  X П Ор, зависят только от /-координаты и О -коорди-

р
наты, так что мы можем написать:

р, X

в точке (t , (хр)) С/ X П О?- Отсюда вытекает, что решения (t , % (I, s))
р

системы дифференциальных уравнений, определенной векторным полем Y  
на многообразии /Х О ,  имеют вид

e(*.(Sp)) =  M * ,s p)) , (22)
где (t, Ер (t, Sp)) — проходящее через точку (0, s p) решение системы диф­
ференциальных уравнений, определенной на I Х 0 ( векторным полем

3 Математика № 1
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Если мы снова .отождествим Г с г0(Г) и сопоставим (18) с (22), то 
увидим, что Ор-координата элемента гt (7) при у =  (ур) £ Г зависит только 
от t и 7р и может быть представлена как r(f ] (7Д  где г)р) — однопара­
метрическое семейство гомоморфизмов группы Г? в Ор. Утверждение 
теоремы 3 получается теперь путем применения результатов работы [7] 
таким же способом, как и в § 11.

§ 16. Пусть теперь О — произвольная связная полупростая группа 
без компактных компонент и Z  — ее центр. Будем пользоваться старыми 
обозначениями. В § 5 было показано, что векторное поле Y  инвариантно 
относительно Z. Формула (19) показывает тогда, что I ((, zs) = z\ (t, s) 
для всех z£Z. Сравнивая это с формулой (18), мы видим, что если 
z  =  г0 (7) для какого-либо 7^Г, то г  =  rt (7) для всех t£ l.  Пусть теперь 
Г — дискретная подгруппа группы О, факторпространство по которой 
компактно. Используя результаты работы [7] так же, как и в § 11, мы 
получаем, что, каковы бы ни были г, г'^З^ДГ, G), из r(y) = z€ Z  (7СГ) 
следует г' (7) =  г . Поэтому каждый гомоморфизм rG&i (Г, G) может 
быть продолжен до взаимно однозначного гомоморфизма г* группы Г* =
— Z  T в G посредством формулы г* (27) =  z -r  (7) (z£Z, 7£Г). Далее, 
поскольку группа Z  • Г содержится в нормализаторе N  (Г) группы Г в G, 
из следствия 1 добавления I вытекает, что она дискретна. Так как фак­
торпространство GjT компактно, то и факторпространство С?/Г* ком­
пактно. Аналогичные соображения показывают, что для любого 
г£91 ДГ, G) группа г* (Г*) =  Z - r  (Г) дискретна и факторпространство 
0 /г*(Г *) компактно. Тем самым .доказано, что каждый гомоморфизм из 
Э^ДГ, G) тождествен на ГП Z  и отображение г —* г* является гомомор­
физмом пространства (Г, G) на 9ft] (Г*, G).

Начиная отсюда, будем предполагать, что Г содержит Z. Пусть 
Z x — подгруппа в Z; положим Q' =  Q\ZX и обозначим через р канони­
ческий гомоморфизм группы Q на G'. Пусть, далее, Г ' =  /?(Г), так что 
Г =  р~1(Г'). Так как каждый гомоморфизм г£91ДГ, G) тождествен на Z, 
то равенство р°г =  г'ор определяет отображение г —> г' пространства 

(Г, G) в (I1', G'). Очевидно, что это отображение непрерывно. 
Выберем теперь (как в § И статьи [7]) такое конечное множество (7 ;) 
образующих группы Г, что группа Г определяется конечным множест­
вом соотношений R \{^i)= e  между ними. Выберем также конечное мно­
жество (СД образующих группы Z x и запишем их выражения Су- =  Fj (7,)
через 7,-. Тогда в качестве образующих группы Г ' можно взять 7) ==
— причем определяющими соотношениями между ними будут
R\ (Т/) =  e'i =  Пусть го — какой-нибудь элемент 3£ДГ', G').
Положим 5г =  го(7г) и для каждого i выберем s^ G  так, чтобы /Дх() =  
=  s[. Пусть V — такая окрестность единицы в группе G, что V[ )Z 1 =  
= {е} и U — такая окрестность единицы в G, что . Я Д ИА )€  V-i?x(5/:) 
и FjiUjSi) £ V  ■ F j(s t) для любых X, у и ufcU. Предположим также, что 
отображение р  индуцирует гомеоморфизм U на p{U) =  U'; отображе­
ние, обратное к этому гомеоморфизму, обозначим через <р. Пусть U' — 
окрестность точки Го^Э^ (Г', О'), состоящая из гомоморфизмов г', для 
которых r / (7i)^T/V i при всех i. Легко видеть, что если для некоторого 
г 'е а ' существует такой гомоморфизм г^Э^ (Г, G), что рог =  г'°р, то 
он должен задаваться формулами

г  ( Т / ) =  (F (j'i) s'i~1)-si , .
где z t — элементы группы Z x, удовлетворяющие условиям

•Ях ( * / )  =  /?* (S i). F j i z d - t j F j i s , ) .
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Так как эти соотношения не зависят от элемента г'0Х',  то из сообра­
жений непрерывности легко установить, что прообраз окрестности И ' 
при отображении г —* г' является объединением окрестностей тех точек 
в ^  (Г, G), которые переходят в г0', и что на каждой из этих окрест­
ностей индуцируется гомеоморфизм на ИЛ Другими словами, простран­
ство Sftj (Г, G) является накрывающим пространством для (Г', G') по 
отношению к „естественному" отображению г —» г ' 1) 2).

В частности, мы можем применить полученные результаты к случаю 
Zj =  Z; группа G' тогда изоморфна присоединенной группе группы G 
и распадается в произведение простых групп, так что строение прост­
ранства 9^ (Г', Q') полностью определяется теоремами 2 и 3. Ввиду 
известных результатов о группах Фукса, это показывает, например, что 
9?! (Г, Q) — многообразие. Можно поступить и иначе. Представим груп­
пу G как факторгруппу G jZ 1, где Gt — односвязная группа, локально 
изоморфная группе G, a Z x — ее центральная подгруппа. Если . Г , — 
прообраз группы Г в Оь то Sftj (Г,, О,) — накрывающее пространство 
для Э?! (Г, G). Группа Gx является произведением простых групп, так 
что строение пространства 9ti( I \ ,  GJ снова определяется теоремами 
2 и 3.

Добавление I

Пусть О — связная группа Ли размерности я. В § б работы [7] 
было введено понятие G-структуры на я-мерном многообразии V. Там же 
было показано, как сама группа G и факторпространства вида G/Г, 
где Г — дискретная подгруппа группы G, естественным образом снаб­
жаются G-структурой. Автоморфизмами G-структуры на группе G 
являются правые сдвиги. Если Г — дискретная подгруппа группы О, то 
правый сдвиг х  —► xs  определяет автоморфизм G-многообразия G/Г 
тогда и только тогда, когда хГх-1 =  Г, т. е. х принадлежит нормали­
затору АДГ) подгруппы Г. Легко видеть (используя те же элементар­
ные соображения, что и в § 6 работы [7], т. е., по существу, ничего, 
кроме теоремы Фробениуса), что все автоморфизмы G-структуры на G/Г 
получаются таким образом. Группа автоморфизмов G-многообразия О/Г 
может быть, следовательно, отождествлена с факторгруппой N  (Т)/Т.

Пусть N 0 (Г) — связная компонента единицы в замкнутой подгруппе 
N  (Г) группы G. Для каждого -]-£Г образ группы АД (Г) при отображе­
нии л  —> хух~ г является связным подмножеством группы Г, содержа­
щим у, и, значит, должен совпадать с {7}. Поэтому группа А70(Г) 
совпадает со связной компонентой централизатора Z /Г) подгруппы Г 
(состоящего из элементов группы О, перестановочных со всеми элемен­
тами из Г). Алгебра Ли п (Г) группы N 0 (Г) может быть отождествлена 
с алгеброй Ли группы Z ( r )  и с алгеброй Ли группы N  (Г)/Г и образо­
вана теми векторами X  в алгебре Ли g группы G, которые инвариантны 
относительно всех операторов Ad (7), у£Г (как обычно, мы обозначаем 
через Ad(x) автоморфизм алгебры д, индуцированный внутренним авто­
морфизмом х  —> xxs-1 группы G).

’) Если G не имеет компонент размерности 3, то эти два пространства в дейст­
вительности изоморфны. Это следует из теоремы 1 и из одного результата Бореля 
([2], следствие 4.4). Если бы то же самое могло быть доказано для трехмерных 
групп, то теоремы 2 и 3 показывали бы, что это верно и для всех полупростых 
групп.

г) Пусть r£9t, (Г, G); тогда г (7) = gyg’' 1 для некоторого g£G. Если ' ' - ' о .  
то элемент g r =  р  (g) коммутирует со всеми 7'£ Г ;. Согласно упомянутому выше в 
примечании 1 результату Бореля, централизатор группы Г' совпадает с центром Z 9 
группы <3'. Следовательно, g f^Z 'y g£Z  и г =  г0. Это показывает, что отобра­
жение г ~^гг взаимно однозначно. — Прим, перев.

3*
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Предположим теперь, что пространство G/Г компактно, т. е. суще­
ствует такое компактное подмножество К  группы О, что О =  ЛТ. 
Если р — какое-нибудь линейное представление группы G в конечномер­
ном вещественном векторном пространстве А, то при нашем предполо­
жении всякий вектор а£А, инвариантный относительно р(?) при всех 
?€Г, будет иметь компактную орбиту p(G)a. В такой ситуации приме­
нима следующая

Л е м м а .  Пусть р — линейное представление топологической 
группы О в конечномерном, вещественном векторном пространст­
ве А. Пусть А' — множество всех векторов в А, орбита кото­
рых при действии группы р(О) относительно компактна в А. 
Тогда А' является подпространством пространства А, инвари­
антным относительно р (О), и представление р индуцирует на 
А' представление р' группы G, обладающее тем свойством, что 
группа р'(G) содержится в компактной группе автоморфизмов 
пространства А'.

Первое утверждение леммы очевидно. Пусть, далее, {аь . . . , а п} — 
базис подпространства А'. Так как для каждого г множество p{G)al 
ограничено, то группа G индуцирует на А' относительно компактное 
множество эндоморфизмов и, значит, относительно компактное подмно­
жество группы автоморфизмов пространства А'.

Пусть теперь снова G — группа Ли и g — ее алгебра Ли. Обозна­
чим через с множество векторов в д, орбиты которых при присоединен­
ном представлении относительно компактны. Очевидно, что это не только 
подпространство, но и подалгебра алгебры Ли д, инвариантная относи­
тельно Ad (G) и даже относительно всех автоморфизмов алгебры д. 
Присоединенное представление л: —»Ad(x) группы G индуцирует на с 
представление, ядром которого является централизатор С подалгебры с 
в О. В силу леммы, отсюда вытекает, что группа G/С допускает 
взаимно однозначное представление в компактную группу. В том случае, 
с которым мы в основном имеем дело в этой статье, группа G — связ­
ная полупростая группа без компактных компонент и не имеет поэтому 
нетривиальных представлений в компактную группу. В этом случае, 
следовательно, С =  G и с =  {0}. Если теперь Г — дискретная подгруп­
па группы G, факторпространство по которой компактно, то из сказан­
ного выше следует, что каждый вектор из п(Г) имеет компактную 
орбиту при действии присоединенной группы, так что п ( Г ) с с .  Тем 
самым доказана

Т е о р е м а .  Пусть G — связная полупростая группа Ли без 
компактных компонент, Г — дискретная подгруппа группы G, 
факторпространство по которой компактно, п(Г) — множество 
всех векторов в алгебре Ли группы Q, инвариантных относи­
тельно Ad (7) при всех 7^Г. Тогда п(Г) =  {0}.

Этот результат содержится, конечно, в более глубоком результате, 
полученном Борелем ([2], следствие 4.4) при более слабом предположе­
нии, что факторпространство G/Г имеет конечный объем.

С л е д с т в и е  1. Если Q и Г удовлетворяют условиям тео­
ремы, то нормализатор N  (Т) группы Г в G дискретен, фактор- 
пространство GjN(T) компактно и Г — подгруппа конечного 
индекса в N  (Г).

В самом деле, первое утверждение сводится к тому, что А̂ 0(Г) =  
=  е , что эквивалентно теореме. Другие утверждения немедленно выте­
кают из первого.
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С л е д с т в и е  2. Пусть О и Г удовлетворяют условиям 
теоремы и Д — подгруппа конечного индекса в Г. Тогда прост­
ранство гомоморфизмов группы Г в G, индуцирующих на Д тож­
дественное отображение, дискретно.

Ядро неэффективности Д' действия группы Г на однородном про­
странстве Г/Д является нормальным делителем конечного индекса в Г 
(его индекс не превосходит d\, если d — индекс подгруппы Д в Г). 
Заменяя Д на Д', мы видим, что достаточно рассмотреть случай, когда 
Д — нормальный делитель в Г. Так как Д имеет конечный индекс в Г, 
то факторпространство О/Д компактно и, в силу следствия 1, группа 
N  (Ь.) дискретна. Если гомоморфизм г группы Г в О тождествен на Д, 
то г (Г) а  N  (А). Пусть (?г-) — конечное множество образующих группы Г. 
Если гомоморфизмы г, г ', удовлетворяющие требованию леммы, доста­
точно близки, то г (т/) == (т )̂ для всех i и, следовательно, г = г'.

С л е д с т в и е  3. Пусть О', О" — две связные полу простые 
группы Ли без компактных компонент, Г — дискретная подгруп­
па группы О =  О' X О", такая, что факторпространство О/Т 
компактно. Пусть Д', Д" — пересечения Г с группами О' и G", 
рассматриваемыми как подгруппы группы О, и Г', Г" — проекции 
Г на G' и G" . Предположим, что группа Г" дискретна в G", 
Тогда группа Г ' дискретна в *G', пространства G'/Д' и G"/&" 
компактны, Г имеет конечный индекс в Г ' X Г" и Д' X Д" имеет 
конечный индекс в Г.

Пусть К — такое компактное подмножество группы G, что G =  А Т . 
Обозначим через К', К " его проекции на G' и G". Для всякого x '^G ' 
имеет место равенство ( х \  e') =  k-\ при некоторых k£K, у =  (у', 7,,)€Г . 
Элемент у" принадлежит тогда множеству А"'_1ПГ", которое конечно, 
поскольку К" компактно, а Г" дискретно. Пусть уг =  (у*, у”) (1<д -<w)— 
такие элементы группы Г, что АТ"-1 ПГ" =  {yi, . . . ,  у^}. Если х', k, у<— 
те же, что и выше, то 7 =  уг8' при некотором i и 8'£Д ', так что

откуда видно, что пространство G'lД' компактно. В силу следствия 1, 
группа N ( Д') дискретна в G'. С другой стороны, группа Г ' содержится 
в N ( Д'), так что она также дискретна. Меняя в предыдущих рассуж­
дениях ролями G' и Q" , мы получаем, что пространство G"/A" компакт­
но. Остальные наши утверждения теперь очевидны.

ДОБАВЛЕНИЕ II
(Это добавление воспроизводит с минимальными словесными измене­

ниями сообщение Хёрмандера автору и публикуется здесь с его разре­
шения.)

Будем пользоваться обозначениями § 2 и 3. Возьмем какое-нибудь 
векторное поле на S  и рассмотрим (как в § 11) решения системы
дифференциальных уравнений, определенной на 5  этим векторным полем. 
Для каждой точки M £ S  обозначим через Ф(М) точку, где решение 
этой системы, проходящее через М, пересекает слой гс- 1(0). Отображе­
ние Ф индуцирует на слое тс-1 (0 при любом t бесконечно дифференци­
руемый гомеоморфизм этого слоя на слой тс- 1(0), и отображение 
М  —> (it (М ), Ф (М)) является бесконечно дифференцируемым гомеоморфиз­
мом многообразия 5  на / X  гс-1 (0). Положим 1 /=  if-1 (0). Отображение 
слоя -тс-1 (I) на V, индуцированное Ф, переводит векторные поля Хх в п
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векторных полей X x(t) на V; функции, индуцированные на слое «~1(() 
функциями / х ,  переводит в функции /£ ( / )  на I/; элемент объема сШ 
на переводит в элемент объема сШ( =  (8 (t))2dQ на К, причем плот­
ность (8 (^))2 нигде не обращается в 0. Векторные поля X x(t) и функции 
f \{ t )  и b(t) бесконечно дифференцируемы на I  X V .  Условившись пи­
сать Х х (/) вместо 8 (t) Х х (/), (/) вместо 8 (*) /  х (*). <̂ хР (г1) вместо
8 (£)схр и 9ц вместо 9*1, мы можем сформулировать вариационную задачу 
§ 4 следующим образом: для каждого t функции 9р. должны мини­
мизировать интеграл

5 2 .(Л * (0  +  * * ( 0 ? ц + 2 ( 0 ?р)2 • (23)
р

Здесь все данные функции бесконечно дифференцируемы на /  X V ; для 
каждого t векторные поля (/) всюду на V  линейно независимы и си­
стема •

AV(/)9, +  2 W 0 ? p =  0 ■ (24)
р

не имеет отличных от 0 решений класса С°° на V 1).
Нужно показать, что задача .минимизации интеграла (23) имеет 

единственное решение класса С°° на /  X V.
В пространстве L2 функций с интегрируемым квадратом на V  введем 

норму ||g|| =  (j'g2dQ)112. Аналогично для системы g =  (g^) таких функ­
ций определим норму формулой

Х,{х X,fju

пространство таких систем с этой нормой также будет обозначаться 
через L2 (это не приведет к путанице). С другой стороны, для системы 
функций 9 =  (9 )̂ введем норму

W 2 =  2 i l ^ ( 0 ) 9 , i l 2+ 2 l W 2
(А.

и обозначим через Н  пространство систем 9 =  (9Д  для которых эта 
норма конечна, т. е. функции 9  ̂ и их первые производные (в смысле 
обобщенных функций) лежат в L2.

Докажем теперь, что при подходящем выборе константы С для всех 
9 £ Н  выполняется неравенство

|||9|||2< С 22 ||2 Г х (0 )9 ,+ 2 ^ х Р(0)9Р112. (25)
Х.р. Р

В самом деле, если бы это было не так, то существовала бы последо­
вательность 9<б с |||9(i) ||| =  1, для которой правая часть неравенства (25) 
стремилась бы к 0. Согласно хорошо известному принципу, основанному 
на неравенстве Пуанкаре (см., например, К у р а н т  Р., Г и л ь б е р т  Д., 
Методы математической физики, Гостехиздат, 1951, т. II, стр. 491), из каж­
дой последовательности 9(6 , для которой норма |||9<й ||| ограничена, мож­
но выбрать подпоследовательность, сходящуюся в L2; поэтому мы можем 
предполагать, что 9(‘> —*9 в Z2. Так как правая часть (25) стремится 
к 0 для нашей последовательности 9(‘>, то функции Х х (0) 9W сходятся 
в Z2. Следовательно, 9 6 / / ,  |||9||| =  1 и 9 является решением системы (24)

*) Это соответствует предположению о том, что щ =  {0} при всех t £  /  (см. § 4).—
Прим, пере в.
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при t =  0. Следствием уравнений (24) при t = 0  является эллиптическая 
система

2  Х х (0) (Хх (0) 9р +  2  ^Хр (0) 9Р) =  о.
X р

Из теории эллиптических систем (см., например, [5] или [6]) вытекает, 
что функция <р путем исправления на множестве меры 0 может быть 
сделана бесконечно дифференцируемой. Мы получили, таким образом, 
ненулевое решение системы (24) при t =  0, что противоречит нашему 
предположению. Это доказывает (25).

Из непрерывности данных функций по t сразу следует, что для всех 
9 £ Н  и для всех t из некоторой окрестности нуля I 'd  I  выполняется 
неравенство

IIMII2< 4 C 2 2 l |^ ( 0 ^ + 2 ^ x p ( 0 ? p l [ 2. (26)
Х,р Р

В дальнейшем мы будем предполагать, что t £ I ' .
Неравенство (26) показывает, что отображение Qt пространства Н  в L2

9 —  G / (?) =  (Хх ( t ) 9р. +  2  с рхр ( 0  ? Р)
р

имеет замкнутый образ. Пусть Р (t) — проектор на этот образ в прост­
ранстве Z2. Задача минимизации интеграла (23) имеет единственное 
решение

9 = ~ О Г 1Р ( 0 /
в пространстве Н, и из (26) следует, что ||| 9 ||| <  2С || /  || .

Решение 9 нашей вариационной задачи должно удовлетворять урав­
нениям Эйлера

5 2  ^Лх +  ^х^р. +  2  срхР?р -̂ хФр + 2  ^хр^р) d ® ~  6

для всех ф =  (фр.) класса С°° на V. Эти уравнения представляют собой 
записанную в слабой форме систему уравнений вида

V  =  (27)
Главная часть Z^9 равна — 2  ^х9р. так что эта система эллиптическая;

х
функция Fy_ получается из /  применением дифференциального оператора 
первого порядка и поэтому бесконечно дифференцируема на Г  X V .  
Следовательно, для каждого t£ l '  система функций 9 может быть, изме­
нена на множестве меры 0 так, что станет бесконечно дифференцируе­
мой (см. [5], [6]).

Система (27) имеет единственное решение в Н. В самом деле, пусть 
9£ / /  — какое-нибудь ее решение. Согласно определению оператора Z^,

\  2  ( *х?р +  2  У  dQ =  5 2  ( З Д  ъ dQ =  $ 2  F^ dQ-
X, р \  Р /  Р Р

Сравнивая это с (26), мы получаем
III 9 III2 ^ 4 С 2 || F || • || 9 || < 4 С 2 \\F || • Щ 9 III ,

. откуда
III 9 111 4С2 || F || . (28)

В частности, F =  0 влечет 9 =  0, что и утверждалось.
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Для всякого набора а =  (а15. . .  ,а„) целых неотрицательных чисел а, 
примем, как обычно, | а | =  2  ах и обозначим через Х£ следующий диф-

х
ференциальный оператор порядка | а |:

Из доказательств регулярности решений эллиптических систем (см. 
опять [5], [6]) получаются оценки

sup I Х 5ъ  I < С а ( III ср III +  2  SUP I I

где Са не зависят от t. Ввиду (28) отсюда получается

s u p |* o 4 i < C l  У  sup | XlF^ | ; (29)К К, и.I Р I < I « I + Я + 1 ’ *
это неравенство выполняется для любого решения <р£// системы вида (27).

До сих пор мы использовали только то, что данные функции, 
в частности /Д, бесконечно дифференцируемы на V  при любом фикси­
рованном t. Теперь мы обратимся к дифференцируемости по t. Для этого 
запишем уравнения (27), выделяя зависимость от t, как Lу it) f  it) =  Fyit). 
Положим

Ф(*. h) = h~1['p(i + h) — <p(0 J;
это решение системы

Lyit)ty{t, h) = Qy(t, h), (30)
где

Оу (t, A) =  h~l [F ц { t+ h ) ~  Fy (0J -  A' 1 [Ly (/ +  A ) Ly (t)} <p (t +  A).
Так как ф (t, h)£H, мы можем применить (29), подставив ф (t, h) 

и Gy it, h) вместо « и Fy. Ввиду наших предположений о дифференци­
руемости данных функций на I  X V  это сразу даст равномерную оцен­
ку для |Доф,1.(ДА)|  при всяком а (и для всех t, Таким обра­
зом, функции Xofyit) удовлетворяют условию Липшица по t.

При h —* 0 функция Gy.it, h) стремится к некоторому пределу Gv (Д,
который при каждом t является функцией класса С°° на V. Более того, 
из наших предположений о дифференцируемости исходных функций 
на I X V  следует, что для любого а функция XI Gy (/, И) равномерно 
сходится к XlQy.it) при И. —* 0. Рассмотрим систему Ly it) ф =  Gy it), 
которая получается из (27) формальным дифференцированием по t. По­
скольку система (30) имеет решение ф it, h) и образ эллиптического 
оператора замкнут, система Ly. it) ф =  Gy it) также имеет решение ф£ / / .  
Применяя теперь оценки (29) к системе

■L,ДО [ Ж  А) — ф] =  С?„(<, А) — Gy.it),
мы видим, что для каждого а функции А'о фр. ( ,̂ А) равномерно сходятся 
к функциям Д?фц при h —* 0. Следовательно, ф =  d<?jdt и ф есть функ­
ция класса С™ на V  при любом t. Повторяя те же рассуждения для ф 
и Gy, получаем, что d2f/d t2 — функция класса С°° на V  и т. д. Это 
показывает, что ср — бесконечно дифференцируемая функция на / ' X V. 
Поскольку то же самое должно иметь место для некоторой окрестнос­
ти I"  любой точки t£ l,  функция ср бесконечно, дифференцируема на 
всем многообразии I  X V, что и требовалось доказать.
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З а м е ч а н и е .  Предположение о том, что система (24) не имеет 
ненулевых решений, может быть заменено тем, что размерность простран­
ства решений этой системы одна и та же для всех t& .  (По теореме 
Асколи эта размерность конечна.) Нужно только вместо простран­
ства Н  рассматривать его подпространство, дополнительное к подпро­
странству решений системы (24) при t =  0. Если же не делать и этого 
предположения, то результат становится неверным, как показывает 
следующий пример. Возьмем в качестве V факторпространство вещест­
венной прямой по модулю 1. Пусть /  — произвольная бесконечно диф­
ференцируемая функция на 1/, для которой J f d x  Ф 0. Задача миними­
зации интеграла

имеет тогда единственное решение ср(£) при t Ф 0, но J ср (t) dx  стремится 
к оо при t  —> 0.

На этом заканчивается сообщение Хёрмандера и вместе с тем дока­
зательство всех фактов, использовавшихся в § 4 этой статьи. Естест­
венно предположить, что если исходные данные вариационной задачи § 4 
вещественно аналитичны, то и решение будет вещественно аналитичес­
ким; но Хёрмандер сообщил мне, что доказательство этого потребует, 
вероятно, более тонких соображений. Во всяком случае, это неверно, 
если не предполагать, что nt =  {0} или хотя бы что размерность nt 
постоянна.
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