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В в е д е н и е

В предыдущей работе авторов [1] (краткое изложение — в [2]) уста-

новлено, что конструктивизируемость общей линейной группы GLn(K)

(специальной линейной группы SLn(K), унитреугольной группы UTn(K))

над коммутативным ассоциативным кольцом K с 1 влечет при n > 3 кон-

структивизируемость кольца K. Там же замечено, что конструктивизиру-

емость группы UT2(K) равносильна конструктивизируемости аддитивной

группы кольца K. Известные примеры не конструктивизируемых колец с

конструктивизируемой аддитивной группой показывают, что из конструк-

тивизируемости группы UT2(K) в общем случае не следует конструкти-

визируемость кольца K. Осталось однако неясным, что можно сказать о

влиянии конструктивизируемости группы GL2(K) или группы SL2(K) на

конструктивизируемость кольца K. Настоящая работа в основном посвя-

щена ответу на этот вопрос.

Доказывается (предлож. 1), что из конструктивизируемости группы

GL2(K) следует конструктивизируемость аддитивной группы кольца K. В

теореме 1 устанавливается, что при одном дополнительном условии на K

конструктивизируемость группы GL2(K) влечет конструктивизируемость
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K как модуля над своим подкольцом L, порожденным всеми обратимыми

элементами кольца K. В частности (теор. 2, следствия 1, 2), это верно,

если K совпадает с L, например, когда K — поле, или когда K — групповое

кольцо абелевой группы с указанным свойством.

Затем в § 3 строится пример коммутативного ассоциативного кольца

K с 1, мультипликативная группа K∗ которого конструктивизируема, а

аддитивная группа — нет. Это завершает исследование в случае матриц

порядка 1, также не рассмотренном в [1]. Соответствующий вопрос был

поставлен перед авторами М. А. Шевелиным.

Устанавливается (теор. 3, следствие 3), что для конструктивизируе-

мой группы G, представимой матрицами над полем, факторы по членам

верхнего центрального ряда также конструктивизируемы. В теореме 4 до-

казывается конструктивизируемость свободного произведения конструк-

тивизируемых групп. В теореме 5 приводятся естественные условия, при

которых соответствующее утверждение верно для свободных произведе-

ний с объединенной подгруппой. Следствие 4 покажет, что это верно для

случая, когда объединяемая подгруппа конечна.

Наконец, полученные сведения о конструктивизируемых свободных

произведениях с объединенной подгруппой используются в § 6 для постро-

ения основного примера данной работы — конструктивизируемой группы

GL2(K) с неконструктивизируемым кольцом K.

Аналогичные результаты справедливы и в случае группы SL2(K).

§ 1. Случай n = 2: конструктивизируемость аддитивной

группы кольца

Пусть K — коммутативное ассоциативное кольцо с 1. Предположим,

что группа G = GL2(K) конструктивизируема. Пусть ν : N → G — соот-

ветствующая нумерация. Рассмотрим вопрос о конструктивизируемости

кольца K.

Непосредственно проверяется, что централизатор CG(t12) трансвек-
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ции t12 совпадает с множеством матриц вида

A(α, β) =





α β

0 α



 , (1)

где α ∈ K∗, β ∈ K.

Пусть кольцо K таково, что в нем существуют два различных об-

ратимых элемента, разность которых не является делителем нуля. Можно

всегда считать, что один из этих элементов равен 1. Указанным свойством,

конечно, обладает любое поле порядка, отличного от 2. Тогда множество

всех диагональных матриц совпадает с централизатором диагональной

матрицы, в которой по диагонали стоят элементы из данного условия.

Как показано выше, множество всех матриц вида (1) вычислимо в

G. Обозначим это множество через M и введем на нем отношение эквива-

лентности

A(α, β) ∼ A(γ, δ) ⇔ α−1β = γ−1δ. (2)

Очевидно, что классы эквивалентности находятся во взаимно одно-

значном соответствии с элементами кольца K. А именно, в каждом классе

эквивалентности содержится один стандартный представитель — унитре-

угольная матрица, угловой элемент которой соответствует классу (это со-

ответствие взаимно однозначно).

Заметим, что эквивалентность A = A(α, β) ∼ B = A(γ, δ) равносиль-

на справедливости равенства

A−1t21A = B−1t21B, (3)

которое влечет, в частности, что отношение эквивалентности на M рекур-

сивно.

Определим на классах эквивалентности множества M операцию сло-

жения ⊕, полагая

A(α, β) ⊕ A(γ, δ) = A(αγ, γβ + αδ). (4)

Корректность введенной операции проверяется непосредственно. Яс-

но, что множество классов эквивалентности на M относительно ⊕ изо-

морфно аддитивной группе кольца K. Таким образом, справедливо
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Если группа GL2(K) над произвольным ком-

мутативным ассоциативным кольцом K с 1 конструктивизируема, то

и аддитивная группа кольца K конструктивизируема.

§ 2. Случай n = 2: достаточные условия

конструктивизируемости кольца

Предположим теперь, что кольцо K обладает дополнительным усло-

вием, а именно: в K существует пара различных обратимых элементов,

разность которых не является делителем нуля. Тогда, по замечанию в пер-

вой части § 1, множество D диагональных матриц является рекурсивным

в данной нумерации. На множестве D определим эквивалентность

diag(γ1, γ2) ∼ diag(δ1, δ2) ⇔ γ−1
1 γ2 = δ−1

1 δ2. (5)

Выберем в каждом классе эквивалентности стандартный представи-

тель diag(1, ξ), ξ ∈ K∗. Тем самым устанавливается взаимно однозначное

соответствие между обратимыми элементами ξ кольца K и классами эк-

вивалентности множества D.

Установим естественное взаимно однозначное соответствие между

классами эквивалентности из M, стандартный представитель которых

имеет вид t12(ξ), ξ ∈ K∗, и классами эквивалентности из D. Заметим,

что соответствующий класс эквивалентности из M получается при сопря-

жении представителем класса эквивалентности из D матрицы t12. Следо-

вательно, в данной нумерации можно эффективно находить соответству-

ющие друг другу классы эквивалентности из M и D.

Пусть L — подкольцо в K, порожденное K∗. Оно состоит из тех и

только тех элементов кольца K, которые представимы в виде сумм об-

ратимых элементов кольца K. Обозначим через KL модуль, образуемый

кольцом K над L с естественным умножением.

ТЕОРЕМА 1. Пусть K — коммутативное ассоциативное кольцо

с 1, в котором для некоторого обратимого элемента ξ 6= 1 разность ξ−1
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не является делителем нуля. Если группа GL2(K) конструктивизируе-

ма, то конструктивизируем и определенный выше модуль KL.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нумерация модуля KL индуцирована нумера-

цией группы GL2(K) на классах эквивалентности из M, определенных в

(2). Как уже замечено, по любой паре номеров эффективно определяется

равенство соответствующих элементов. По предложению 1 в этой нуме-

рации конструктивны аддитивные группы кольца K и модуля KL. Есте-

ственно, работа ведется с классами эквивалентности из M относительно

операции ⊕.

Остается проверить эффективность в рассматриваемой нумерации

операции умножения на элементы из L. Здесь будет использоваться метод,

предложенный в [3]. Для того, чтобы умножить класс эквивалентности из

M со стандартным представителем t12(β), β ∈ K, на элемент из L, соот-

ветствующий сумме обратимых элементов ξ = ξ1 + . . . + ξt, необходимо по

каждой из матриц t12(ξi) найти соответствующий класс в D с представите-

лем diag(1, ξi), затем вычислить сопряжение diag(1, ξi)
−1t12(β)diag(1, ξi) =

= t12(ξiβ), после чего вычислить произведение t12(ξ1β) . . . t12(ξtβ) =

= t12(ξβ).

Приведенный алгоритм эффективен в данной нумерации. Важным

частным случаем теоремы 1 является

ТЕОРЕМА 2. Пусть K — коммутативное ассоциативное кольцо

с 1, в котором для некоторого обратимого элемента ξ 6= 1 разность ξ−1

не является делителем нуля. Если любой элемент кольца K представим

как сумма обратимых элементов и группа GL2(K) конструктивизируе-

ма, то кольцо K конструктивизируемо.

СЛЕДСТВИЕ 1. Если группа GL2(P ) над полем P конструкти-

визируема, то P конструктивизируемо.

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть K — групповая алгебра абелевой группы

A над полем порядка, отличного от 2. Если группа GL2(K) конструкти-

визируема, то и K конструктивизируема.

После соответствующей подготовки в § 6 будет построен пример кон-
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структивизируемой группы GL2(K) над неконструктивизируемым комму-

тативным ассоциативным кольцом K с 1.

§ 3. Случай n = 1: неконструктивизируемое кольцо K,

мультипликативная группа которого конструктивизируема

Рассмотрим однопорожденную свободную полугруппу P без 1 с по-

рождающим элементом a. Пусть π — неперечислимое множество простых

чисел, Zπ — кольцо π-ичных дробей. Пусть K = ZπP +Z. Ясно, что адди-

тивная группа кольца K не конструктивизируема. В то же время мульти-

пликативная группа K∗ состоит из элементов 1, −1, следовательно, кон-

структивизируема. Пример показывает, что в общем случае конструкти-

визируемость группы GL1(K) ≃ K∗ не влечет конструктивизируемости

кольца K.

§ 4. Некоторые замечания о конструктивизируемых

матричных группах

Пусть G — конструктивизируемая группа, C(G) — ее центр. Вер-

но ли, что фактор-группа G1 = G/C(G) всегда конструктивизируема? В

общем случае ответ на этот вопрос пока не найден.

ТЕОРЕМА 3. Пусть G — матричная группа над полем P . Если

G конструктивизируема, то ее фактор-группа по центру G1 = G/C(G)

также конструктивизируема.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Среди всех матриц группы G выберем мак-

симальную линейно независимую над P подсистему M = {M1, . . . , Mt}.

Очевидно, что матрица A ∈ G принадлежит C(G) тогда и только то-

гда, когда A централизует каждую из матриц системы M . Поскольку при

заданной нумерации, относительно которой группа G конструктивна, по-

следнее условие эффективно проверяемо, центр группы G оказывается ре-

курсивно перечислимым. В то же время, дополнение к центру рекурсивно

перечислимо в любой конструктивизируемой группе. Значит, группа G1
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конструктивизируема как фактор по рекурсивной подгруппе конструкти-

визируемой группы.

Поскольку G действует сопряжениями на пространстве, порожден-

ном матрицами системы M , получаем известное точное представление

матрицами большего порядка группы G1. Продолжая рассуждения c G1,

видим, что справедливо

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть G — конструктивизируемая матричная

группа над полем P , Ci(G) — i-й член ее верхнего центрального ряда,

i = 1, 2, . . . . Тогда фактор-группа Gi = G/Ci(G) конструктивизируема.

§ 5. О конструктивизируемости свободных произведений и

свободных произведений с объединением групп

Пусть K = G ∗ H — свободное произведение групп. Любой элемент

f ∈ K допускает однозначное представление вида

f = g1h1 . . . gkhk, (6)

где gi ∈ G, hi ∈ H — отличные от 1 (кроме, возможно, g1, hk) элементы.

Допустим, зафиксированы нумерации ν, µ групп G, H, соответствен-

но. Можно естественным образом определить нумерацию группы K. Пусть

p1 = 2, p2 = 3, . . . — последовательность всех простых чисел. Номером

элемента f из (6) считаем число pν1
1 pµ1

2 . . . pµk

2k , где νi — некоторый номер

элемента gi, µi — некоторый номер элемента hi, i = 1, . . . , k. Таким обра-

зом, множество номеров элемента f из (6) определяется через множества

номеров его сомножителей. При этом номера сомножителей при данном

выборе однозначно и эффективно определяются через соответствующий

номер элемента f .

ТЕОРЕМА 4. Пусть сомножители свободного произведения K =

= G ∗ H конструктивизируемы. Тогда группа K также конструктиви-

зируема.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нумерацию группы K определяем, как это

сделано выше. Элементы f1, f2 группы K равны между собой тогда и толь-

ко тогда, когда совпадают их канонические записи вида (6). По заданным

номерам этих элементов номера сомножителей в соответствующих запи-

сях (6) определяются однозначно и эффективно. Конструктивность групп

G, H в выбранных нумерациях означает, что по номерам множителей эф-

фективно определяется их равенство. Значит, эффективно определяется

равенство элементов f1, f2.

Пусть заданы номера элементов f1, f2, по которым эффективно вос-

станавливаются наборы номеров сомножителей в соответствующих запи-

сях (6). По номерам последнего множителя f1 и первого множителя f2

выясняем, равны ли они 1. Если оба элемента отличны от 1, то запись

(6) для f = f1f2 получается конкатенацией записей для f1 и f2. Номер

произведения эффективно вычислим. То же самое получается, когда оба

элемента равны 1. Если один из них равен 1, а другой нет, то вычисляется

номер произведения соседних элементов одного из множителей G или H.

Понятно, как восстановить форму записи f = f1f2 и для этого случая.

Теорема доказана.

Пусть теперь K = (G∗H; L = M, ϕ) — свободное произведение групп

G и H с объединенными подгруппами L ≤ G и M ≤ H. Здесь ϕ — изомор-

физм объединяемых подгрупп L и M . Пусть T и S — системы представи-

телей смежных классов G по L и H по M , соответственно. Для простоты

считаем, что в качестве представителей подгрупп выбраны их единицы.

Произвольный элемент f ∈ K однозначно представим в виде

f = ut1s1 . . . tksk, (7)

где ti ∈ T , si ∈ S — неединичные (за возможным исключением первого и

последнего) представители, u — элемент из объединяемой подгруппы. В

качестве номера элемента f берем, как и раньше, произведение степеней

простых чисел: pν0
1 pν1

2 pµ1
3 . . . pµk

2k+1. Здесь νi, µi — номера соответствующих

сомножителей в G и H. При этом номера сомножителей однозначно и

эффективно восстанавливаются по номеру элемента f .
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ТЕОРЕМА 5. Пусть сомножители свободного произведения с объ-

единением K = (G∗H; L = M, ϕ) конструктивизируемы, подгруппа L ре-

курсивна в G, а подгруппа M рекурсивна в H. Предположим также, что

изоморфизм ϕ рекурсивен, позволяет эффективно определять по номеру

элемента u ∈ L его номер в подгруппе M и наоборот. Тогда группа K

конструктивизируема.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть группы G, H конструктивизируемы в

нумерациях ν, µ, соответственно. Нумерацию группы K определяем, как

это сделано выше. Элементы f1, f2 ∈ K равны между собой тогда и только

тогда, когда совпадают их записи (7). Поскольку номера сомножителей в

записи (7) восстанавливаются однозначно, а группы G, H конструктивны,

равенство элементов f1, f2 эффективно распознается по их номерам.

Для вычисления по номерам элементов f1, f2 ∈ K номера их про-

изведения f = f1f2 следуем известному процессу переписки конкатенации

записей (7) элементов f1, f2 к записи (7) их произведения. На каждом шаге

при этом приходится вычислять для элемента, скажем, g ∈ G, его запись

вида g = vt, v ∈ L, t ∈ T . Этот процесс эфффективен в силу конструктив-

ности G и рекурсивности L. Далее t попадает в запись, а v присоединя-

ется к предыдущему множителю s ∈ S. Вычисляется стандартная запись

sv = v′s′, v′ ∈ M , s′ ∈ S. Для ее эффективности требуется от номера v в

группе L эффективно перейти к номеру ϕ(v) в группе M , что допустимо

по условию теоремы. Повторяя указанный процесс переписки, получаем

номер стандартной записи (7) для произведения f = f1f2, что завершает

доказательство.

СЛЕДСТВИЕ 4. Если в условиях теоремы объединяемая подгруп-

па конечна, то условие о рекурсивности ϕ можно не накладывать.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, рекурсивность множеств но-

меров объединяемой подгруппы можно заменить на однозначность ну-

мерации подгруппы, что означает рекурсивность изоморфима объедине-

ния ϕ.
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§ 6. Пример конструктивизируемой группы GL2(K)

над неконструктивизируемым кольцом K

Пусть P — поле, P [x] — кольцо многочленов над P от переменной x.

По теореме Нагао (см. [4]) существует разложение

GL2(P [x]) = (GL2(P ) ∗ T2(P [x];L), (8)

где T2 — группа треугольных матриц, а L — пересечение множителей.

Для построения требуемого примера возьмем в качестве P поле Z2 из

двух элементов. В этом случае группа T2(Z2[x]) = UT2(Z2[x]) изоморфна

аддитивной группе кольца Z2[x], т. е. счетной степени поля Z2.

Рассмотрим модификацию K кольца Z2[x], для которой сохранится

аналог разложения (8). При этом аддитивная группа кольца K будет по-

прежнему счетной степенью Z2, в частности — конструктивизируемой. Са-

мо кольцо K станет неконструктивизируемым. Конструктивизируемость

группы GL2(K) получится по следствию 4 из § 5.

Для построения кольца K зафиксируем неперечислимое множество

π = {p1, p2, . . .} простых чисел. Определим полугруппу

X = 〈x1, x2, . . . | xp1
2 = x1, x

p2
3 = x2, . . .〉. (9)

В качестве искомого кольца K возьмем полугрупповую алгебру Z2[S]

с добавленной 1:

K = Z2[S] + Z2. (10)

Любой элемент f = f(x1, . . . , xn) ∈ K представим как многочлен от

одной переменной f = f(xn). Кольцо K локально является кольцом мно-

гочленов от одной переменной. Мультипликативная группа K∗ совпадает

с {1}.

Утверждается, что кольцо K неконструктивизируемо. Действитель-

но, множество

R = {n ∈ N | ∃y ∈ K, yn = x1} (11)

состоит из тех и только тех n, которые допускают представление вида

n = p1p2 . . . pk, k ∈ N. (12)
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Если бы K было конструктивизируемым, то множество R из (11) оказа-

лось бы перечислимым. Тогда и множество π было бы перечислимым, что

противоречит его выбору.

Заметим, что K является объединением возрастающей цепи колец

многочленов Z2[x1] ⊂ Z2[x2] ⊂ . . . . Для любого из этих колец справедлив

аналог формулы (8), причем первый множитель и пересечение множите-

лей не изменяются. Все разложения согласованы, значит, справедливо

GL2(K) = (GL2(Z2) ∗ UT2(K); L). (13)

Группа UT2(K) изоморфна аддитивной группе кольца K и, следова-

тельно, конструктивизируема. Конструктивизируемость группы GL2(K)

вытекает из следствия 4.
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