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1. В аэродинамике при решении пространственных задач обтекания тел широкое примене­
ние нашел [1] метод дискретных замкнутых вихревых рамок. В случае тора этот метод явля­
ется фактически методом коллокаций численного решения гиперсингулярного интегрального 
уравнения, к которому сводится задача Неймана на торе для уравнения Лапласа, с помощью 
потенциала двойного слоя, т . е . уравнения 
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где через Т обозначен тор, п м — орт нормали к Т в точке М , г М М о — \ММ0\ ~- ((х0 — х)2 + 
+(уо - у)2 + (z0 — г ' ) 2 ) 1 / 2 — расстояние между точками М и М 0 , f(M0) — известная, а 
д(М) —искомая функции, daM —дифференциал площади поверхности тора iio координатам 
точки М. Интеграл о т первого слагаемого в уравнении (1.1) понимаем в смысле конечной 
части по Адамару [1, с. 316; 2, с. 143]. Интеграл от второго слагаемого в уравнении (1.1) 
является абсолютно сходящимся с особенностью типа 1 / г М М о , так как известны оценки для 
дважды непрерывно дифференцируемой поверхности [3, с.47] \(rMMo, n M ) | < C r \ i M o где С > 0 
— константа, не зависящая от точек М и М 0 . 

Теперь для того , чтобы описать метод дискретных замкнутых вихревых рамок для уравне­
ния (1.1), дадим удобное параметрическое представление тора и преобразуем уравнение (1.1). 

Пусть в пространстве выбрана декартова система координат OXYZ. Возьмем в плоскости 
OXZ окружность радиуса R с центром в точке 0*(а, 0,0) (а > i t ) , уравнением которой 
будет х = а + R cos 0, z — R sin #, 0 < 9 < 2тг, где в — угол, на который надо повернуть 
луч [ а , + о с ) оси ОХ вокруг точки О* до совпадения его с лучом г 0 * м , r # e М — точка 
окружности, соответствующая этому углу 9. Теперь будем вращать эту окружность вокруг 
оси OZ. Тогда при фиксированном угле в получим окружность 

х = (а + Rcos 9) cos ср, у — (а + R cos в) sin О < (р < 2-7Г, z Л sin (1.2) 

где (р — полярный угол полярных координат в плоскости z -~ Rsm9 с центром в точке 
О(0 ,0 , R sin в). Теперь если в (1.2) разрешить углу 9 принимать произвольные значения от О 
до 27г, то и получим параметрическое уравнение тора-

Орт Пм нормали к тору в точке М найдем как векторное произведение касательных 
ортов и тв в точке М к соответствующим координатным линиям на торе. Получим 
n M = cos в cos <£>i+cos в sin c ĵ + sin 0k, где i,, j , k —орт?л осей OA", OY и OZ соответственно. 
Поэтому скалярное произведение ( n M , i i M o ) можно записать следующим образом: ( п м , п М о ) ~-
= l - 2 s m 2 ( ( V ^ o ) / 2 ) c o s 2 ( ( ^ ^ ^ где М0 - M{x0,yChz0), 
х0 — x((pQ:80), у0 = 2/(<^0, 0 О ) , z0 = z((f(h90). Используя опять параметрическое представление 
(1.2) тора, можно заметить, что 

г2

ММо - 4 i? 2 s in 2 ( (0 o - в)/2) + 4(а + R cos 80)(а + R cos в) sm 2 ( ( ^ { ) - ¥>)/2), (1.3) 

Jg(M)daM = 
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(гмм0,пм) - -2Rsm2((00 - в)/2) - 2sm 2 ((y> 0 - ¥>)/2)(acos0 + R(l - sin eosia0)), 
(1.4) 

(rMMo,nMo) = 2 i ? s in 2 ( (0 o - в)/2) + 2 s i n 2 ( ( ^ 0 - y>)/2)(acos0 o + A ( l - smfl 0 sin в ) ) . 

Введем вспомогательную величину 

? м м 0 = 4 Д 2 в т 2 ( ( 0 о - в) 12) + 4(a+Rcos#0)2 sm2((y>o - ¥>)/2), (1.5) 

которая зависит только от точки ( 0 О ) фо) и разностей (# 0 - #)> (^о _ 

Далее заметим: из геометрических свойств тора и формулы (1.3) видно, что при исследо­
вании величины r2

MM{i достаточно рассматривать разности (0 О — 0) и — ip) в пределах от 
О до 7г. Теперь введем на плоскости 0*в<р полярные координаты с центром в точке (в0^(р0) : 

0 — 0О — г cos а, у) — ipo = г sin a, (1-6) 

где 0 < г < 0 < а < 2тт. Тогда выражения для г М М ( 3 и f M M o можно записать в виде 

гммо = 2г 
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f M A f o = 2r Д 2 v V / — Г - + (a + Д cos fl0)2 ^ " ' 
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Так как величины | r ( s ina) /2 | , | r ( c o s a ) / 2 | принимают значения от 0 до 7г/\/2 и справед­
ливо неравенство ( s in£) / f > ( \ / 2 s i n ( 7 r / V 5 ) ) / 7 r при 0 < £ < 7г/\/2, то верны также неравенства 

Г м м 0 / г , т М М и / т > 2-ч/^тг"1 sin(7r/V2)^, (1.7) 

где /i = min(i2, (a - R)) > 0. 
Заметим еще, что исходя из формулы дифференциала площади поверхности, заданной па­

раметрически [4], получаем для тора 

daM = R(a+ R cos в) d0 dip. (1.8) 

Так как из соотношений (1.3) и (1.5) следует, что 

г2

ММо - r2

MMo = -2Rsm2{(ip0 - <р)/2)вт((0о - 0)/2)ат((0о + в)/2){а + Rcos 0о), 

то уравнение (1.1) с учетом (1.8) может быть записано в виде 

( 4 7 Г ) - 1 j j(ftfMo + Aj (M, М 0 ) г Л ~/ М о + А 2 ( М , Мо)г^Мв)д(0, <p)R(a + A cos (9) d* dip = / ( 0 О , Vo), 
О О 

(1.9) 
где функции А ? ; (М, М 0 ) , г= 1,2, непрерывны вне любой окрестности точки М 0 и ограничены 
на торе. 

Интеграл в левой части уравнения (1.9) может быть представлен в виде суммы трех инте­
гралов, первый из которых надо понимать в смысле конечной части по Адамару [1, 2], второй 
— как сингулярный интеграл [5, с. 43], а третий является абсолютно сходящимся. 

2. Обозначим интеграл в левой части (1.9) через / ( М о ) и рассмотрим для него квадра­
турные формулы типа метода дискретных вихревых рамок [1]. 

Возьмем на квадрате [0,2тг] X [0,2тг] плоскости 09(р разбиение прямыми линиями 0 — 
9i — (г — l)ft, /г — 27Г/тг, г = 1 , г г + 1 , (р — <рк, (рк ~ (к — l)h> ft = 2тг/тг, к ~ 1,п + 1, а также 
точки Moi}ok •= М ( 0 О Ь ipQk), 0oi = в{ + ft/2, ip{)k = (рк + ft/2, i.k — T~n. 
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Прямоугольник, который содержит точку М 0 г ! о ь обозначим через cri>k. Теперь обозначим 

П Л 

4 ( М « у , 0 т ) = Y,g(Moifik) / ( ^ 0 . i 0 w + A , ( M , M o i , o n 
От)* MMQJT0M 

«-1 + А 2 ( М , MOJ}0RN)RMMOJ07N)'U(e) DBDIF ~ 5 n > i ( A / 0 < 7 - | O m ) + ^ ( M o j . O m ) + 5 n ) 3 (M 0 j - ,om) , 

где u(0) = й ( а + Исоъв). 
Интеграл 1(М0) представим следующим образом (аналогично, как 1п{М^^т))\ 1{М^^т)~ 

Теперь рассмотрим погрешность приближения I(M0J0M) суммой In(A4Gj [)т). Получим 

\I(MOJ , 0 m ) ~" IN 
(MOJT0M)\ < \H(MOJ 

, 0 m ) ~ SN^^MOJ^Qm^l + | /2(A/oj ,Qm) ~ SN,'2{M()J,0m)\ ~Ь [ -^ (Mo^Om) 
~ 5 * п 1 з ( М 0 > ? > 0 т ) | = IN,L + / N , 2 + INt3-

Далее будем предполагать, что частные производные функции д(М) ~ g(O.ip) по в и ^ 
являются функциями класса Я ( а ) на квадрате [0,2?г] х [0,27г]. Поэтому имеем 

и 3 < A h A , [ Ым,мЫтт<,)\м1у < M , A h > I ( 2 л ) 

V 2 J nifoi.OM V 2 i r M o j . D m 

где M* > 0 — такое число, что \\2(М, М0)и(6)\ < М* для любых М. М 0 е Т, а константа 
А > 0 из условия Я ( а ) для функции д(М). 

В последнем интеграле в (2Л) перейдем к полярным координатам с центром в точке M0j,om-
Тогда, используя формулы (1.6) и (1.7), получим 

F ded(p 7 , } RDR 2тг2 7Г 3 , ч 

/ I— < DA --Т < —р=~- р г — = -7=—. (2.2) 
J RMMojfom J J RRMMoj,om/r 2V27r- 1 sln(7r /V2)/x V2s in(7r /V2) / i 

Таким образом, из формул (2.1), (2.2) вытекает, что 7„ ) 3 < С3/1, где Сз > О — константа, 
не зависящая от п. 

Для 1П}2 имеем оценку 

1П,2 = М; J2 I \g(M)-g(M0II0K)\R-M

2

MojOmdedip+M; F \g(M)~g(MOJFIM)\R^Mojgndedip< 

- Щ Л 7 2 I r"Moj,0-DED<P + M;A I RJ^^DODTP, (2.3) 

где M* > 0 — такое число, что |A 2(Af, M o ) u ( 0 ) | < M* на торе, 
В интегралах в формуле (2.3) перейдем опять к полярным координатам и получим 

/ d 0 d i p ( w У /л - ^ ( M ^ V ^ ~ b . ( f t / 2 ) ) 

27Г ( 2 - 4 ) 
f d£ dip ^ 7Г ( d i d - 7 7 2 , 1 

s in f7г / \ / 2 )д J i 
Oj,On 

2%/2 sin(7r/\/2)/i У 7 2 s in(тг/у^)^ 

Теперь из формул (2.3) , (2.4) следует, что 7 П | 2 < C 2 ft | ln(/i) | . 
Наконец, для / п ? 1 имеем 

4 д < 

( i , fc)^(j,m) 
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+ RMMQj.o„ + E^(Mo^) / ^-^u(9)d0dip 
i.k-\ MM и 

r ( l ) , r(2) , r(3) , r(4) 
— i n , l г J n , l T" i n , l т J n , l 5 

где Acfoi.o* = flf(Af) - g(M0i,ok) - 9в{М0Ш){9 - 0oi) - д^(М0^ок)(^ ~ ¥>o_)-
Теперь будем предполагать, что модули всех вторых частных производных функции д по 

переменным 0 и (р ограничены константой С. Тогда, как и в [1. с. 318], получаем 

2тг h/y/2 

ii2l < 2см; 8 s i n 2 ( 7 r / \ / 2 ) ^ 2 / ?MMQJ, 
О О 

где М'з > 0 — такое число, что < М 2 на торе. 
Для величины имеем 

г(1) / o ^ ^ r * L 2 / ^ d(P ii]l<2CM;h2 J 
2тг 7г\/2 

М М 0 , > 
О /ь/2 

= 2тгС2**/г2 

7Г\/2 

Л/2 

Наконец, для 1^1 получаем 

Г ( 3 ) < 

п г f) _____ (j 

Е bi(^oi,ot)-^(M0 ;-0m)] / ^—^u(e)ded ip (»',*)?£ (j',m) 
+ 

+ l ^ ( M y , 0 m ) | 
,fc=U MM0j,on 

u l,K 

Оценим каждое из слагаемых Рг и Р2- При оценке Р а заметим, что |0 — 0О?;| < /г/2 при 
б £ <тг-|Л и существуют такие числа а, 6 > 0, что для любого ф ( j , m ) справедливо соот­
ношение 0 < а < ^M0f,Ofc,A/oi,Om / % A f 0 , 0 m ) TMM^lTMn^Mwn < Ь < + М € ПОЭТОМУ 
имеем 

2?г тгл/2 

А < C4h Ё / < C\h j da f - < C5h\ln(h)\, 
MM0j,Qn 

где константы C 4 , C 4 , C 5 не зависят от п. 
Теперь для Р 2 можно записать 

Р2 < |^(M0j)om)||^0j)l 

+ l ^ ( ^ 0 j j 0 m ) | 

О h/2 

E ? 9 — 9oi d9 dip 

E - 0 n 

MM O^Qn 
(u(9)-u{eoj))ded<p 

/ -в - 0, 0} 
M0J,U„ 

(u{9) - u(0aj)) dff dip 

Так как функция и{в) имеет ограниченную производную, то для Р 2

 и А имеем оценки 
< Сб^? ^ 2 2 ' ^ C 7ft|ln(ft)|. Для оценки Р^ заметим следующее: 

РР < с. i,k-i 

9oi — 0Qj 
______ 

' MMOJL0M 

d9 dip = 0, 
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поскольку под знаком модуля уменьшаемое и вычитаемое оба равны нулю: уменьшаемое в 
силу нечетности функции (в - Ooj)/f%M т по переменной (в - 0 О Д а вычитаемое в силу 
специального способа выбора точек M0«,OJ? так как нечетной становится разность (0О» - 60j). 

Таким образом, проведенные выше в п. 2 рассуждения показывают, что справедлива 
Т е о р е м а . Пусть функция д(М) на торе такая, что все ее частные производные вто­

рого порядка по переменным в и ср ограничены на торе. Тогда имеет место неравенство 

/ д д (-
п . 

g(M)daM - ]Г g(Moifik) / 
д д .(. 

дпМо дпм \ r M M o 3 i 0 r i 

da м <С 8Л|1п(Л)|, 

где константа С% не зависит от п и точки М 0 у 5 от -
3. Отметим теперь некоторые свойства уравнения (1.1). Пусть функция / ( М 0 ) — нор­

мальная производная функции гг 0 (М) , гармоническая во всем пространстве, как это быва­
ет в аэродинамике, когда и0(М) является потенциалом поля скоростей набегающего потока. 
В этом случае выполняется условие [6, с. 72] 

/ / ( М ) А х = 0, (3.1) 

поэтому решение соответствующей внешней задачи Неймана для уравнения Лапласа мож­
но представить потенциалом двойного слоя. Поскольку нормальная производная потенциала 
двойного слоя непрерывна при переходе поверхности расположения его плотности, то мы по­
лучаем одновременно и решение внутренней задачи Неймана. Если обозначить через и(М) 
это решение, представленное потенциалом двойного слоя, то функция v(M) = и(М) + щ(М) 
является решением внутренней задачи Неймана на торе для уравнения Лапласа при нулевом 
граничном условии, т . е . при условии 

dV(MQ)/dnMo\Mo€T - 0. (3.2) 

Так как тор (как тело) является поверхностно односвязным, то из условия (3.2) следует, 
что решением внутренней задачи Неймана на торе при этом условии является произвольная 
константа, т . е . 

V(M) = C, МеТ, (3.3) 

где Т* — тор как тело. С другой стороны решение внешней задачи Неймана с помощью 
потенциала двойного слоя единственно, поэтому 

V(M) = 0, Me Rs \ Т* (3.4) 

где черта над обозначением области означает ее замыкание. 
Из свойств нормальной производной потенциала двойного слоя и условий (3.3) и (3.4) сле­

дует, что решение гиперсингулярного интегрального уравнения (1.1) при условии (3.1) на торе 
определено с точностью до константы. 
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