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Ю.В.Демьянович 
К ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ ПРОЕКЦИОННЫХ МЕТОДОВ В ЗАДАЧЕ О 

НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИЙ 

Ниже рассматриваются проекционные метода решения задачи о 
. кратчайшем расстоянии от точки до замкнутого выпуклого множества 

Ц в гильбертовом пространстве Ц . Такая задача сводится к оп­
ределенным вариационным неравенствам, приближенные метода реше­
ния которых рассматривались в ряде работ (см., например, [l]-[2[). 
В этой задаче С.Г.Михлин J3] получил оценки скорости сходимости 
проекционных методов при определенных предположениях относитель­
но множества М • 

Цель настоящей работы - изучение устойчивости и скорости 
сходимости указанных методов в данной задаче для более широкого 
класса множеств Ц и аппроксимирующих подпространств д • Тут 
вводится понятие равностепенной выпуклости, даются оценки по­
грешности метода через наилучшее приближение. Все рассматриваемые 
характеристики определяются метрикой гильбертова пространства 
и потому инвариантны относительно параллельного переноса системы 
координат в Ц ; это позволяет использовать линейные многообра­
зия X , которые не проходят через начало координат (такие мно­
гообразия называются плоскостями в Ц ). 

В первом параграфе рассматриваются некоторые вопросы устой­
чивости вариационных неравенств, второй параграф посвящен оценке 
погрешности проекционных методов через.наилучшее приближение эле­
ментами пересечения X П М -Во втором параграфе приводится при­
мер, показывающий точность полученной оценки. 

§ I. Об устойчивости решения вариационных неравенств 
В первых двух пунктах этого параграфа рассматривается неко­

торая вспомогательная задача, необходимая для оценки устойчиво­
сти вариационных неравенств; третий пункт содержит основные ре­
зультаты этого параграфа. 

1°. В вещественном гильбертовом пространстве Н рассмотрим 
задачу об определении решений U системы неравенств 

(li0-tt, « - * - > ) «ol , (I.I) 

| l i - U o f ^ | < - U 0 | ^ , (1.2) 

где at и jj _ вещественные числа, а U/0 и и0 - заданные эле-
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менты пространства Ц . Через ^ 7я обозначим множество решений 
этой задачи, а через ^ - величину II "И/*-«-<,!(* . 

ЛЕММА I . Справедливы следувдие утверадения: 
1) если /hc + ц < О , то множество У~ы, в пусто; 
2) если Чы.+ ц^.О , и выполнено одно из условий 

a) %$f , б) %>£, г;^%Ы+£) , ъ)Ъ>£, $>%Ы+£), 

. то множество Т ^ а не пусто; . 
3) если выполнены условия 

то множество V ^ д пусто; 
4) если или 4-ot + % = 0 и выполнено одно из условий а), 

б), в) или Чи+ ~е, •> 0 и выполнено условие в) со знаком равен­
ства в последнем неравенстве, то Уы „ содержит только одну 
точку; 

5). если существует решение и системы неравенств (I.I), 
(1.2), то %<£ + £•?. Q и справедлива оценка 

6) если ^ > 0 , то из условия |.об|+(^|< ъ/ц. вытекают не­
равенства Ц-<л + ^ У-0 , Ъ>$> , Ъ>%{<л+£) , и в этон? случае 
множество ~\[и пусто или нет в зависимости от того, выполнено 
ли неравенство г,(%ы.+$) ^(оС+^У2, или нет; если .'s; (Zu+J) = 
= (•6+̂ ) , то множество Y^ а состоит из одной точки. 

ЛЕММА 2. Если & = т ,{ucr'U'*?e)< О, 1-еj|= i , то при до­
статочно малых об и g , удовлетворяющих условию Zac+J > О 
существуют решения и системы (I.I), (1.2), имещие вид 
u, = u*tte , тде\Ц^1&, t b = | a r W * { K | / - ^ } + 0l<i*t,£*b 
причем асимптотика в последней формуле равномерна при и +j3*->- О 
относительно параметра & из любой фиксированной области вида 
й,«;-а0, а„= co-nit >0 . В случае, когда (u0-u*,e) = 0 » яе-
обходимым и достаточным условием существования решений U/ вида 
-U/=-U/0+te у системы неравенств (I.I), (1.2) являются соотноше­
ния oL>0 , dL + J> > 0 ; в этом случае |t|ste , te=="\5'• 

ЛЕММА 3. Если выполнено условие &=г%(и>0-•&*,•& )< 0 , 
liell=H t и существует решение ^ системы неравенств (I.I), 
(1.2) вида to = 'U* + i/€ , t > 0 , то необходимо °i ъ О и ta*V<7 . 

2°. Пусть в гильбертовом пространстве Н дано замкнутое 
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множество М ; через дМ обозначим его границу. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ I. Говорят, что множество М в точке VedM 

удовлетворяет условию шара с вектором Ь , если оно не содержит 
шара ||i*-'tf'-G||<||4||,u>6B • 

Рассмотрим задачу об определении решения %еЦ неравенства 
(и0-Щ и £ - 1 0 < о Ь ,. (1.3) 

где ilQe М . u * e 8 M , < об - некоторое вещественное число. Че­
рез W ^ •обозначим множество ренгений задачи (1.3). 

ЛЕММА 4. Если множество Ц в точке -Ц, удовлетворяет ус­
ловию шара с вектором U 0 ~ u * , то при <&< 0 задача (1.3) не име­
ет решений, а приа^>0 решения задачи (1.3) существуют и для 
любого ее решения tt£ справедлива оценка 

Цусть через заданную точку V , ve H , проведена гипер­
плоскость с нормалью 4/ ; она делит пространство на два полупро­
странства. То из них, в которое направлена нормаль Ь , назовем 
положительным и обозначим через H$,(V9 , а другое назовем от-, 
рицательннм и будем обозначать H^CV) • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, 'что множество М выпукло в точке 
уе, дЫ по вектору i , если оно лежит в полупространстве 
H 7 W • " • 

ЗАМЕЧАНИЕ I. Выпуклое множество М выпукло в каждой точке 
V своей границы по вектору i , если последний служит внешней 
нормалью опорной гиперплоскости к М в точке V (напомним, что 
гиперплоскость называется опорной для выпуклого замкнутого множе­
ства, если это множество имеет с гиперплоскостью непустое пере­
сечение и лежит от нее по одну сторону). Выпуклое множество М 
удовлетворяет условию шара в каждой точке 1Г^ 9 М с упомянутым 
выше вектором i . Если множество IM выпукло в точке ife дЫ 
по вектору i , то оно удовлетворяет условию шара с вектором $ . 

ЛЕША 5, Если мнржество М выпукло в точке U * по вектору 
it 0-U* , то при ot< 0 задача (1.3) не имеет решевия, а при 

cLz-0 для любого решения u £ задачи (1.3) справедлива оценка 

3°. Пусть М - замкнутое выпуклое множество гильбертова 
пространства Ц , a U0~ точка в Ц,?не содержащаяся в.множе-
стве М . Задача об отыскании наилучшего приближения точки Vo 
среди точек множества М имеет единственное решение (см., на-
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пример, [2], стр.49 ); этой задаче эквивалентна задача об отыска­
нии решения вариационного неравенства 

Как известно, под решением задачи (1.4) подразумевается эле­
мент и-0 , который будучи подставлен в (1.4) вместо -М/ , дает 
верное неравенство-, каков бы ни был элемент VT из множества Ы . 
Поэтому задачу (1.4) можно рассматривать как задачу о решении 
системы неравенств, получающихся при всевозможных элементах W 
из М (конечно, как правило, такая система состоит из бесконечно­
го и даже несчетного множества неравенств). Хотя задачу (1.4), 
следуя [i], можно было бы по-прежнему называть вариационным нера­
венством, однако, поскольку нам придется также рассматривать бли­
зкие задачи, не связанные с вариацией, то мы предпочтем, как 
правило, говорить о решении системы неравенств (каждое неравенст­
во системы в таких случаях, как и в (1.4), определяется некото-г 
рым элементом Ы" , 1*ГеМ , и все неравенства системы получает­
ся, когда ЬГ пробегает все множество М )• 

Наряду с'задачей (1.4) рассмотрим задачу еб отыскании'эле­
мента Ve. M , который удовлетворяет системе неравенств 

(и0-1Г,ЬГ-#)*.*, УГеМ ; (1.5) 
здесь об - фиксированное вещественное число. 

Множество решений V^ задачи Ц.5) обозначим через V ^ . 
Очевидно, для v ^ e V справедлива оценка 

так что " У ^ с ^ * » где ."W^ - множество решений задачи (1.3). 
Благодаря этому, из леммы 4 и замечания I получим следующее ут­
верждение. 

ТЕОРЕМА I. При оС<0 множество Yu решений задачи (1.5) 
пусто, при о £ = 0 это множество состоит из одного элемента v= 11*, 
а при о4>0 множество Yac не пусто и для любого v^ ,%,e.'4(i 

справедлива оценка 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В соответствии с замечанием I выпуклое мно­
жество М внпукло в каждой точке 1Г своей границы по вектору 
-t , который служит внешней нормалью к опорной гиперплоскости 

множества М в точке V . в частности, можно положить t=u6-M0 
Поскольку множество "V, йредставляет собой разве лишь часть мно-
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жества "W^ , а по лемме 5 последнее пусто при ot < 0 ,. то V<* 
в этом случае тоже пусто. Далее, если <*<= 0 , то из леммы 5 вид­
но, что Т^, состоит лишь из элемента %* .который, очевидно, 
удовлетворяет неравенству (.1.5). Наконец, при с^ЗгО имеем 
•U.*e~^ , так что. множество Т ^ не пусто и в соответствии с 
включением Y^^Wac, и леммой 5'получим ||1&-U*|| ̂ -{oL 
Теорема доказана. 

§ 2. Аппроксимация решения вариационных неравенств 

1°. ̂Рассмотрим замкнутую плоскость X е И такую, что пере­
сечение Mjjf М П X не пусто. 5$гдем считать, что М - выпук­
лое замкнутое множество; тогда М также выпукло и замкнуто. 

Для приближенного решения задачи (1.4) рассмотрим задачу об 
определении to из системы неравенств 

(и0-й, <иг-й)*0, ьгеМ . (2ЛУ 
Решение последней задачи (оно, очевидно, существует и единствен­
но) обозначим через^й* . Сдвинув, если нужно, начало координат 
в Н в плоскость X , будем далее считать X подпространством 
в Н . Пусть р - ортопроектор в Я на подпространство X . 

В соотношение (1.4) подставим 1^=-иГе ft| 0 U = U O . Тогда 
получим систему верных неравенств 

(u0-tt*,.#-«,*)< О, weM . (2.2) 
Тождественно преобразуя левую часть в (2.2), найдем 

= (,pa 0-p<,w)-(^ 0-pu 0,a*) + ( u J - p < ) < ) -

откуда теперь имеем 

(u0-<, #-<) = (pw0-Pu0* , £ - > < ) -

-(u0-pue, < - p < )- 11**- p < ff\ 

Итак, систему неравенств (2.2) можно переписать в виде 
(u0-pu*, ьг- ри/*) $ ы,, ы& М , 
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где 
<*= (^о-р%,Ч*-р<)- /К*-р«о*| г . (2.3) 
Это означает, что "элемент i r J = p u o является решением си­

стемы неравенств 
( u 0 - i r , U-V)^oC, ЬГе.М > 

Предположим, что ри*еМ ; тогда по теореме I (заменяя 
в ней V* на ^ , и£ на й% ,'•& иа-иг it M на Ц ) не­
обходимо а^^-0 , и, кроме того, 

I &*- и* Л < VST . (2.4) 
Используя неравенство треугольника при оценке нормы 

14-^0*1/ й применяя формулы (2.3) и (2.4) видим, что справедли­
ва следующая теорема» •" ^ 

ТЕОРЕМ 2. Вели М - выпуклое^замкнутое множество, X -
подпространство в Ц. такое, что М=ХЛ1М непусто, а И% 
и и0 - решения задач (1.4) и (2.1) соответственно, то при ус­
ловии, что p*u.e s M , справедлива оценка 

1!ч-ч*1<%(<)+(4(^+^(<) %(щ))т , 
где р - ортопроектор в п на подпространство X , atyviw) 
~ наилучшее приближение элемента ^ с помощью элементов прост­
ранства X , ̂ х (w-) — |/-и.- р-и///. 

2°. Из теоремы 2 следует, что если наилучшее приближение • 
элементов 1Ь0 и и.* пространствами ХСЙ-) имеет одинаковый 
порядок, то тот яе порядок имеет а скорость сходимости приближен­
ного решения U*(ft) к точному решению и* . Однако, это ут­
верждение получено при трудно проверяемом предположении, что 
pU* e m . Приводимые ниже примеры показывают, что без этого 
предположения для сохранения прежней скорости сходимости необхо­
димы дополнительные ограничения на множество М и на структуру 
семейства пространств { Х(й)| . 

Рассмотрим решение и* семейства неравенств 

(U?-- tt*, w - U - * ) < 0 , v e ' M , (2.5) 

Из тождества 
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>-^ . .,.._ *'-=^-^=»^»»«8*»«*>й«^ 

(2.6) 

• - ъ dv-<> < - < ) - £(%-<> < - < ) -

ввиду неравенств (2.5) а (2.1) найдем 

' -2(u2-u*'> V ^ o b 
откуда 
!1<-̂ ||% u«f-u:i^(K-^B-lK-uJD*. (2.7) 

Очеввдно IJ UQ-tt*|!« I! -ti-o** "̂ o II . так что из (2.7) при 
предположении | u0- •&* | :?> fj w*- И * || вытекает неравенство 

Итак, доказана 
^ TEOPHft 3. ЕСЛИ М - замкнутое выпуклое множество в Н , 

а X - подпространство в Н , имещее непустое пересечение с 
Щ , то при условии llUo-^Jl^f^-Ucjj справедлива оценка 

где ^0 , 1̂ о и •'**•} - решения задач (1.4), (2.1) и (2.5) соот­
ветственно. • 

Обратимся теперь снова к неравенству (2.6); оно легко пре­
образуется к виду 

откуда найдем 
\\^-^\\1*^-г*,^-чл. (2.8) 
Предположим, что наилучшее приближение элемента ц* эле­

ментами подпространства X ве лежит в I , Тогда й>*едМ ^ 
(граница множества М берется относительно.подпространства X )• 

Найдем неотрицательные числа t0 , %л , <* и единичные 
векторы I* , {* , e так, чтобы •''.'.*• 

п 



В виду соотношения (2.8) числа t* и векторы (,*. , i— 0,1 удов­
летворяют неравенству 

если в нем взять v^v^ , l^ = i^ , i = 0,i . 
ЛЕЖА 7. Справедливы такие утверждения: 
1) если (%, 6) у о , то все положительные решения неравен­

ства (2.9) лежат в области 

2) если (to,e,) = 0, (lve)^0,-^(.l1,to)< 1, 
то все положительные решения неравенства (2.9) лежат в области 

где а) <f0 = a- ' (-HcMo)/V(^,e; при {ии{0)1<+ ; 
б) (r0 = Zaave)l-1 при avt0)~- 1, • 

3) если ( i 0 >«) = 0, (l<\,t)*0, (.{^io^ — i , 
то для любого фиксированного £ > 0 при <ГеС0,<£) , 
fro щ min { i, Etf+aitpe)) } t положительные решения 

(to'jtj) неравенства (2.9) из полосы t o e ( 0 , & J лежат в обла­
сти t , > <fto . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТЮ. Через % обозначим множество положитель­
ных решений неравенства (2 .9) ; эти решения, очевидно,. удовлетво­
ряют соотношениям 

• у а в , ^ ) * о , t e > o , t4>o, 
где 

Цусть L - кривая, задаваемая уравнением Ф(-^0,^)== 0 . Лег­
ко видеть, что при J(ip*£f)|< •( кривая L является эллипсом, а 
при ИаЛ^—~ i - параболой. Далее, очевидно следующее: 

1) кривая L проходит через начало координат, 
2) при Uo7 £) ̂  О полуось t0 ̂  О лежит во внешности 

области <?) , • 
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3) при (-fy,e)>0 полуось fc>0 пересекает кривую Ь 
один раз. 

Рассмотрим вопрос о том, пересекают ли кривую Ь лучи ви­
да t,=cTt0, %?Q , dV 0 .Абсцисса t0 точки пересечения долж­
на удовлетворять уравнению tyct0; <ft0) = 0 . решением которого в 
области положительных чисел может быть разве лишь число 

t - a Wi-lo,*) 
0 \Ц-1Л% • 

Отсюда следует, что при <f(uf,e)<(Ce) луч frf= d \ не пересе­
кает кривую L, ; в частности, при U0,C) > 0 все положитель­
ные решения неравенства (2.9) лежат в области Ъ.->, jb? g) f. 

t o?0 ; этим доказан первый пункт леммы. 
Продифференцируем тождество Фс1;0,^)= 0 по t0 ; получим 

откуда при t0=. О (с учетом того, что t/0) = О ) найдем 
t{(0) =-(^0>в)/(^,е)-. Теперь видно, что при (•£„, е) = О кри­
вая Ц , проходящая через начало координат и не пересекающая 
область Я], в окрестности точки t 0 = 0 должна иметь вид 
%= 0(to) - Будем искать эту кривую в виде t,= <f"fc£ , t0>0 , 

(F>0 • Уравнение положительной абсциссы t0 точки пересечения 
кривых. L и Ц (если эта точка существует), очевидно, имеет, 
вид 

откуда после подстановки % = <Tfc0 , найдем 

|.Z-(Mo)l^(4<M.)lVft(M><r*=°-
При S(^^ 0)l <i Для чисел <Г , удовлетворяющих условию 

й-(Г(^,е)<'|-|(^^0)|г ' .. последнее уравнение не имеет ре­
шения, и потому при |(€,,7€0)|-« \ и (tj,&) > 0 все положитель­
ные решения.неравенства (̂ 2.9) лежат в области \ . •?• &%% , где 
0-t (T<('j-|({1,{0)| )|a(^,e)| ; утверждение 2), а) доказано. 

Если ki^l0)~ - i , ("6)>e) ^ 0 , то легко найдем два 
решения рассматриваемого уравнения 
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откуда видно, что при^</е(0, [a>tf1re)]~1) положительные решения 
неравенства (2.9) лежат в области %^ fi%% t0> 0 ; этим 
доказано утверждение 2), б). Наконец, при (ip-Cf)~j; Ц e)zQ 
из упомянутого уравнения найдем (£<,),, =^(Г^± la,(Ttf1,e)\*/z). 
Отсюда легко следует утверждение 3) нашей леммы. Лелша полно­
стью доказана. 

ОПРЩЩЕНИЕ 4. Будем говорить, что выпуклое замкнутое мно­
жество М равностепенно выпукло в точке М,* относительно век­
тора е , если при любом £еС0, £^), 60 = c&nit > 0 , 

Х6(<,е)= *nf ^ - _ . > c > - 0 f 

Vett£(U*)f)fi(K 

где Ц/£ (**•*) - £ -окрестность точки и* ; константа с от 
8 не зависит. 

ОПРВДШНИЕ 5. Число 

aef ££(0,ej 

назовем степенью выпуклости множества М в точке к,*е ЬЦ от­
носительно, вектора •& . Очевидно Jf(tt*,e)> 0 • 

Дусть %,— 0~t^4t) -множество единичных векторов, исходя­
щих из м* ш ортогональных вектору -е . Возьмем н е 5^, и про­
ведём через yi в -С двумерную плоскость. Рассмотрим в ней де-
картову систему координат (х,и) , направив ось х вдоль век­
тора к , а ось и -вдоль е . Предположим, что сечение этой 
плоскостью поверхности дЫ имеет вид (для X >О ) 

у = ' * № < * > > • 
где fH (0)= 0 , ^ ( х ) > 0 , х > 0 ' . 

Очевидно, u*=iO,0) ; положим и=.(<&,$к(<я)) , тогда 
Си-и*,е)=^(ос) ; | ^ - к , о Л = ( * г + | ^ ( х ) 1 Я ) М - В плоскости, про­
ходящей через векторы е w fne. T& , аналогично предыдущему по-
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ложим v=(;3if,fm(xr)): l тогда (г-<и,*,.е)= J^(erf, flV-«-*! = 
= (3crV|d!

w(«/)J2')',/!!'- Д?дем считать, что (x , f (x; ) ё tt£ (w* > , 

• • — ^ : 4 

( v - u f , e ) | | t t -u* | | * w ( * i , w j ' 

где зсе ^ и эс6 ^ определяется из уравнений 

соответственно. 
Если fM(D0j= о(Ю , то x £ № = £ + o(e) » если же ^<Л!) = 

= 0(зс), то х6 К = Cfi+ 0( е; \ а при #~f («J = 0(х) получим 

%,и,= £*(£)+0(#С6)).. 
Отсюда легко вытекает 
ТЕОРЕМА, 6. Если в сечении двумерной плоскостью 3* , прохо­

дящей через векторы е и Iveiedt*) ^уравнение кривой 8МЛ f 
имеет вид Ц=$п(.х),. где ̂ ( ж ; ̂  0 при » > 0 , fM,Oc) = o(f) , 
и с независящими от мъ,леТь(и*) положительными константами 
С0 и .с,, выполнены соотношения 

то М равностепенно выпукло в точке It* относительно е . 
СЛЕДСТВИЕ I. Если $h<zCk*1 [О, 8„] , причем $£\+0) = 0 , 

i = 0,1,-, k-1, К> < и С ^ ^ + О ) * # 4 + 0 ) * ^ £ 4 + 0 ) 
|.£*+Чог) |*С с положительными •ковстаитами С0 , е., , £ и £0 , 
не зависящими от щ, \ье. 5^ (о.*) и ж е [о, £„] , то М равно­
степенно выпуклЬ в точке и * относительно внутренней нормали к 
поверхности 8М в точке и* . 

ТЕОРЕМА 7. Если множество М равностепенно выпукло в точ­
ке и* относительно г1* - и0 , то справедлива оценка 

Su:-<IUeiu;-<|| , 
где 

с - max {4, [ f (<> ̂ - Ч ) ] " 1 ] * 
а ^ ( и * , и* - гь0) - степень выпуклости. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Найдем неотрицательные числа t . и единич­
ные, векторы L так, чтобы tt-^-'U'* = %^ 4* , i — 0,1. 
Очевидно, пара чисел ( t * , t*) лежит в объединении множеств ре­
шений неравенств (2.9) , в которых Й/в = и* - 1l0 , W>0 , | e / | = f , 
а #0 , ЬА всевошожнне едишгоше векторы со свойством: сущест­
вуют числа \ t Q , i—.0,4' , такие, что 

tti ШU* + V * e 3 M . (2.I0) 
Множество пар (10,1^) со свойством (2.10) обозначим через 

Jf .Из множества Jf исключим те пары {l0)lr) , для которых 

.1К-<11> IK-U* | , . (2.II) 
и обозначим множество оставшихся пар через $ . Очевидно, для 
каждой пары (£с,£()е# найдется £>0 так, что Ъ^Цщ-«•*//< 
< £ < ||м0-ц,* | = t0 , и значит, u^dMl) Ue(u%), H e e i \ ti g(<). 

В виду предположения о равностепенной выпуклости имеем даю 
любых Clg,^)fsX' 

так что по лемме 7 для тех пар чисел (t0, "fcf) .» которые служат 
решением какого-либо из неравенств (2.9) при {1а,1^)е.Х полу­
чим %А •? $(и*,&)%[ ' Отсюда и из неравенства (2.II) найдем, 
в частности, 

I ft*- < | > **» { 4, Г(«* e)j || й*- «*'| . 
Теорема деказана. 

Покажем, что равностепенная выпуклость существенна для спра­
ведливости заключения теоремы 7 даже в конечномерном случае. 

Цусть Ц = R 3, tl0= (0,0> а), й-^0 , а М - двумерная вы­
пуклая область, расположенная в полуплоскости 

- со < ос, < + со, х^ = 0 7 - оо < ос3 а? 0, 

причем М содержит полукруг 

В дальнейшем ft и $ - фиксированные положительные числа, а>ё. 
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Очевидно, и0 = СО,0,0), и не существует вектора е , относитель­
но которого множество М является равностепенно выпуклым в точ­
ке it,* . ^ 

Взгдем рассматривать такие плоскости X в К , что пересе­
чение М= МЛХ не пусто, а ближайшая к tt0 точка Ъ% на т ле­
жит на отрезке |я&,|«.£ , X9/=xs = Q . Множество Щ представля­
ет собой отрезок, имеющий лишь одну общую точку й * с кругом 
х?Нх$~й)Ч R %, %% = О z где ftг- И %- й * Я* . Про­
ведем к нему касательную в точке й>* и обозначим через ы, ост-. 
рый угол, образованный ею с осью х1 . Очевидно,^аа£=|%-й*Ц/». 
Пусть плоскость X построена так, что отрезок М = МЛ X об­
разует с осью х^ угол Цы, . Обозначая через, tfy* наилучшее 
приближение элемента t t* точками отрезка М , легко найдем 
114*- й*|| = || и * - й * || • •* in % oi . откуда вытекает оценка 

Ы-'Щ*\<-Ъ1%<Ь4'- (2.12) 
Таким образом,^в классе всех плоскостей X , для которых 

пересечение М = М.Л X не пусто, заключение теоремы 7 не может 
быть верно. Можно сузить этот класс с сохранением последнего 
свойства, например, можно проводить эти плоскости через одну 
точку пространства. 

Заметим, что легко построить телесное множество М со 
свойством 

K - ^ i U c i K - ^ j r , (2.I3) 
где константа С одна и та же для всех подпространств нашего 
семейства. Действительно, малый поворот рассмотренного ранее 
плоского множества вокруг оси х,, лишь мало изменяет константу 
в неравенстве (2.12), так что зачерчиваемое этим множеством 
клинообразное тело обладает свойством (2.13). 
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