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ВЫСШИЕ РЕГУЛЯТОРЫ И ЗНАЧЕНИЯ --ФУНКЦИЙ 
А. А, Бейлинсон 

ВВЕДЕНИЕ 

Пусть X—комплексное алгебраическое многообразие, К}(Х), 
•f~fJ^(X, Q)-— его алгебраические .ЛГ-группы и сингулярные кого-
мологии соответственно. Рассмотрим характер Чженя ch:K](X)® 
&Q{to}©#jgT'/ (X, Q). Легко видеть, что на образ ch наложены 
условия Ходжа: имеем ch(Kj(X))c ® {W^H^Jf1 (X, Q))n 
П (EiH2^~'/(X, С)), где W., F' — фильтрации, задающие смешан­
ную структуру Ходжа на Н'$ (X). Например, если X компакт 
но, то eh (К,(Х)) = 0 при / > 0 . Оказывается, что условиями 
Ходжа можно воспользоваться и, распутав их, получить более 
тонкие аналитические инварианты элементов К.(Х), чем обыч­
ные классы когомологий. Для случая групп Чжоу они хорошо 
известны: это периоды Абеля—Якоби—Гриффитса алгебраического 
Цикла. По-видимому, эти инварианты тесно связаны со значе­
ниями Z-функций—мы приводим формулировку гипотез и неко­
торые вычисления, их подтверждающие. 

В § 1 появляется наш основной инструмент: группы 
Н3а£) (х, Z (г)) «топологических циклов, лежащих в i-u члене 
фильтрации Ходжа». Эти группы вписываются в длинную точ­
ную последовательность 

в£В©гЗг 

... -+н%1 {х, с) {to}/4 {х, z (;)) 
Ё.®©-;~ 

-H^(X , г)©ЯЯ^(Х, C){to} . • -. 
М ы построим на Н'д, [J—произведение такое, что е^ станет 
морфизмом колец, и покажем, что Я® образуют теорию кого­
мологий, удовлетворяющую двойственности Пуанкаре. Поэтому 
к Н'ф можно подключить машину характеристических клас­
сов [22] и получить морфизмы chS):Kj(X)<E)Q.~->®H2^'J (X, Q(i)). 
Соответствующие конструкции напоминаются в §2. Пусть H2!7j(X, 
Q (i))cr/<";.(-.Y)<2Q—собственное подпространство веса i относитель-
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но операторов Адамса [2]; тогда chg) определяет регулятор — 
морфизм х^.Н'^ХХ, Q(i))->/-/^(X,Q(t)). (Хочется думать, что 
для любых схем существует универсальная теория когомологий 
Н]^{Х, Z(i)), удовлетворяющая двойственности Пуанкаре 
и относящаяся к ^-теории Квиллена так, как в топологии син­
гулярные когомологий относятся к /С-теории; Н'^ должны быть 
тесно связаны с кольцом Милнора.) В приложении изучается 
•связь между деформациями ch^, и когомологиями алгебр Ли; 
в качестве следствия мы увидим, что если X есть точка, то на­
ши регуляторы совпадают с регуляторами Бореля. Там же при­
водится формулировка замечательной теоремы Цыгана-Фейги-
на о стабильных когомологиях алгебр токов. Наконец, § 3 со­
держит формулировки основных гипотез, связывающих 
регуляторы со значениями L-функций в целых точках, отличных 
от середины критической полосы; за поведение в середине кри­
тической полосы отвечает арифметический индекс пересечения, 
определенный в п. 2.5. Из этих гипотез (точнее, из их части, ко­
торую можно приложить к любому комплексному многообра­
зию) вытекают довольно неожиданные утверждения о связи 
структур Ходжа с алгебраическими циклами. Остаток работы 

• содержит вычисления, подтверждающие гипотезы § 3. Так, в 
§ 7 мы доказываем эти гипотезы для случая рядов Дирихле, 
§ 5 содержит результат, дающий частичное доказательство ги­
потезы для значений в двойке L-функций кривых, униформизу-
емых модулярными функциями, § 6 содержит аналогичное вы­
числение ДЛЯ произведения кривых такого типа. 

Эта работа возникла из попытки разобраться в идеях и вы­
числениях Спенсера Блоха. Мне были очень полезны беседы 
с И. Н. Бернщтейном, П. Делинем, Ю. И. Маниным, Б. Л. Фей-

"гиным и В. В. Шехтманом. Я им очень благодарен. Я также 
благодарен Л. Титовой за помощь при подготовке рукописи к 
печати. 

Обозначения 
Мы будем пользоватся стандартным языком гомологической 

алгебры. Если Л—-абелева категория, то D (A) есть производ­
ная категория A; DF(A)— фильтрованная производная 
категория; С (Л) — категория комплексов; s — функтор, 
сопоставляющий бикомплексу соответствующий простой комплекс; 
N: А&-*С (А) — функтор нормализации (Лл —косимплициальные 
объекты А). Если X'—комплекс, то комплекс Х>! совпадает 
с X' в степенях >i и равен нулю в степенях < / (i-ый член 
глупой фильтрации на X). Мы будем обозначать через [К°-> 
,->К1->У'2->...] комплекс, равный нулю в отрицательных степе­
нях и совпадающий с Г в положительных. Если Т — топология 
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то F(7)—-категория пучков абелевых групп над Т, С(Т): = 
= С(<г(-)-

«Аналитическое пространство» означает аналитическое про­
странство над R; обозначим через Ли категорию аналитических 
пространств, снабженную обычной топологией. 

Пусть Ve-s^n. Тогда пучок & на V — это пучок F c на К(С). 
снабженный действием инволюции а комплексного сопряжения 
на V (С); к когомологиям / / ' ( V . F ) сходится спектральная 
последовательность со вторым членом Hp(Z/2, Н" (V (С), &~с)) 
(последовательность Лере структурного морфизма V{to}SpecR), 
в частности, для Q-пучка имее'м Н'(V, £Г) = Н'(V (С), &~с)а-

Через Cv, или просто C, мы будем обозначать локальную 
систему на V, отвечающую постоянному пучку со слоем С 
на V (С) с действием о при помощи комплексного сопряжения. 
Отождествляя Су с подпучком постоянных функций в структур­
ном пучке Оу, получаем, если V — гладкое, изоморфизм 
H'(V, С) — H'efrgi (V). Если КczС — подгруппа, замкнутая отно­
сительно сопряжения, то пусть Ку (или просто К) — подпучок Су 
со слоем К. Нам потребуются следующие подгруппы такого 
рода: для подкольца -AcR и ngl положим A (ft): — (2я.•.)лA — 
—Л-Z (/г)сС; тогда A(i)-A(/) = A(i-\-j). Если .f — пучок 
на V, то пусть F(ft): — @~<8iZ(ti); ясно, что для пучка С^-моду-
лей Т пучок ^(п) канонически отождествляется с 5-". 

Если V гладкое, то пусть Ov„^Ov — пучок функций класса 
С°° на V, Q ^ I D O , / — соответствующий комплекс де Рама, 
Ц/с-•= © &V'J; пусть Sj/ —подпучок R-значных форм, й'ив0 = 
-=5к®Ск. Если X — алгебраическое многообразие над R, то по-

R 

ложим Н'я(Х, А(п)) = Н'(Хап, А(п)). Для любой теории кого-
мологий Н\ через Н\' будут обозначаться соответствующие 
группы гомологии (см. 2.3). 

Глава 1 
ОСНОВНЫЕ КОНСТРУКЦИИ И ГИПОТЕЗЫ 

§ 1. ®-КОГОМОЛОГИИ 

1.1. 25-когомологии аналитических пространств. Фиксируем 
подкольцо AcR. 

О п р е д е л е н и е 1.1.1.*) Для igZ зададим комплекс A (i)g) 
пучков на зФп формулой 

А {1)Ф: --=Cone(E<©A (i){to}Q") [ — 1]. 
* Эти комплексы первым рассматривал, по-видимому, Делинь (см. [8]), 
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Здесь й- —комплекс де Рама голоморфных форм, снабженный 
глупой фильтрацией E./:—Й>;; стрелка Я©Л (i){to}Q" есть раз- '' 
пость очевидных вложений E —Q' и A (i)---C'--Q'. й •> 

Пусть &F, к. — естественные морфизмы A (г)® в F(i), A (i) t 
соответственно. Имеем точный треугольник 

Е/Г-И.4 

. . .->S'[-l]a{to}A(t)^ >F(i)®A{i)->... (*) 
Ясно, что при i < 0 вл является квазиизоморфизмом. При *• 

г>0, факторизуя A(i)g, по конусам id;Я->E ;, A(i)->A(i), *• 
получаем квазиизоморфизмы •-

А (1)®~>[А (i)->0-y . . . {to}Q--i]-».[0{to}O/.A(i){to}Q1-»-... -+Q1'1]. л 

В частности, так как 0/Z (1)^0*, комплекс Z(l)^, совпадает * 
в Ъ+(sl-ri) с 0*[ — 1]. Если V — гладкое многообразие, то мор- •' 
физм $V:C/A (i)[~\]->A (i)g, в D+(V), связанный с вложением ,, 
ClA(i)<^OlA(i), Является при i > dim V" квазиизоморфизмом. • 

Комплекс A (i)^ определяет соответствующий контравари-
антиый когомологический функтор RV (•, A (i)^) на зФп со зна- '' 
чениями в производной категории D+(A-mod). Применив к (*) » 
функтор RT, получим точный треугольник функторов j 

eF-HA 

...->H^(.)[—1J«->/?r(., A(i)z>) > 
->RY(-,F')®Rr(.,A(i))->.., (•) 

Вообще, для любой диаграммы G:/{to}s4>n аналитических про- 'i 
странств определены ее когомологии RY (G, A (t)^)/6D+ (A-mod') и * 

RT (О, А {1)ю): —№ lim RT (О, А (1)Ф)гф+ (A-mod). 
ч - J 

Нам потребуются когомологии симплициальных пространств . 
(/==до) и относительные когомологии 

(/-=.->.. ts4-n' =-Мог s&n, D(A-mod/)cDF(J4-mod)). ; 
Если V, — симплициалыюе пространство, то к ( 

Н' (К., A (%) (: = Я У?Г (V., А (%)) j 
сходится спектральная последовательность с первым членом t 
E{'q = H"(VP, Л(%>). Если /:U->V-морфизм, то имеем точ- ' 
ный треугольник ' 

..-->ЯГ(/, Л(%)->/?Г(К, A^-^RTiU, А (%>)->... ; 
Замечание 1Л.2; Пусть С(V, ?)-комплекс сингулярных . 

коцепей класса С00 с коэффициентами в ? на V (С). Это комп-
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леке предпучков на <&п; пусть С (?)— отвечающий ему комп-
леке пучков. Положим 

С®(-,А (г)): =-Сопе{С>г (C)0A (i){to}C"(C)) [ -1 ] , 
где стрелка—-разность очевидных вложений C>1 {to}С и A (i){to}C . 
Интегрирование по цепям задает морфизм y.A{i)z>->C'g)(A(i))~ 
Его композиция с естественной проекцией 

Ci>(A(i)){to}[C'(C/A(i))/<?>'(C/.A(i))l[-l] 
определяет морфизмы 

У\Н1(У, А (0д>){to}Я''1 (V, С/ А (Г)) при / < i 
и 

Н1(У,А(Г)^)->Т(У, Cl-l(C/A(i))/dT(V, С'"-). 

Если V гладко и у < i, то \ —изоморфизмы, обратные к §v. 
L2. Умножение на 25-когомологиях. 
О п р е д е л е н и е Г2.1. Пусть «6R. Зададим отображение 

U а : А (1)£)®А U)g> ->• -А (*• + Л.® 
формулой 

/г U а/у - fi-\ffiFi+J, at U {alpha}a - аг • а^А (i + У), 
*i U а / ; — / / U сЛ- = СОг U « 0 - У - - 0 , / • U а--/ = ( ~ 1 ) ^ ' « - / Д ^ е Й ' , 

«г U а/у —(1 — а) co,A/^Q', a; Ua»; = (1 —а) аг-ОубО', 
•^Ua^ — аюга0&, 

здесь / ,6Р' , ш<6Й', a2eA(t),... 
Лемма 1.2.2. а) Uа — морфизм комплексов. 
б) Все U а гомотопны между собой; обозначим через U их 

общий гомотопический класс 
в) Умножение U ассоциативно и коммутативно с точностью-

до гомотопии. 
г) Цикл (1, 1)бЯ°(Л (О),®) является двусторонней единицей 

относительно 1J. 
д) Зададим морфизмы А (i)̂ >® A (;') {to} A (i -f у), A (fi^F1-* 

{to}E-+-/ и A (%-,®Q{to} Q' как композиции естественных умножений 
на А(.), F' и {Omega}' с морфизмами ед, sF и 8fj-=8i~'&Р соответ­
ственно. Тогда эти умножения вместе с U задают морфизм 
треугольников А (О э̂® (*) {to} (*) в гомотопической категории. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , б) Гомотопия между [1- И U р задает­
ся формулой (oi(g,(Dy->-(— \)ucsai (а — р)о),Лш/, прочие компоненты 
ее равны 0. 

в) U о и U 1 ассоциативно; если 5 : Л (г)®® Л (/)®-**Л {J)SD® 
® Л (г)^, — перестановка сомножителей, то U aS = U i-а. Ш 

Таким образом, мы получаем коммутативное и ассоциативное 
L 

умножение U • Л (£)®-3>Л (У)® {to} A (i-\-j)@ в производной кате­
гории; оно определяет умножение на Ж-когомологиях. Ясно, что 
8л. е./* — морфизмы градуированных колец. 

З а м е ч а н и е 1.2.3. Пусть (MQ, F'Ma) — дифференциальный 
фильтрованный (Q', Eyмодуль, Мл —комплекс Л-модулей,/WA{to} 
{to} Mn —морфизм комплексов Л-модулей. Положим M{i)^\ — 
= Cone (FlMa®MA (i) ->Ma) [ — 1 ]. Формулы 1.2.1 задают естест­
венное спаривание A(i)g)®M(j)g)->M{i + J)£), превращающее 
М{-)б£) в Л (•)^-модуль. 

1.2.4. Приведем более удобную конструкцию умножения на 
2)-когомологиях с коэффициентами в R. Будем предполагать, 
что наши многообразия гладкие. 

Проекция jt,:C = R(i)©R(i+1) {to} R(t) задает морфизм 
G.'{to}S'®C{to}S<g>R(i)> который позволяет определить комплекс 
К(0_г>: — Cone(ni_1:E'{to}S'®R(i — 1)) [—1] вместе с морфизмом 
Pi'^-il)®-*^)^, pi\pi = \^, /?I|R(O=-0, PAQ-^XI-I- Зададим 
умножение и •R(i)^R{J)s)-->R(i--\--J)s) формулой / , . ( ] / ; = 
- / . Л / j , Sjll-Sy — O, / /US; = ( - l ) d C f ! 4 / / A 5 y , S ;U/y = 
«SjArty/y, где fi&F1, s(6S"®R(i — l ) cS '®C, . . . 

Лемма 1.2.5. a) p. —гомотопическая эквивалентность. 
б) О—морфизм комплексов, причем p/+yU гомотопно 

U(Pt®Pj)-
Д о к а з а т е л ь с т в о , б) Гомотопия между pl+J 1J {alpha} и 

(J(Pi®Pj) задается формулой 
(0/®coJ{to}(—l)deg("-,(a.n;_1cu/An;/i)y-f(l —ее) 3t/co-A.Tty_1coj,), 

прочие компоненты равны 0. щ 
Итак, вещественные Ж-когомологии можно вычислять через 

R (-^-комплексы, a U-произведение на них —через и-умноже­
ние. Например, при i > 0 мы имеем НЧу, R(i)a>)-={/6r (V, S'"1® 
®R(i- l)) :d/==co + w, u£Ql(V)l&T{V, S'"-®R(i — 1)); в частно­
сти, Hl(V, R(1)^)) есть пространство R-значных функций / 
класса С°° на V таких, что ^ / — голоморфный дифференциал, 
далее для таких / , g имеем / U g — / - M - g — - g ^ d j o . 
ея-(1/, вд«2>). 
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Замечание 1.2.6. Если у нас есть любая диаграмма диф­
ференциальных градуированных колец, то на ее обратном гомо­
топическом пределе имеется умножение Александера— Уитни. 
Легко видеть, что 1J-произведение на А (*)̂ > — это умножение 
Александера —Уитни, отвечающее диаграмме A (*){to}Q'-s-E*. 

1.3. Чтобы привыкнуть к -25-когомологиям, стоит рассмотреть 
подробнее умножение IJ :Я1 (V, Z (l)^) ® Я1 (V, Z (1)̂ >) {to} 
->Я2(1/, Z (2)Ф). Имеем Я1 (V, Ц\)Ф)=*0* (V), НЦУ, 2(2)®) = 

rflog 
= Hl{V, 0*{to}QI)(l), так что U :<5* (V) ® О* (V)->• 
{to}ЯI(V^ 6'*->Q1)(l). Это спаривание было построено независимо 
Делинем и автором [l9, 3, 11] и послужило отправной точкой 
этой работы. 

Как заметил Делинь, Hl(V, (У*->-£11) —группа классов изо­
морфизма обратимых пучков со связностью, так что IJ ставит 
в соответствие паре обратимых функций пучок со связностью; 
при dim V=A все связности интегрируемы и Hl(V, 0*-*-Ql) = 
— HX(V, С*). Следующая лемма — упражнение для читателя. 

Лемма 1.3.1. Пусть / , g£G* (V). Тогда 
а. Кривизна / U g есть d leg /Ad log g. 
б. Логарифм монодромии / U g no петле у вычисляется по 

формуле^] log/dlogg—g(a)j dloggjGC/Z(2); здесьа — точка у, 
log/ , logg —ветви логарифма, непрерывные вне а, интегралы 
берутся по у, начиная от а. 

в. Пусть / , g—функции на проколотом диске, мероморфные 
в выколотой точке 0. Тогда монодромия / U g по петле вокруг 
0 совпадает с ручным СИМВОЛОМ {/, g}0 в 0. Н 

С л е д с т в и е 1.3.2. (тождество Стейнберга). Если t, \ — t£ 
60* (V), то t U (1 — 0 = 0. 

В самом деле, по функториальности, достаточно проверить 
тождество для t — параметра на V= PA\{0, 1, <*>}. Тогда 
H'2(V, Z(2)«z>){cdot}-#-(Vr, C*(l)), группа Hi(V-) порождается пет­
лями вокруг 0 и 1, и все следует из в. и тождества Стейнбер­
га для ручного символа. В 

С л е д с т в и е 1.3.2. На категории алгебраических кривых над 
R существует единственный морфизм функторов К%(Х)^>-
{to}//1 (̂ Гап, С* (1)), переводящий {/, g} в / IJg, г д е / U g за­
дается формулой 3.1. б. 

В самом деле, теорема Мацумото +предыдущее следствие 
определяют морфизм в общей точке ч\ кривой X. На все X мор­
физм продолжается при помощи коммутативной диаграммы со 
строками — точными последовательностями локализации (ком-
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мутативность правого квадрата — 3.1.1 в) 
К2 (-*) К2 (Л) -» ©С* 

I I .-gJt(C) 

0{to}tfi(Xan,C*(l)){to}tfV.an-C*<l))^ ©С*' 
jrgA'(C) 

Построенные когомологии обладают следующим недостат­
ком: для открытых V они часто бесконечномерны (например, 
Hl(V, Z(\)2D) =0*(V)). Чтобы получить более удобную тео­
рию для алгебраических многообразий, мы наложим условия 
роста на бесконечности. Flo прежде, чем это сделать, придется 
привести немного определений из общей топологии. 

1.4. Относительные когомологии. Пусть /:T{to}7—морфизм 
топологий. С / связана новая топология (Г, Т): пучки на (Г, Т) 
суть тройки ^ - = ( # > , $~т, Фзг), 3Fr, .Уг—-пучки на Т, Т, 
Фдг—j — морфизм F---{to}F--; морфизм c.:£F{to}2? —это пара мор-
физмов ajr:!Ff-->&jr, ат:&"т->&т такая, что «гФ —----Ф^а^. 
Определим точный слева функтор Г (f, T, .)\C(f> Т)->С(АЬ) 
формулой Г (f, Т, &): = Сопе (Г (Г, &т) ~>Т(Г, _-"г))[— 1]; пусть 
RT(T, T, • ):D+ (Г, 7){to}D+(Ab) — правый производный функтор. 
Имеем точный треугольник функторов на D+(7\ Т): 

RT (Т, Г, F){to}/^r (f, %){to}#r (Г, $->)->... . 
Ясно, что RY(T,T,-) также является правым производным 
функтором от функтора Т°(Х, X, .), переводящего пучок F в 
K e r ( r ( f , F r ) { t o } r ( r , ^ r ) ) . 

Определим бифунктор ®: С (Г, Т) X С (Г, Т)-*С(Г,Т) следую­
щей формулой. Пусть F , %-бС(Т,Т). ПОЛОЖИМ (^-®»-)г :-= 
=-SF'Y®W'f, (&"®&')т есть сдвиг на —1 конуса морфизма 
q>-®id — 1й®Ф^:(У*%®^г)©(Згг®/*^)->5гг®.^г, а связываю­
щий морфизм Ф г̂®.? есть у * ® ф 9 + Ф у . ® / * : ^ ® ^ - > 

у 

{to} (У*^®»г)®(^г®У*»г) . Пусть ®: D+ (7\ Г) X D+(f, Г) {to} 
D¥(Г, Т)—.соответствующий левый производный функтор. Имеем 
очевидный морфизм RV (Т, Т, &)®RT (Г, Т, $)^RT (Г, Т, ^ 4 $ ) , 

так что спаривание &г'®&->Ж' индуцирует умножение на от­
носительных когомологиях. 

З а м е ч а н и е . Если Т = Т, / = 13, то (Г, Г) —категория 
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морфизмов пучков на Т. Зададим точный функтор IjC (T, -О-* 
->С(Г) формулой 7 ( F ) = (Conecp~)I—1I; тогда RT (Т, 7 \ F ) = 
= # Г (Г, / (&•)), / (F,®S")----r (F)®/ (^'). 

Теперь мы можем вернуться к основному сюжету. 
1.5. Комплексы А (ь)Ф с логарифмическими особенностями. 

Рассмотрим категорию П пар (V, V), где V — гладкое анали­
тическое пространство, j :V""->V — открытое подпространство 
такое, что V"\V-дивизор с нормальными пересечениями на V. 
Для пары (\7, V) из П пусть Q*(t/F)—комплекс де Рама голо­
морфных форм на V с логарифмическими особенностями вдоль 
V\V. Фильтруем комплекс &{V:y) глупой фильтрацией 

(V.V) • ~""-"(!•',•/)' 

Определим комплекс A (0® пучков на (V, V) ф:рмулой 

[A (i)s>]v-^P\v,v)' 1А (Оа>]к: =Сопе(Л (i)„{to}i.y), 
связывающий морфизм [A (i)g>]y |i/->[A (i)]y — вложение Fl\v*~Q'v 

Итак, мы построили комплексы A (i)^ с логарифмическими 
особенностями вдоль V"\V. Ясно, что если V = V, то I (A (i)®) 
есть комплекс A (i)® из п. 1 (см. конец предыдущего пункта). 
Для _Л = К мы можем тем же способом определить комплексы 
R(0.®. квазиизоморфные R(%> (см. 1.2.2). 

Комплексы A{i)g> функториально зависят от (V, У)$Ц. Как 
в п. 1, мы можем определить контравариантный функтор-

JRF (V, V, A(i)g)) на П или Пд, определить относительные кого-
мологии, связанные с морфизмом, и т. д. Имеем точный треугольник 

• •• -->*-«-,«(10[-\]->Rr(V, V, A (i)®)^ 
-+Rr(V,Fe)®RT<y, A(i))... . (*) 

Лемма 1.5.1. Формулы определения 1.2.1 задают морфизм 
А (1)ср®А (/')©-»--А (i + j)®; все прочие результаты п. 1.2 также 
остаются без изменения в логарифмической ситуации. Щ 

Итак, у нас есть умножение на 25-когомологиях с логариф­
мическими особенностями. Первый пример: заметим, что ком­
плекс A (i)@ квазиизоморфен комплексу Fl(V, V)-y\OvlA (£)->-
{to} Qv -*• • • • ]• Отсюда вытекает 

Л е м м а 1.5.2. _ Hl(V, V, А (1)) = {/6Г (V, Ov/A(\)):dfe 
€Г(V, Q\ViV))}, В1(У,У,А(\)ю) = 0 при i < 0 . Si 

1.6. 25-когомологии алгебраических многообразий. Обозна-
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там через П с Л полную подкатегорию, состоящую из тех пар 
(V, V), для которых V — (гладкое) проективное алгебраическое 
многообразие. Пусть Wv. или просто 2^ —категория гладких 
квазипроективных схем над R. Согласно GAQA, имеем функтор 
a:fi.->j?, переводящий (V, V) в V. 

Л е м м а 1.6.L Пусть f:(U, U)-^{V, V) — морфизм в Й 
такой, что о (/) — изоморфизм. Тогда / * определяет изоморфизм 
треугольников (*) из п. 1.5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из [15] следует, что /* задает изомор­
физм двух крайних членов треугольников. Так как треугольники 
точны, / * : R T (V, V, A (f)®) -+RT(U,U,A (i)®) — также изо­
морфизм. Щ 

Для XEV найдем, согласно Хиронаке, (X, Х)ёЦ. Положим 
П®{Х, A(i)): = RT(XM, Хла,А{1)з>), 

U(X, F(i)): = /?Г {Xaa, E ^ J - -%(X, A(i)): = RF (Xan, A (i)). 

Согласно 1.6.1, эти комплексы не зависят (в Du(A-mod)) от 
выбора компактификации и определяют точный треугольник 
функторов на W-

...-> Н®® (X) [ - 1]->Н^ (X, A (I)) -*Н (X, F (с))® 
®Ha(X,A(i))-+... С) 

Таким образом, мы определили 25-когомологии Н >̂ (X, A (i)) 
гладких алгебраических многообразий; 25-когомологии гладких 
симплициальных схем и относительные когомологии, отвечающие 
морфизму схем, строятся дословно так же; имеют место соот­
ветствующие спектральные последовательности и точные 
треугольники (см. п. 1). 

Подчеркнем, что для X^W естественный морфизм 
Hg)(X, A (i.))->/?r(Xan, A (i)®). вообще говоря, не является 
изоморфизмом; однако он будет изоморфизмом, если X ком­
пактно или t>d imX . 

Из треугольника (*) и [16] следует 
Л е м м а 1.6.2. Пусть f:X.^-Y,—-морфизм симплициальных 

схем такой, что /*:/ /"(К.(С), Z)^-H'(X.(C), Z) — изоморфизм. 
Тогда / * задает изоморфизм треугольников (*) (А') и (*) (К). 
В частности, /* :Н^(К; , A (t))->Hi2-,(A'., A (i)) — изоморфизм. Ш 

У п р а ж н е н и е 1.6,3. Определите точные треугольники 
.. -^RF (Хйп,С/ A(l))[~\]-yH^(X, А (1))^ЩХ, F (i))~^ .. (..) 

-->H^(X, A ( / ))->. . . (***) 
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Зцесь FlHg)@(X) — i-?i член фильтрации Ходжа — Делиня на 
И.® 52 (X). •— 

1.6.4. Согласно 1.2 и 1.5, мы получаем U-произведение на 
2)-когомологиях схем, симплициальных схем и относительных 
когомологиях. Морфизмы sA и sF коммутируют с умножениями. 
Далее , это умножение согласовано с треугольником (*): имеем 
морфизм треугольников Н ® ( . , A (i)) ® (*)-*(*), в котором сред­
няя стрелка является и-произведением, а две крайние возника­
ют из очевидных структур Н.#-модулей на H^gg, H@ и НР за­
меной колец гА;1\£)->Н^ (см. 1.2.1.д). 

1.6.5. В этом пункте мы покажем, что Н^ являются кого-
мологиями некоторых комплексов пучков в топологии Зарисско-
го. Это позволит нам сослаться на [22] при определении харак­
тера Чженя (см. § 2). На самом деле для этих целей достаточно 
уже имеющегося Н@ на категории симплициальных схем, так 
что, вообще говоря, п. 1.6.5. не нужен для дальнейшего. 

Вернемся к п. 1.5. Заметим, что очевидные функторы прямо­
го и обратного образа, отвечающие морфизмам из П, превра­
щают пучки на объектах П в П-топологкю; соответствующую 
топологию сечений обозначим Sh(H) (см. SOAiVbls). Ее объек­
ты назовем пучками на П. Таким образом, пучок f на II —это 
набор пучков ?{y,v) на (̂ > V)№ и морфизмов f'^'-f^.v)^ 
-+f*?{jj,u) Д л я / : ( - j > •-/)->(V, V) из П, удовлетворяющих 
условиям {f°g)* — g*°f*, id*==id. Например, A (i)^ являются 
комплексами пучков на П. 

Снабдим W топологией Зарисского. Заметим, что для XQW 
совокупность а'1 (X) всех регулярных компактификаций X обра­
зует направленное семейство. Сопоставим пучку / на II пред-
пучок Х-> lim Тй{Хяп, Хш, f) на W\ обозначим через 

a^i?) соответствующий пучок на V. Итак, мы получили точный 
слева функтор а ,н: Sh (П) •--> Sh {W)- Пусть /?а„.— его правый про­
изводный функтор; положим A (i).z>zar. — Ra*A (i)^{in}D+(E^). Из 
1.6.2, примененного к открытому гиперпокрытию в топологии 
Зарисского, следует, что имеет место канонический квазиизо" 
морфизм RY (X, A (i)®z-r)=-H^>(X, A (i)). Далее , все прочие кон­
струкции также переводятся на этот язык: из 1.4 следует, что 
имеется каноническое коммутативное и ассоциативное умноже­
ние A(0®Zar®A(./k>Zat{to}A {i + J)s)Zar\ МОрфиЗМЫ C 0 :A-> 
^ - 4 ( 0 ) ^ Z a r , сг:<?*[-1]->-Л(1)<г>2аг (см. 1.5.2 и 1.7) и т. д. Пе­
реведите результаты 1.6 и 1.7 на ЭТОТ ЯЗЫК. 
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1.6.6. Приведем еще пару свойств Н®. Пусть A-DQ. Из (*), 
|16, (8.2.4)] и формулы Кюннета следует 

Лемма 1.6.6.1. Пусть X — схема. Предположим, что либо 
i > mln(i, dimX), либо Х = Х'ХХ", X' компактна, X" аффин-
на и l<% — dimX". Тогда еАН®(Х, A (i)) = 0. В 

Пусть теперь X, Y — схемы, причем У связна; уи y2$Y (R); 
аи а2£Н1£)(Х, А (г)) — сужения ос на слои 

XXУх, XXу2 соответственно. 
Лемма 1.6.6.2 (о жесткости). Предположим, что X ком­

пактна и Z<2i—2, или X произвольна и либо i > d i m X + l , 
либо £>i. Тогда а, --=а2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заменив Y на связную подсхему, 
проходящую через уи у2, можно считать, что Y—кривая. Тогда 

-условия 1.6.6.1 выполнены и ел(а)--=0. Поэтому из (***) следует, 
что а пришел из класса а£Н@}% (X Х Y). Так' как а1 = а2 из 
жесткости Нфдь, то «!== а2. Ш 

Замечание 1.6.7. а. Пусть AcR —подполе, ПА —катего­
рия пар (X, X), X —гладкое проективное многообразие над k, 
XCX —дополнение к дивизору с нормальными пересечениями. 
Для (X,X)£llk мы можем определить комплекс A(i)g, на (XZar, 
(X®R))an, заменив в 1.5 голоморфный комплекс E'-̂ (*®R.*®R)iltl 
на алгебраический /"&(*—,/.«• Точь-в-точь как выше, мы полу­
чаем теорию КОГОМОЛОГИЙ Hg)(X/k) для гладких схем над к, 
включающуюся в точный треугольник . . . -+Hg>@(XIk)®R[ — l]{to} 
->H®(X/k, A(i))-*-H#(X®R, Aii^Fm^^iXlk)^.".. Если 
k = R, то no GAGA имеем H®(X/k)==Ha)(X). Bee результаты 
этого и последующего параграфа переносятся на эту ситуацию. 

6. Воспользовавшись [16] и [29], можно определить .25-кого-
мологии на категории схем над R с любыми особенностями, по­
требовав, чтобы для них выполнялась лемма 1.6.2. Однако для 
особых схем хотелось бы иметь более тонкую теорию. Напри­
мер, желательно, чтобы Hi (X, 1{\))=№'1{Х, Ох). В этой ра­
боте мы не будем интересоваться особенностями, за исключе­
нием приложения к § 2. 

1.7. Классы Чженя векторных расслоений. Согласно 1.5.2, 
для Х&? определен канонический морфизм О* (X) ->Н1 (X, -4(1)) 
(при A = Z это изоморфизм). Для симплициальной схемы X 
определен морфизм косимплициальных групп Q*(X.)-> 
-+Hl(Hg,(X., A(1))A) (см. п. 1.1), откуда (по 1.5.2) возникает 
Г (X., 0*)[ — 1]->Н^)(А'., А (1))- Так как когомологий можно вы­
числять при помощи гиперпокрытий, из 1.6.2. следует, что этот 
морфизм продолжается единственным образом до функториаль_ 
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ного морфизма cx:RT{X.,0*)[~\]-^Yls>(X„ Л(1)). Аналогично 
определяется морфизм точных треугольников RT(f, Q*)[ — l]{to} 
•-*Нд) (f,A (1)) в относительной ситуации. Все эти морфизмы 
возникают из морфизма £1:0* [ — 1] {to} A (l)®zar (см. Г6.5). 

В частности, для любого обратимого пучка S'QH1 (X., О*) 
получаем его класс Чженя сх{2)^.Н%)(Х„ А{\)). 

У п р а ж н е н и е Г7.1. Показать, что едс- (.2') —обычный класс 
Чженя в когомологиях Бетти. Показать, что Ci\Hl{X, б*){to} 
-+Hg,(X, Z(l)) — вложение, а если X компактно, то это изо­
морфизм. 

Покажем, что для Н̂ > верна обычная теорема о когомологиях 
проективного пространства. А именно, пусть Е — n-мерное рас-
слоние над X, я : Р (Е)-*~Х — его проективизация (У {I)—стан­
дартный обратимый пучок на Р(-Е). 

У т в е р ж д е н и е 1.7.2. Отображение ©с- (6(l))-,lJ л;*: 
: © Rg>(X, A(t — ;))[2/]{to}H;2)(P(E), A(i)) является изо-

0{le}y{le}/z—1 
морфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо воспользоваться треугольником 
(*) и согласованностью с ним и-произведения (6.2) —согласно 
7,3 морфизм из 7.4 является изоморфизмом на 2-х крайних 
членах треугольника (по обычной теореме о когомологиях про­
ективного пространства для Н^,^ и Н ^ и, по [15], для Н^). 

Исходя из Г7.2, по Гротендику строится теория классов Чже­
ня векторных расслоений, удовлетворяющих обычному форма­
лизму. В частности, строится характер Чженя — морфизм ко­
лец ch:k0(X)~ФН^(Х, A®Q(t)). Из 1.7.1 следует, что еДс<— 
обычные классы Чженя в когомологиях Бетти. Отметим, что 
этот факт однозначно определяет с,. А именно, справедлива 

Л е м м а 1.7.3. Существует единственный способ сопоставить 
каждому векторному расслоению E над X.6^A класс Cj(E)6 
GH<2>(X.> -4 (0) т а к . чтобы выполнялись условия 

а. Для любого морфизма f:Y,->X. и Я над X. имеем 
/* C , (E)-= C ; /* (E) . 

б. &ACI(E)&H$(X., A (i))— обычный класс Чженя в когомо­
логиях Бетти. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G = QL„. Рассмотрим класси­
фицирующее пространство G — симплициальную схему В0. (см., 
например, [16]): для любой Х.&1 морфизмы из X вг BQ.—-это 
в точности классы изоморфизма «.-мерных векторных расслое­
ний на X., тривиализованных на Х0. Пусть Епп~универсальное 
n-мерное расслоение на BQ.. КОГОМОЛОГИИ В0 . и структура Ход­
жа на них хорошо известны :Я'(В0 . (С), A)==Z [си ..., сп], 
с- —сг(£ип) имеют ЧИСТЫЙ вес {i, i). Отсюда из (*) видно, что 
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вд:Я^(Во., A(i)){to}#^(ea., Л (0) —изоморфизм, поэтому усло­
вие б однозначно определяет класс Чженя универсального рае 
слоения. Отсюда немедленно следует единственность: пусть 
E—-любое расслоение над X.: выберем гиперпокрытие U-.X.-+X. 
такое, что а*Е тривиально на X0; тогда u*E = f*Ew для не­
которого /:J?.->B0-. Так как и*: Н^ (X.) •--> Н̂ > (X.) — изомор. 
физм, ctE определены условием а. Непосредственное доказа­
тельство существования "и вывод формулы произведения из фор­
мулы произведения для обычных классов Чженя предоставляются 
читателю, щ 

1.8. Гомологии. В этом пункте мы построим теорию гомоло­
гии, отвечающую 25-когомологиям. Для гладкого аналитического 
пространства V пусть Q°^ —пучок (p, -7)-форм класса С" на V, 
&у<^ — пучок распределений над £-._£'~'7. Эти пучки образуют 
бикомплексы, пусть QyM, Й̂ 'м— соответствующие простые комп­
лексы. Фильтруем их глупой фильтрацией по p-.F'Qyl,— 
= .sQ[,'tL>'. Комплекс Q'vBO является фильтрованной dg-адгеброй, 
комплекс Qy„— фильтрованный модуль над &ува. Естественное 
вложение {%, Fl)^{Q'Voo, Ft)^{Q,m[ — 2dlmV\, /?'+-"».')являетеЯ 
фильтрованным квазиизоморфизмэм. 

Определим фильтрованный комплекс (Q'-(V), FlQ,' (V)): = 
: =TC(V, ({Omega}/», F'Q'V^))—комплекс сечений Q' с компактными 
носителями. Обозначим через Cn(V, Л (у)) группу сингулярных 
i-цепей класса С°° на V с коэффициентами в локальной систе­
ме Л (у). Группы C'-{V, Л (/')) образуют комплекс, и интегри­
рование по цепям задает морфизм C'-(V> Л (y)){to}fi'- (V). Комп­
лексы C'(V,A(j)) и (Q'-(V), FlQ'- (V)) являются ковариант-
ными функторами ОТ V, а морфизм между ними — морфизмом 
функторов. 

Теперь включим логарифмические особенности. Для (V, V)QU 
(см. п. 1.5) пусть Qp ; 7 r : .= s Q^ | ^® 0 _Q^ i .F'Q^L:----
:-=Q^i7)®Q7F'Qj;.ie. Положим C'-(V, V, A(V)): = C-(V, 
A(i))iC- (V\V, A (i))— комплекс относительных _сингулярных 
цепей, Q'-(V, V):=TC(V, -V(K-o-), FW-(V, V):^TC(V, F'ti^J). 
Пусть П —• подкатегория П, ОЬЯ... = ОЫТ, содержащая те мор-
физмы /:(V, V){to}(U, U), для которых f(V\V)c:U\U. Легко 
видеть, что С' и (Q'-, FlQ'-)—ковариантныа функторы на П.,., 
причем стрелка предыдущего абзаца определяет функториаль-
ный морфизм С- (V, V, A(i))-+Q'-(V, V). _ 

Положим С®(У, V, А (i)).=Cone(E-Q'- (1/, V)@C'-(V, V,A (i))-> 
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->!...'• (V, V)), где стрелка — разность канонических вложе­
ний. Это ковариантный функтор на II.,,; имеем функториальный 
точный треугольник 

ту,У)...-+ф-(У,У)[-\]-*С'з>{У,У, A ( i ) ) -
{to}E'Q' (V, V)@C- (V, V, A (i))->.... 

Как в п. 1, мы можем определить С^-комплексы любой ди­
аграммы в П..,; в частности, определены гомологии симплициаль-
ных объектов и относительные гомологии вместе с соответст­
вующими спектральными и ТОЧНЫМИ последовательностями. 

Перейдем к алгебраическим многообразия. Пусть Sch^ —ка­
тегория схем конечного типа над R и собственных морфизмов, 
'Z^ciSch... — полная подкатегория гладких квазипроективных 
схем, П,:' — ППГГ* (см. п. 6), ал: = о\й:П9->-2Гт. 

Л е м м а 1.8.1. Предположим, ЧТО f:(V, V).->(Lf, U). из П*д 
индуцирует изоморфизм между гомологиями Бореля-Мура 1/.ап 
и (/.,„. Тогда /-,.:(*)' {V, V)->(*)'(U\ 7/)—квазиизоморфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, крайние члены тре­
угольника (•*)- (V, V") — это гомологии де Рама схемы V, i-й член 
фильтрации Ходжа—Делиня на гомологиях де Рама, и сингуляр­
ные гомологии Бореля—Мура схемы V. Лемма вытекает из стро­
гой согласованности j , . . с фильтрацией Ходжа и точности тре­
угольника (*)'. Н 

Из [29] вытекает 
Л е м м а 1.8.2, Пусть С —некоторая категория. Назовем 

функтор E:Sch»A-5-C(G:n,>A->C) топологическим, если для лю­
бого f:X.-*Y. (соответственно, g:(X, X).->(Y, F).), индуци­
рующего изоморфизм между гомологиями Бореля—Мура X.ап и 
У.ап, морфизм F \f)(Q (g)) является изоморфизмом. Тогда функ­
тор F^F-G.% осуществляет эквивалентность между категориями 
топологических. функторов на Sch*A и Й,д. Щ 

Применим 1.8.2 к ситуации 1.8.1. Мы получим точный тре­
угольник функторов на Sch^ со значениями в Du(A-mod): 

•••-H^(X.){to}H^(X.,A(i)){to} 

-+FWs>%(X.)m^(X.,A(i))->... 
Здесь Н^^—гомологии де Рама, E ' H ^ — i-й член фильтрации 
Ходжа —Делиня на них, HU {X., А (г)) — гомологии Бореля — 
Мура с коэффициентами в A (i), H^(X . , A (i))-~искомые 25-го-
мологии. В частности, мы определили 25-гомологии любых схем 
(как постоянных симплициальных схем). Относительные 2)-гомо-
логии, связанные с собственным морфизмом f\Y.-*X,, опреде-
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ляются точно так же: надо выбрать морфизм /:(V, V)->(U, U) 
в И,,, вместе с коммутативной диаграммой собственных морфиз-
мов 

V, >Х. 
в которой вертикальные стрелки индицируют изоморфизм в го-
мологиях; тогда Н̂ > (/, А (I)): = Cone (/,-.: С® (V, V, A (i))-> 
-->Ci2)(U, U, A(i)); имеем «vrai» точный треугольник в (смысле 
Делиня) 

не зависящий от произвола в выборе / и функториальный по / . 
Упражнение 1.8.3. Определите спектральную последо­

вательность, отвечающую сиплициальной схеме. (Здесь надо 
определить функтор (H^A:Sch*A{to}D+(A-modA); для этого при­
дется рассмотреть бисимплициальные схемы.) 

Лемма 1.8.4. Для любого замкнутого вложения /:У—X" 
имеет место канонический функториальный морфизм 

W'^f, A(i)) = \\'2>{Y\X< A{i)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что X гладкая и У — 

дивизор с нормальными пересечениями. Компактифицируем X 
так, чтобы (X\X)UY был дивизором с нормальными пере­
сечениями на X; пусть F —замыкание Y в X. Если вычислять 
гомологии Y при помощи обычного «симплициального разреше­
ния» Y (т. е. взяв в качестве V.-^V-f-Y коскелет нормализации 
F), то J^.sNC'sfiy, V, A(i))^C'3>{X,X, A (i))—вложение, 
причем естественное отображение фактора в Cg)(X\Y, X, A(i)) 
является гомотопической эквивалентностью (точнее, изоморфиз­
мом на й' и F'Q' и гомотопической эквивалентностью на G^»). 
В гладком случае все доказано. Если (X, Y) — любая, то надо 
выбрать гладкую собственную симплициальную схему U'., ее 
открытую подсхему U.сU. и собственный морфизм п:U.-+X 
такой, что лт1 (Y)IJ(U.\U.) — дивизор с нормальными пересе­
чениями на U. и выполнено условие когомологического спуска 
(сюръективность f/„{to}Cosk„skn_i.!7./X). Таким образом все сво­
дится к симплициальному варианту гладкой ситуации. 19 

Лемма 1.8,5 (Двойственность Пуанкаре), а) Пусть X — 
гладкая схема, dimX—n. Имеет место канонический изоморфизм 
H^(X, А {1))~Нф(Х, A (t + n))[2«]. 
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б) Пусть X как в a., /:Y.---X—замкнутое вложение, j:U: = 
=X\Yc~X. Имеет место канонический изоморфизм в D (A-mod) 
точных треугольников относительных гомологии и когомологий 

. . . {to}I% (Г, А (0) {to}Н^ (X/ A (I)) {to} 

...{to}H^)(/, A(j+n))[2n]{to}H2)(X, A(i + n))[2n]-> 
{to}14,(U, A ( o ) = (1'8-4)н^(/ , A (;)){to}... 

tl 
{to}H<£)(U, A(J+/z)[2re]{to}..., 

в котором два правых вертикальных изоморфизма происходят 
из а. Если Y^Y^X, то эти изоморфизмы согласованы с мор-
физмами треугольников, отвечающих (X, Yt) и (X, F-). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть (U, U)cJi^, a.M(U,U)==X, 
j:U<-U.. Рассмотрим комплекс пучков С'ги ^ ( А ^ ) ) на U, от­
вечающий комплексу предпучков V ->С (U, A {i))lC' (U\(U f] V), 
A(i)).Kcm,4T0C'{U:V)(A(i))^jJ*C(uJ7)(A(i)) и J*C{uJj){A (i)) 
— вялая резольвента пучка _А (i + я) [2n.] на U; кроме 
того, морфизм С (U, U, A (i)){to}r (U, C^— (A (i))) является ква-
зиизоморфизмом. Далее, очевидное вложение (Q^-ju E-) — 
— (Q''_.«,[ — 2/г], Fl'rnQ,/[ — 2n]) является фильтрованным квази-
изоморфизмом и все FlQ'/FinQ' мягкие; поэтому RT (Ц--—,. E') — 
= r(Z7, (Q' _ „, Fl+nQf))[ —-2«.]. Соединим эти два замечания 
в единый 25-комплекс: положим Cg> (A (t))(y щ — Cone (F'Q'© 
® С' (A (i)) {to} Q') [ — 1 ] — тогда 

RV {U, U, A (%) = r (U, C® (i-n))[-2n\ Z, 

ZC'£,(U,U,A{i-n))[-2ti]. 

Для доказательства а. осталось проверить, что этот квазиизо-
морфизм не зависит от выбора компактификации — это упраж­
нение для читателя. 

6) Заметим, что достаточно построить морфизм треуголь­
ников; он будет квазиизоморфизмом по а. Если V — дивизор с 
нормальными пересечениями, то он получается из объединения 
а. и начала доказательства 1.8.4. Если V произвольна, то надо 
поступить, как в конце 1.8.4. Мы получим симплициальную схему 
w.(U, U)-+(X, X) и искомый морфизм треугольников возникает 
из морфизмов 
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и 
А ('V.^'-^Oa»-^--5 (A {l)) (UoW-Л U0)an. 

Упражнение 1.8.6. а) Построить внешнее умножение 
Hg>(X)®H^)(F)->HS) (XX К) и показать, что оно согласовано 
с морфизмами прямого образа и двойственностью Пуанкаре. 

б) Рассмотрим категорию схем над гладкой схемой X и 
собственных морфизмов. Определить для любой У/Х П-произ-
ведение H&iX, А(1))®Н®(У, А (/)){to}Н<~,(У, АЦ + i)), согла­
сованное с морфизмами прямого образа (воспользоваться 1.2.3). 
Показать, что при изоморфизме двойственности Пуанкаре 
П-произведение переходит в и-произведение на относительных 
когомологиях. 

1.9. Циклы. Пусть У — неприводимая схема размерности п.. 
Тогда &А:Н®2п(У, А (-п))^Н'^2п(У, Л ( - / г ) ) - Л является 
изоморфизмом; пусть QXS)Y^H£ln (У, А ( — /г)) отвечает 16A. 
Отсюда для любой схемы X возникает отображение cl̂ -,: Zn (X) {to} 
-+Н'@2"(Х, А ( — «)), где Zn(X) — группа циклов размерности 
я на X, cl^,([K[): = iH. (cl^K) для неприводимой подсхемы 
i-.Y^X. Ясно, что елcl^.=-cLj-j — обычное отображение, сопо­
ставляющее циклу его класс гомологии Бетти. Если X глад­
кое, то, переходя по двойственности Пуанкаре к когомологиям, 
получим отображение c\S):Z'l(X)-^H%{X1 A(n)), Z" (X) -
циклы коразмерности п. 

Предположим теперь, что X гладкое, компактное и A—-Z. 
Тогда из треугольника (*) имеем точную последовательность 

0-±Уп(Х)-+Н%(Х, Z(tt)){to}Hdg'-(X){to}0, 
где С/*(Х)~Н^(Хт, С)/Н^(Хап, Z(n.)) + F"H^(Xan, С ) -
л-й якобиан Гриффитса, Hdg"(А") — группа Ходжа целочисленных 
циклов типа (п., л). 

Лемма 1.9.1. Пусть YeZ„ {X). Если d% (Г)6#.©2" (A', Z (-/г)) 
равен 0, то cl®(Y) совпадает с периодами Абеля —Якоби — 
Гриффитса цикла У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим целочисленную цепь 
i^cl^Y. Интегрирование по У (или по 1л.с1^У) задает распре­
деление cl (F) QF-nQ.'"2n (X). Тогда cl^ (К) —класс гомологии 
цикла (С1И.К), -*с1 ,®г . 0)вСф*и(Х, Z(-n)). Если cls{Y) гомо­
логичен нулю в X, то выберем sQC'2"'1 (X, 1(—п)) такой, что 
els — i^cl^Y. Вычтем из (dF(Y), i^cl^Y, 0) границу (0, s, 0); 
получим, что с1_2:>(Г) гомологичен (cl.= (K), 0, s). А это в точно-
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сти определение периодов цикла Y: чтобы их вычислить, нужно 
затянуть Y пленкой s и посчитать интегралы гладких форм по s. 

1.9.2. Наконец отметим, что отображение cl̂ > коммутирует 
с внешним прямым произведением; из 1.7 и 1.8.56 следует, что 
для дивизора Y на гладкой схеме X его класс cl̂ )(-V) совпа­
дает с с, (0(F)). 

1.10. Ж-гипотеза Ходжа. Пусть X—-гладкая компактная 
схема, а, Ь— два целых числа. Следующая гипотеза—частный 
случай гипотезы ЗЛО. 

Гипотеза 1.10.1. Если а<26 , то найдется замкнутая под­
схема i:Y<^X такая, что dimY<6— а и фактор Н£,(Х, 1(b)) 
по модулю замыкания подгруппы i^Hg, (Y, Z (b)) компактен. 

Поясним смысл гипотезы. Положим 

Hdgeft: =H'£(X, Z ( 6 ) ) n E u H ^ (АО. 
Имеет место точная последовательность 

0 {to} ДГаЬ{to}Н'£ (X, Z (Ь)) {to} Hdgab {to}0. 
Из условия a<2b следует, что Н'^~Х(Х, R(&))fl 

V\FbHgx% (X) = 0; поэтому Н£,(Х, Z{b)) является отделимой 
топологической группой со связной компонентой единицы ,7аь. 
Если аф2Ь, то УаЬ — Н'дг>(X, Z(6»; если а=2Ь, то Jab ком­
пактна и 1.10.1 совпадает с обычной гипотезой Ходжа. Если 
6 > 0 , ТО 1.10.1 вытекает из легкой теоремы Лефшеца. Пред­
положим теперь, что а<26><0. Тогда фактор ОйЪ по макси­
мальной компактной подгруппе—образу Н<?/"Х(Х, R(6)) —совпа­
дает с Н£(Х, R(b)); поэтому в 1.10.1 можно заменить 
Н£(Х, 1(b)) на Hg)(X,\K(p)). Заметим, что естественные 
отображения 

Н'У (X, ЩЬ -1)) П Fa-bH'^i {X) {to} 

->я; ; - ' (X, R (b-l))f^a-iFbH'ird (Х)-+Н£{Х,ЩЬ)) 
являются изоморфизмами, так что 1.10.1 означает, что любой 
(p, <7)-коцикд с р, q>j является линейной комбинацией циклов, 
приходящих в 25-смысле с подсхемы коразмерности j — сравните 
с обобщенной гипотезой Ходжа. Например, рассмотрим случай 
,а — 2Ь~\. Тогда гипотеза утверждает, что любой коцикл 
из Н'$~х (X, R(b — 1)) гомологичен линейной комбинации распре­
делений вида /Ф; здесь ~ = 2~46®0*(ii) —набор функций на об-
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щих точках 1 — -̂мерных неприводимых подсхем X такой, что 
-̂мерный цикл 2.drvq-r. равен 0; /ф —замкнутое распределение 

на X такое, что для (1---Ь, 1-й)-формы со класса С°° на X 
имеем \ i<p .©-=-= \ \ со • log-1 фЧ |. Заметим, что здесь весьма су-

11 11 щественны особенности носителя ф: если он гладкий, то все 
Фп — const, и мы получаем обычный алгебраический (1 — b, \ — b)-
цикл. 

Наконец отметим, что из \. 10.1 в.ытекает следующее утвер­
ждение: для любых целых i, / > 0 найдется замкнутая подсхема 
УсХ, codimK — i-— у + 1 такая, что образ Нф&^Х) 
в Hg)gi(X\Y) содержится в сумме F'H^cg (X\K) и комплекс­
но-сопряженного подпространства (воспользоваться точной по­
следовательностью относительных 25-когомологий с коэффициен­
тами в R). 

Я не знаю, как это доказать далее в случае поверхностей: 
нетривиальный пример — произведение двух модулярных кри­
вых — разобран в § 6. 

§ 12. РЕГУЛЯТОРЫ 

2.1. /(-теория Квиллена. Предполагается, что читатель зна­
ком с основными ПОНЯТИЯМИ /С-теории; в этом пункте будет 
сказно лишь несколько общих слов. 

2ЛЛ. /f-функтор Квиллена К является контравариантным 
функтором из категории схем в категорию фибрантных спектров. 
Он продолжается обычным образом до функтора на любых 
диаграммах схем: для диаграммы I имеем К (/): ==holim К (Xt). 
В частности, определены /("-функторы симшшциальных схем: 
K(X.): =ho1ifflK(Xi), и для морфизма f:X.-+Y. симплициаль-
ных схем определен относительный /.."-функтор К(/)== 
= K(Y.,X.) вместе с точным треугольником . . . ->К(/)-> 

-• 
->K(F.)->K(yY.)->... в гомотопической категории спектров. 
/"-группы определяются как гомотопические группы K:I(i(X) = 
= ntK(X); если X — схема, то Ki(X)=0 при г<0; для симпли-
циальной схемы X. имеем спектральную последовательность 
Е?'9, сходящуюся к К.Р.9(Х.), с Е$,Я = НРК-9(ХР). Далее, 
на /Г-функторе задано умножение: имеется естественное спари­
вание спектров { , };К(Х) АК(Х)->К(Х). Оно определяет умно­
жения { , } на /Г-группах симшшциальных схем и умножение 
{ , }:К. (Y)®K.(Y, X)-*-K.(Y, X) в относительной ситуации; 
это умножение (градуированно) коммутативно. 

2.1.2. Я не буду напоминать конструкцию спектров К (X), 
ниже нам потребуется лишь один факт: если X аффинна, 
то имеем каноническую слабую эквивалентность К0(Х)Х 
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XZTO(Bo(X)){to}(K(X))0. Здесь Д"0 (X) — (дискретная) группа 
•Гротендика векторных расслоений на X, BG. —стандартное 
симплициальное классифицирующее пространство группы 
G = limQL„, Z„—функтор Бусфильда-Кана [14], (K(X))0 —нулевое 
пространство спектра К (X). Отсюда для аффинной симплициаль-
ной схемы X имеем К^Х^^ЪоИт!^ [BG.\X.)\ при / > 0 . 

2.1.3. Имеется еще гомологический /(-функтор КГ(Х) из ка­
тегории схем в категорию спектров, контравариантный по от­
ношению к ПЛОСКИМ морфизмам и ковариаитный, по крайней 
мере с точностью до гомотопии, относительно собственных 
морфизмов. 

Для замкнутых вложений i :X — Y прямой образ /,.. является 
настоящим морфизмом спектров (а не только гомотопическим. 
классом) и задает канонический точный треугольник локализа-
ции K'(X)->K'(Y){to}K'(K\X) в гомотопической категории 
спектров (здесь /:Y\X—Y—-открытое вложение). 

З а м е ч а н и е . На самом деле прямой образ относительно 
собственных морфизмов также, более или менее, является на­
стоящим морфизмом спектров; в частности, определены. 
/('-функторы диаграмм собственных морфизмов (см. [23]). 

Гомотопические группы К' суть /('-группы Квиллена. Далее, 
K'(X) снабжен естественной структурой K(X) -модуля: опреде­
лено спаривание K(X)AK'(X){to}K'(X), являющееся отображе­
нием ковариантиых функторов по отношению к плоским мор­
физмам и удовлетворяющее формуле проекции по отношению 
к собственным морфизмам. 

Имеет место канонический морфизм K(X)->K'(X). Если X 
регулярна, то "это изоморфизм (двойственность Пуанкаре); 
поэтому для регулярной X и замкнутого вложения У—X" 
точный треугольник локализации задает изоморфизм i.i::K'(Y)-> 
~>К(Х, X\Y) в гомотопической категории. В частности, если 
Y тоже регулярна, возникает точный треугольник локализации 
K(K)->K(X)->K(X \Y) в /С-теории. В § 7 нам потребуется 
его вариант для относительных /С-функторов: 

Л е м м а 2.1.4. Пусть i\Y^-X—замкнутое вложение, S.-^X — 
симплициальная схема над X. Положим j :U: = . Y \ K — X , 
Sy.: =YXS , S£/.:==U X S . Предположим, что все означенные 

-г х 
схемы регулярны и все морфизмы Sk {to}X Tor-независимы от i. 
Тогда имеется естественный точный треугольник локализации 

K(Y, Sr.)-->K(X, S.)->K(U, Si/.). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы Квиллена о резольвенте 

[29] следует, что K(.Y), К (S,.), K{X, S.) можно определить, 
исходя из точной категории пучков на X и S f t, плоских отно­
сительно любого структурного морфизма St-+X, Sc-s-S/.. Для 
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так определенного K(X,S.) имеется очевидный морфизм 
г.,.:К(Г, SV.){to}K (X, 5.). Теперь лемма вытекает из точных тре­
угольников локализации для Syk —S/, и K — X и того, что 
holim переводит точные треугольники в точные, ц 

2.2. Операторы Адамса, .i^-когомологии. В [26, 31] были 
определены операторы Адамса ^Р, pgZ+ на /C-rpynnax квази-
проективных схем. Для аффинной X они являются стандартными 
линейными комбинациями отображений Z„ [BQ. (X)]-^ZCO[B0. (X)], 
связанных с внешними степенями. Для аффинной симплициаль-
ной схемы X. внешние степени определяют отображение косимп-
лициальных систем ZM |BG. (X.)]; согласно 3.1.2, мы получаем 
операторы Адамса на Kj аффинных симшшциальных схем при 
j > 0. Определим теперь действие ^р на /^-группах любой 
регулярной схемы X: для этого заменим X на аффинное гипер-
покрытие—/С-функтор от этого не изменится. Аналогично опре­
деляются операторы Адамса на относительных А!"-группах. 
Свойства tj>p: все они коммутируют друг с другом; если 
К{-1) (X)c:K.(X)®Q — подпространство, на котором i|)-° действует 
умножением на pl(iQZ, i>0), то К{.1) (X) не зависит от р 
и K.(X)®Q=®K[i'> (X); то же для относительных ДГ-групп-

2.2.Г Обозначение. Пусть X — регулярная схема или 
аффинная (симплициальная) схема. Положим Н1^ (X, Q (£)): = 
;=K^-j(X), ch^\Kt(X){to}еЯ2^-'(X, Q(i))-сумма проекций. 
Аналогично для относительных когомологий. 

Ясно, что на J^-когомологиях имеется естественное умноже­
ние такое, что ch^ —изоморфизм колец (мы будем обозначать 
его U или{,}); есть естественный морфизм Н'[Х, 0x){to} 
-+Н'^(Х, Q(l)) и имеют место обычные факты: теорема о ко-
гомолопшх проективного расслоения, точная последовательность 
относительных когомологий и т. д. 

2.2.2. Ясно, что для схемы X Н1^ (X, Q (г)) = 0 п р и / > 2 ( 
(так как Кп = ® при /г<0). Если X — спектр поля, то из [31] 
вытекает, что Н^ (X, Q(i)) = 0 при j>i. Видимо, Я ^ = 0 
при у < 0, но у меня нет доказательств. 

Замечание . Недавно В. В. Шехтман определил опера­
ции i;;.9 на уровне спектров. 

2.2.3. Теперь перейдем к гомологиям. Фиксируем поле к; 
пусть Sch. — категория квазипроективных схем над к и собст­
венных морфизмов. Для XgSch... на К'. (A')®Q можно опреде­
лить следующим образом операции Адамса ^р. Вложим X 
в гладкую схему Г; тогда К'(Х) = К(У, Y\X). На K(Y, У\Х) 
действуют операторы typ. Зададим оператор г|/р на К' (X)®Q 
формулой \jffp (I) — Y (I) • 0J1 (Qy/!l); здесь 9;, {Qy/k)eK0 (Y)—кан-
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нибальскиП класс пучка Qy/b. Так определенный Ц'Р не зависит, 
как легко видеть, от вложения X^Y и является Аморфиз­
мом Л". (А')-модуля К'. (X)®Q. Далее, все ц'р коммутируют 
между собой и с морфизмами прямого образа, а также с мор-
физмами обратного образа для этальных Х~->Х. Как раньше, 
K\(X)®Q*=®zK'.ll)(X), где ^ ' ( А О д а — подпространство, 
отвечающее собственному значению /?< оператора \\)"; положим 
Н'Ь(Х,(Ь(1)): = Кг\Ч}{Х), tst:K/(X)<8>Q^@N'2,-l{X1 Q(i))-
тавтологический изоморфизм.Ясно, что иа Н^ имеется естественная 
структура Я .^-модуля, причем т ^ является ch ̂ -морфизмом 
модулей. Далее, Я^--ковариантный функтор относительно 
собственных и контравариантный относительно этальных мор-
физмов; имеется длинная точная последовательность гомологии 
для замкнутого вложения. 

2.2.4. Следующий факт вытекает из 2.2.2. Пусть X-неко­
торая схема, а, Ь& и uQH{^ (X, Q{b)). Тогда найдется замк­
нутая подсхема i:YcX такая, что dimY<-b- а и 
a(.i»H^(K,Q(6)). Ср. с гипотезой 1.10.1. 

2.2.5. Сопоставим n-мерной неприводимой приведенной под­
схеме YaX образ [Oy)ej(0'{X) в H'^iX, Q{—n)); получен­
ное отображение cl^:Z„(X){to}#'^2"(X, Q(-n)) отождествляет 
Н'"2"(Х, Q(-п.)) с группой Чжоу CH„(X)®Q -̂мерных циклов 
на X по модулю рациональной эквивалентности. Далее, если 
X — m-мерная гладкая схема, то морфизм Н'^ (Х)-модулей 
H!rf(X. Q(*))->H^2m(X' Q(•-•»». переводящий 1 в c l^ [X], 
является изоморфизмом (двойственность Пуанкаре). 

2.3. Разобравшись с «универсальным» случаем, перейдем к 
наброску конструкции характера Чженя и теореме Римана-Ро-
ха ДЛЯ конкретных когомологических функторов, например, для 
£2)-когомол(Я'пн. За подробностями доказательств мы отсыла­
ем к [22] или к неопубликованной диссертации В. В. Шехт-
маиа. 

Пусть '•'/—некоторая категория схем над k, содержащая все 
гладкие квазипроективные схемы, снабженная топологией За-
рисского. Фиксируем коммутативное кольцо A=)Q. Предполо­
жим, что иа '& задан набор комплексов пучков А-модулей 
r(i)f.D {|(?/', A), i9Z, и морфизмы U :Г (0®Г(/)->Г(/ + Д 
с0:А->Г(0), сх:Ф*[ — Ц-*-Т(\) в ВЦ?/, А), удовлетворяющие 
следующим аксиомам: 
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а. IJ-произведение коммутативно и ассоциативно; с0 — еди­
ница для IJ. 

б. Пусть neZ, л > 0 . Положим £==£- (О (1))бЯ2(Р/-ге, Г (1)). 
п 

Тогда естественный морфизм ©я*л(.-)(ип*х: ® Г (у — г) [ — 2i]-> 
->7?яХЗ!Г(у)рлхА. является изоморфизмом для любой XtW и /6Z 
(здесь яр«, я,—проекции P"XX на сомножители). 

Следуя Гротендику. для любого расслоения Щ над схемой X 
(обычной или симплициальиой) мы можем определить его классы 
Чженя c i r (ЩеН21(Х, Г (г)) и характер Чженя chT(g)e®H2l(X, Г (i)), 
удовлетворяющие обычным тождествам. 

Определим теперь характер Чженя в высшей /С-теории: 
морфизм chr:Kj(X)^®H2i-J(X,T(i)), совпадающий с обычным 
chr на К0(Х). Заметим, что для любой пары X,, У. симпли-
циальных схем у нас есть морфизм A [Horn (У , Х)\ -> 
{to}#Hom(-?r(X.,r(J))A, RV(Y., Г(г))л) в производной категории 
Д°ХА A-модулей (здесь Hom(K.,X.) рассматривается как 
Д°X А-множество; А [Нот (У., X.)] — соответствующий свобод­
ный A-модуль; RT(X., Г (-J))A6D+(A-iriodA) — сечения Г(£), рас­
сматриваемые каккосимплициальная группа; .z?Hom:D+(A-modA)°X 
X D+ (A-modA)o _> D"1" (A-modA°xA ) — естественное спаривание). 
В частности, переходя к нормализациям, мы получаем морфизм 
W{X., Г (г)) {to} Horn (sNA [Мот(Г., X.)], RT (У., Г (0) [У]). При­
меним это замечание к случаю X. =В 0 . , Характеру Чженя 
универсального расслоения над X. отвечает морфизм 
sN А [Во. (Г.)] {to} ®RY (У„ Г (i) Щ). Если У. аффинна, то, объеди­
няя эту стрелку с каноническим морфизмом holimZ^Bo. {У.)\—> 
{to}holim A [B0. (У.)], мы получим искомый морфизм К,(У0) — 
= n;holimZ00[BG-(K'.)]{to}©//2i--'(F,r(i)) п р и / > 0 . Чтобы опре­
делить chr для произвольной, не обязательно^ аффинной, схемы У, 
нужно выбрать аффинное гиперпокрытие F.{to}F и определить 
chr как композицию К, (У) {to} KAY.) {to} ФЯ-'^(Р.. Г U)) <~ 
~ ®н21-з [У, г (i)). 

У т в е р ж д е н и е 2.3.1. Характер Чженя chr является мор­
физмом колец, chr (K{jl) (У)) с / / - ' - ' (г, г (;))• ш 

Отсюда возникает канонический морфизм колец 
г г :Я'^(Г, Q(.)){to}#*(F, Г(.)) такой, что сЬг = г г сЬ^; ясно, 
что на 0*(Y)®Q = H^. (У, Q(l)) морфизм гг совпадает с с-. 
Конечно, rr — это то же самое, что chr, но нам будет приятнее 
иметь дело с ним. 

В качестве упражнения предлагается определить ch r, rr 
для относительных АГ-групп. 

З а м е ч а н и е 2.3.2. Недавно В. В. Шехтман определил ch r 
на уровне спектров. 

Перейдем к гомологиям и теореме Римана-Роха. Пусть 
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J fc™,Jn Г^Т°ГИЙ На ^* Удовлетворяющая аксиомам а), 
б). Скажем, что Г(.) удовлетворяет двойственности Пуанкаре, 
если существует набор функторов Н'(., rm):SchA{to}D4A-mod 
вместе с изоморфизмами двойственности Пуанкаре Н' (Y, Г U)) — 
- R r 3 - ( A , r ( I + dimX)[2dimX]) для каждой пары У с * , где 
^-гладкая, Г-замкнутая подсхема в X, причем выполнены 
следующие аксиомы: ^ 

i 
в) Если lV^^X - замкнутые вложения и X гладкая, то 

морфизм Н'(Г1,Г(.))-,Н'(К21Г(.)) переходит п р и двойствен-
поста Пуанкаре в канонический морфизм RTri{X,Y(•))-> 
-->/^1 к, (А, (1 (•)). 

г) Пусть У с * — гладкие, dimX-dimY — 1. Тогда диаграмма 

z — /tfv(X,e>*)[1] 

#r(Y?r(o)){to}/?rr(jf,r(i))[2] 
коммутативна (верхний изоморфизм - канонический нижний 
возникает из двойственности Пуанкаре). 

д) Пусть X — гладкая схема, Хи Х2 — гладкие подсхемы X, 
пересекающиеся трансверсально, УсЛГ,; ,V=dimX— dimXi 
Тогда диаграмма 

яг у (Хь г (о) =RTy(x, г (г+лорлф 
I 1 

Я-Vn*. № П Хь T(i))=*RTrr[X, (Х2, Г (* + Л0[2ЛП) 
коммутативна. 

е) Пусть f:X'-+X— собственный морфизм гладких схем, 
УсХ, }":=./-• (К), N=d\mX~uimX'. Тогда диаграмма 

ЯГу(Х,Г(1))9 ПГ(Х\Гф) - RrY(Xira))<HRr(X,r(j.i-N)[2N]) 

«г(у;гау® Rr(x',r(p игу(х,га+}^)[2Ю) 

'RrYi(X\r(l+}))' 

коммутативна. Кстати, заметим, что Н' и двойственность Пуан­
каре восстанавливаются по Г (/) однозначно. 

Итак, пусть Г (-) — теория когомологий, удовлетворяющая 
двойственности Пуанкаре. Положим Н"(Х, T(j)):=Hl(R'(X,T(j)). 
Тогда С„ определяет для любой неприводимой схемы Y размер­
ности N морфизм A{to}#'-2A'(Y, Г(-N)), откуда для любой 
схемы X возникают функториальные морфизмы clr: Zn (X) {to} 
~>Н'-2" (Х,Т(-п)) (cp. L9). 

Пусть теперь Y — произвольная схема. Вложим Y в гладкую 
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/г-мерную схему X как замкнутую подсхему. Тогда K/(Y) = 
~Kj(X, X\Y). Используя эти отождествления, зададим мор-
физм хг:К/ (У)->©Н'21-^ (Y, Г(г)) формулой тг(а): — ch r(«)X 
XTd(X), где Td(X)£@H2i(X, Г(г)) — род Тодда схемы X. 

У т в е р ж д е н и е 2.3.3. тг не зависит от выбора X и пере­
становочен с морфизмами прямого образа; имеем тт{К/l))cz 
# ' - w ( r ( i ) ) . Ж. 

Отсюда возникает гомологический морфизм 
г Г : Я ' ^ (Г, Q(/)){to}//"(Г, Г (у)) такой, что г г т^=-т г . Если YczX, 
Xгладкая, то это гг-морфизм //•(А')-модулей; кроме того, 

Из результатов § 1 следует, что Н® удовлетворяет всем 
требованиям этого пункта; таким образом, для схем над R мы 
получаем естественные преобразования х@:Н^(Х, Q(-)){to} 
-*Н*з>[Х, А(-)), х'з)\Н'^(Х, Q(-))~>H®(X, А{-))\ назовем их 
регуляторами. Вот их первое нетривиальное свойство: 

У т в е р ж д е н и е 2.3.4. Предположим, что гладкая схема X 
компактна и -?<2t — 2, или X произвольна и либо J>.dimX-f-l, 
либо Z<i . Тогда группы тд)Н1^ (X, 0.(1))<=.Н@ (X, А (/)) не 
более чем счетны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что X — схема над С. 
Выберем счетное алгебраически замкнутое подполе kcrC, над 
которым определена X, т. e. Х = Хй®С для некоторой А'0 над 
к. Покажем, что г@Н1^ (X, Q(i)) — т^Н1^ (Х0, Q(t)); поскольку 
последняя группа счетна, отсюда вытекает 3.4.4. В самом деле, 
пусть cxg//^ (X, Q(i)). Тогда найдется алгебра R конечного 
типа над k, элемент а 0 б Я ^ (X®/?, Q(i)) и J6Spec/<? (С) такие, 
что a — i* (а0) (см. [28]). Выберем k-точку V в той же связной 
компоненте Spec/?, что L Согласно 1.6.6.2, имеем г,^ (а) .-= 
-=r2)(/*(a0))==rS)(i /*(a0)), что и требовалось. В 

Из п. 5.2 вытекает 
С л е д с т в и е 2.3.5. При / > 1 образы регуляторов Бореля 

Ki (C){to}R — счетные множества. 
2.4. КОГОМОЛОГИИ мотивов. Покажем, как перевести выше­

сказанное на язык мотивов Гротендика; напомним основные 
конструкции [6, 18]. 

2.4.1. Фиксируем числовое поле E; для квазипроективной 
схемы X ПОЛОЖИМ Н"^(Х, Е (•)): — Н*^ (X, Q(.))®E. Это 
биградуированная E-алгебра, контравариантно зависящая от X. 
Пусть Wit—категория гладких проективных схем над k\ благо­
даря двойственности Пуанкаре, Н\^(Х, Е (•)) является также 
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ковариантным функтором от Х&?и- Определим аддитивную 
E-категорию соответствий С (к, E), объекты которой совпадают 
с объектами V, а морфизмы определяются следующим образом: 
Обозначим через Е \Х\ объект C{k,E), отвечающий Х&Ук; 
тогда 

Hom(E [X], Е [Y\): =H^mY(XxY,E(i)) = CHmmr (XxY)®E; 
композиция морфизмов определяется как композиция соответ­
ствий: для /eHora(E[X+ E[.Y2]), geHorn(E[X-], E [X:i]) имеем 
g°f = pi3*(.»u(/)Up23(g)). ГДе Pi\:XiXXjXXs-»-XtxXj~про­
екции. Имеем очевидный функтор Vh -+ G (k, E), тождественный 
на объектах и сопоставляющий морфизму класс его графика. 
Функтор НМХ, Е (.)) на Wk продолжается до аддитивного 
E-функтора' Я*^ (?, Q (-)) на С (А, Е):И\{Е\Х\, Q(-)): = 
: = Н*^ (X, Е (•)), для / 6 Нога (E [Хг], Е [Х2\), аб#*^ (E [X2]) 
имеем / * (сб) •= -л;.̂  (_/" и it2* (а)). Категория эффективных E-моти-
вов -#e}f(k, E) определяется как псевдоабелева оболочка 
С(k, Е): к объектам С(k, Е) формально добавляются образы 
идемпотентных эндоморфизмов; Н*^ канонически продолжается 
до аддитивного E-функтора на ЛеП(к, E). На категории 
ЛеП (k, E) имеется естественная операция ®, индуцированная 
прямым произведением многообразий над к\ отметим, что Н^ 
не коммутирует с произведением: для когомологий Н^ нет 
формулы Кюннета. В категории ЛеП(к, Е) имеем естественное 
разложение E [P /j1]=E [Speck]®E (— l)A; E (— l b называется 
мотивом Гэйта. Определим категорию E-мотивов Л (к, E ) 3 
ZDMen(k, E), локализуя Лш(к,Е) по функтору M{to}/W®E ( —1). 
Любой мотив имеет вид M(k): -=M<S>E (к) для некоторого 
М£МеП, k& (где E(k): = E ( - 1 )®-A); для Ми М%аЖеП и k& 
имеем Hornj-aff [Мх, М^=Нотм(Мх (k), /W2(k))- TaK как при 
k < 0 и MeJtln имеем HJ^(M{-k), Q.{l))=*H'#*{M, Q(i — k)) 
(формула для КОГОМОЛОГИЙ P ' X X ) . мы можем продолжить Н^ 
до функтора на Л (к, Е), потребовав выполнения этого равен­
ства для любых k£Z, 

Итак, мы определили функтор Н^ на категории E-мотивов. 
Пусть Г-теория когомологий в смысле 2,3, удовлетворяющая 
двойственности Пуанкаре, А—кольцо коэффициентов Г. Тогда 
на Ж (к, Е) возникает функтор М'-Яг(/кГ, А (•)) вместе с 
естественным преобразованием х?:Н^ {to} Яг: положим 
Щ(Е[Х], Л ( . ) ) : = Я * ( Х , r({cdot}))®E... 

Таким образом, на Л (к, Е) определяются обычные когомо-
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логические функторы: 7/^># (/И), Н'(М, Q/(*)) и, для k = R, 
FQ-.(M Q(*)), Нф(М,АО). 

Отметим, что .A®E-модули N*(M, A (*)) всегда свободны 
(см. [18], 2.5), так что можно говорить об их размерности; 
это нам понадобится в § 3. 

2.4.2. В следующем параграфе нам потребуются .^-когомо-
логии, отвечающие «целочисленной» части мотива над Q. 
Попробуем их определить. Пусть X—-гладкая проективная 
схема над Q. Предположим, что X допускает регулярную 
модель Хг над Z. Тогда образ Н"^{Х2, Q(-)) в Н*^(Х, Q(•» 
не зависит от выбора Xz. B самом деле, пусть Л'-- — другая 
регулярная модель. Пусть Х"г —• какая-нибудь третья собствен­
ная схема над Z вместе с морфизмами Хт*^Хг->Х%> являю­
щимися изоморфизмами на общем слое; утверждение следует 
из коммутативной диаграммы 

В § 3 нам придется либо ограничиться схемами над Q, допускаю­
щими регулярные модели над 2, и их мотивами, либо принять 
следующую гипотезу. 

Г и п о т е з а 2-4.2.1. Пусть X — гладкая проективняа схема 
над Q, Хг — собственная схема над Z (возможно особая) такая, 
что XZ©Q.=-A\ Тогда образ К'(XZ)®Q в К' (A')®Q= -K(X)®Q. 
не зависит от выбора Хг и инвариантен относительно операций 
"1> и морфизмов обратного образа, ц 

Если 2.4.2.1 верна, то мы можем определить группы 
Fj.». (Mz. Q (•)) для любого E-мотива М над Q, исходя из групп 
ch^(lm(K'(Xz)®Q~yK(X)®Q.)c:H*a(X>Q(-)) для гладких про­
ективных схем X над Q. 

Гипотеза 2.4.2.2. Пусть E—-поле конечной характеристи­
ки, cha rE-p . Тогда /C/(F)®Q=/C,'"(F)®Q, где Кт(.F)—коль­
цо Милнора поля F, и kt(F)®Q=0 при i >degtrE/F / ) д . 

Согласно [30], 2.4.2.2 эквивалентна тому, что Ha
a{F,Q.(b))i=0 

лишь при 0<a=»b<degtrE/Fp . Если эта гипотеза верна, то 
для любой схемы Y/F,, группы Н'^(У, О.(Ь))ф0 лишь при 6 < 0 
и — b<b — a<di.mY, и для любой гладкой проективной X/Q 
имеем HJ^{XZ, Q(t)) = IiJ^ {X, Q(i)), кроме, быть может, тех 
(i, j), для которых i<dimA' + l и i < / < 2 i — 1. 

Следующую гипотезу сообщил мне когда-то А. Н. Паршин. 
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„ £ ™ т ^ з а 2"4-2-3- Е с л и ^-гладкая схема над F_, то /C/(Y)®Q=0 при г=5--0. Р 

Из нее следует, что Н1^ (X, Q(i))/H^ (Xz, Q(0) зависит 
при / < 2 J - - 2 лишь от вырожденных слоев Хг-

2.5. Арифметический индекс пересечения. В этом пункте 
приводится многомерный аналог конструкции Аракелова [1] 
высоты Нерона-Тейта точек на кривых. 

2.5.1. Локальный индекс в оо. Пусть XR=X—-гладкая 
собственная схема над R размерности Л/, г^'1{Х)®А, 
/=-=0, 1, —циклы на X. Предположим, что /0 + /1=--Л^+1, 
suppzoflsuppz, —0 и классы cl® (Z,)6# J (X, A (/•)) рав­
ны 0. Сопоставим ИМ класс (г^г^^вН®*1 {X, Л(Л/ + 1))-= 
= Нд>я (Х)/Н% {X, A(N + 1)) и число [z0 f] «JeR** следую­
щим образом. Пусть Ui = X\suppzj:U1UU2 —X- Так как 
c l ^ Z ^ O в Нф(Х), найдутся Ф^Я^'""1 (<-Л. A(t4)) такие, что 
dfl>l = dg)(zl)(iH^j(X1 Ui, A(li)) в точной последовательности 
пары (X, U,). Тогда (*0n.Zi).o: =-=<?(90UcPi). где 5:Hi>(U0nUi)-->-
~>H'+l(Х)~дифференциал в последовательности Майера-Вието-
риса для {Uo, Ui}« Положим [з;0П .г^оо: = n#(z0r\Zi)o£ 
{in}H©(SpecR, A(1)) = R*4' (где n:X{to}SpecR —структурный 
морфизм). 

Лемма 2.5. Га) Класс (z0f]Zi)oo (и число [z-nzi]») зависит 
лишь от zit а не от выбора ф;. 

б) (2.п П г,)-,» = (2 in г0)оо. 
в) Пусть ij:Supp2i'--X—вложение. Тогда (2.0n2i)s> — 

— 1̂Ф (iiXncl^!), [г0П21]оо = я!1!(г*ФоПс121). 
г) Предположим, что cl^(z0)e#;$(XR, Q(/0)) Равен 0. Из 

точной последовательности локализации найдется Фо^бЯ j ^ X 
X(U0,Q(l0)) такой, что d0%=d# (20)6H^°(X. -jo. Q(-6))- Тогда 
(г0П 21)00-=^!*(h*%^ Пcl^z1), [2 0 П гД^г&л , , ( i ^b^d^z , ) . 

Доказательство а) следует из Майер-Виеториса для {U0> -А} 
и последовательностей пар для (X, U t)\ б)-из коммутатив­
ности U; в) : рассмотрим морфизм точных последовательностей 

н(и0)®н- (£/,)-+#'(ад Ui)-^H'+1(X) 
А II - Т(? 

#•(£/..) ^ U o n U o i H ' ^ o - ^ o n U i ) . 

Имеем (20 п г1)3> •= д (Ф0 U ~0 = ёдх (Ф0 U ФО = е (% U с1гО -
---•^•(-ЛФоПс^О, ч. т. д. Наконец, г) следует из в) и естест­
венности r£>. И 
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2.5.2. Локальный индекс в конечных точка)... Рассмотрим 
регулярную плоскую проективную схему Х2 над Z размернос­
ти N-\-\. Пусть zfcZ '(Xz)—-циклы на Xz такие, что i0 + --i-— 
= JV + 1 и (supp z0 f] supp Z^QCZXQ пуст. Выберем конечное мно­
жество {p.}crSpecZ такое, что S: = suppz0n suppler \}ХР t 
слоев X над pt; пусть >L/,-—.-Y\supp2;. Положим 20n{cdot}2i — 
--=2(гоП21)р1 = с1г0ис1.г1бЯ^+лп ,№, UoU-VbQ^+l))-
= Я ' - ( 5 , Q(0)) = H'°(SPr Q(0)), здесь el z,GH.£ (Xz, UhQ(lt)); 
наконец, [20П 2i]P/: = пр^ (20П ^1)^ (nPl:SPl -->Spec Z/pZ —струк­
турные морфизмы). Ясно, что индекс пересечения коммутативен 
и, если i1:suppz1

c-X", имеем (zl)f\zi) = i1;l.(ii* clz0C\Zi). Теперь 
предположим, что cl20 s H2^(XZ, Q(̂ o)) равен 0. Тогда най­
дется Фо^бЯ2'0-1 (Urn Q^o)) такое, что с120 = ^0ф0^. Из сов­
местимости точной последовательности локализации с прямыми 
образами следует, что (z0n 2i) — iu. (d0(ii*:P0f] z{)) и [г-оП^Ь.— 
= (̂Р()Я(р.)*(̂ *'РоП %\) (здесь (p.) означает локализацию вне 
Д А = 0, ^ ^ ' ( S p e c Z / ^ ) , О ( 1 ) ) ^ Я - ( З р е с г / ^ г , 0 ) = О , 
n^^'.P^.-j-s-SpecZ^.-, — структурный морфизм; заметим, что 
H'(SpecZ(P), Q(\)) = Z\Pl)®Q и д {pt) суть ord(Pi). 

2.5.3. Глобальнмй индекс. Предположим, что мы находимся 
в ситуации 5.2 и г, гомологически эквивалентны 0 на общем 

слое —это означает, что образ zt в Я2!'(XR, (R (£.)) <---

— Я^,'(Л'я> R(i,)) рав-̂ н 0. Если zt не пересекаются на общем 
слое, то согласно 5.1 и 5.2, у нас определены числа [z0 f) .г•l]-.-(--
R:i:+ '".--. R и [-гоП-г̂ рбО для pgSpecZ, отличные от нуля для 

конечного числа р. Положим [г0П zx)z: ----фоП z^ —• 
— {sum} In р [20 П С:],,. Если d г-бЯ2^ (Xz, Q (i0)) равен 0, то, выбирая 

р 
Фо^ как в п. 5.2, имеем, согласно 5.2 и 5.1.2: [z0f] zx\z = 
= ("2>— Slny9.ordp/)n(p(),!(-:i*cPori-2i)— 0. так как морфизм 
r®—Sln/>-ordPi:H1(SpecQ,Q(1)) = Q*®Q{to}R равен 0 по 
формуле произведения. Отсюда, так как по лемме о сдвиге 
любые два класса в Hj(Xz, Q(i,)) = CH '(.-YZ)®Q можно пред­
ставить циклами, не пересекающимися в общем слое, мы полу­
чаем симметрическое спаривание [,]z между подгруппами 
Hj(xz,Q.(li))0cHj(Xz,Q.(li)), состоящими из циклов, ГОМО­
ЛОГИЧНЫХ 0 на общем слое. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е . 

ДЕФОРМАЦИИ КЛАССОВ ЧЕРНА 

В этом приложении мы построим касательное преобразова­
ние к характеру Черна — характер Черна в аддитивной /(-тео­
рии. Первое следствие этой конструкции — совпадение для 
Spec R, Spec С нашего регулятора с регулятором Бореля. В за­
ключение мы приводим формулировку недавней теории Цыга-
на-Фейгина, утверждающей, что для аддитивной /(-теории ха­
рактер Черна является изоморфизмом. 

П1. Маленькие алгебры. Пусть A — абелева тензорная ка­
тегория. Если /?•—косимплициальная алгебра, то стандартное 
U-произведение задает на N (/^-нормализации /^--структуру 
дифференциальной алгебры. Заметим, что если R- коммутатив 
на, то N (R-) уже не обязательно такова. Однако имеет место 

Л е м м а - о п р е д е л е н и е П1. Назовем косимплициальиую' 
алгебру /«.?• с единицей маленькой, если она коммутативна, по­
рождена R0 и R1 и (Кег SO-CTJR1 равен нулю. Назовем диффе­
ренциальную алгебру Q- с единицей маленькой, если она ком­
мутативна и порождена Q°, Q1. Тогда /V устанавливает экви­
валентность категорий маленьких косимплициальных и маленьких 
дифференциальных алгебр. 91 

В дальнейшем нас будут интересовать две абелевы тензор­
ные категории: категория Vect (/г) векторных пространств над, 
полем /г характеристики 0 и категория комплексов C(fe): = 
= С (Vect /г)); Vect (k)czC(k) как полная подкатегория комп­
лексов, равных 0 вне степени 0. Косимплициальные алгебры 
над Vect (Л) (С(/г)) будем называть с (соответственно, ее?)-ал­
гебрами; дифференциальные градуированные алгебры над 
Vect (/г) (С(/г)) — d (соответственно dd)-алгебрами. Лемма А1 
устанавливает эквивалентность категорий маленьких с и <£• 
(соответственно cd и dd)-алгебр. _ 

Для маленькой с-алгебры /?-_пусть Й* (/?•) — универсальная. 
маленькая cd-алгебра такая, что QP(R-) = R- (ясно, что й*(/?•) — 
фактор Q* (R-) по сй-идеалу, натянутому на [Ker S.*:Q* {Rl)-+ 
{to} Q* (/?°)]~. Аналогично для маленькой d-алгебры Q определим, 
маленькую dd-алгебру Q* (Q-); имеем Q* (NR-)^NQ* (R-),' 
Отметим, что dd-алгебра Й* (Q*) является универсальной в 
классе всех коммутативных dd-алгебр: если Л*-—коммутатив­
ная dd-алгебра, то любой морфизм d-алгебр Q-{to}A°- однознач­
но продолжается до морфизма Q*(Q-)--"-"-*"• 

В дальнейшем комплексы над С (k) мы будем отождествлять 
с бикомплексами; бикомплексу ^-отвечает комплекс {to}X*°{to} . 
_>j('*i_> н а д C(k); соответственно, нормализация проводится 
по градуировке. Для X*- через HL(X*-) будем обозначать ко-
гомологии комплекса со свернутой градуировкой; через X»--— • 
i-й член глупой фильтрации по *. 
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П2. Комплекс Вейля. Пусть ©—конечномерная алгебра Ли 
над к. Для ©-модуля V обозначим через С-(©, V) стандартный 
комплекс коцепей © с коэффициентами в V. 

Рассмотрим комплекс С- (©): — С- (©, k) —коцепи тривиаль­
ного представления. С-(@) является маленькой d-алгеброй; по­
ложим №*•:--=&* (С-(©)). Ясно, что W"V.= 5'e/®A-'"'e/ (в—век­
торное пространство, двойственное к ©), причем дифференциал 
d*W4->Wl+l'i есть дифференциал Кошуля, a d:W'J~>\Vl-J+i — 
дифференциал комплекса С- (®, S1 (©')) коцепей i-й симметричес­
кой степени коприсоединеииого представления. В частности, при 
/ > 0 комплекс \V*J ^-ацикличен. Отсюда следует 

Лемма П2.1. М'фУ*-) = 0 при /=£0; //<-(№*•) = £; 
H.-<(W>'--)-=S<(©')®. В 

Предположим теперь, что © редуктивна; пусть Er'—спек­
тральная последовательность W относительно фильтрации W>P>\ 

Лемма П2.2. Имеется канонический изоморфизм, совмести­
мый с умножениями Я ^ — Я ^ © ) ^ ^ © ' ) ® . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, E f ?==Я'7""-0(@, S-0^©')). 
Но если © редуктивна и V — полупростое конечномерное пред­
ставление @, то Я-(@,1/) = Я-(©)®1/®. Вб 

ПЗ. Когомологии де Рама BG. Пусть G-редуктивная 
группа над k, @-ее алгебра Ли, Ва=классифицирующ ее простран­
ство G (см. 1.7.5). Нам потребуется следующий список сведений. 

У тв ер ж д ение- ПЗЛ. а) Существует канонический изомор­
физм #<2).#(G) ->Н"(Щ, происходящий из отождествления ком­
плекса коцепей © с комплексом левоиивариантных форм на. G. 

б)Существует единственный морфизм колец Н%^(Ва.) {to} 
{to}S-(@')G. функториальный по G и такой, что при G = Gm он 

•отождествляет ©'•-S^©')0 с инвариантными дифференциалами 
на G=B 0 l . Этот морфизм является изоморфизмом. Далее 
E W ^ (Во.) = - / 4 ^ (Во.), Я + 1 Я ^ ( В о . ) = 0 (/"-фильтрация 
Ходжа—Д единя). 

в) Пусть Er
p'q -спектральная последовательность Лерэ ко­

гомологии де Рама универсального G-расслоения (Jo.{to}Bo.. 
Имеется канонический изоморфизм между спектральными после­
довательностями Е (П2.2) и DecE', согласованный с умноже­
ниями и совпадающий с а) на членах E'<x'q и с б) на членах Е'2р,р. 

г) Алгебра H'g,gi(G) — внешняя алгебра, натянутая на при­
митивные классы Prim (0)сН'^^(0.). Алгебра Я^-(BQ.)—сво­
бодная коммутативная алгебра; пусть Р'(В0.)--= 
= Я>0(Во-)/(Я>0(Во.))2—ее образующие. Трансгрессия £ спект­
ральной последовательности Е' осуществляет изоморфизм 

r:Prim2'-I(Q)̂ -D2/(Bo{cdot}) -
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П4. Деформации классов Черна. В этом пункте k = R-, 
Пусть X.—Spec-/?"-— спектр маленькой с-алгебры, A{i)^:~ 
:—Cone(.Qjv.an©A (i){to}й^.ап)[ — 1]—комплекс на Х.т. Предпо 
ложим, что на X. задан G-торсер, тривиальный на Х0. Вычис 
лим образы его классов Черна в Н'(Х.ап, A (г)-). 

Достаточно рассмотреть универсальную ситуацию: X. = Bg}:= 
наибольшая маленькая подсхема В0. Так как Bg) определяется 
с-идеалом JC0B Q . , порожденным I-2, где I. — идеал, выделенной 
точки .s(e)6Boi=Q, имеем ШОвп)У = ®' = С1 (<&) и справедлива 

Лемма П4.1. Л/0в(1) = С"(@). Ш 
Далее, W (B{d}an,_A (i)) = 0 при_;>Э; из П4.1 и П2.1 полу­

чаем, что Я'ОЗ&'ап, fi*n) = W(В£.\ Й*) = 0 при / > 0 . Поэтому 
eF:H*(B&L A (i)®){to} Я2'(Btf.„, -->г)-изоморфизм при i > 0. 
Имеем коммутативную диаграмму * 

Я^(Во.,.А(0)в-Ся2'(Во.,.Р(г)).-Я^я(Во.) 

Я-'(В^ап, A(0a))?H24Bou, Й>г) = Я2<("7>г'). 
Нас интересует левая вертикальная стрелка. Для ее вычисле­
ния достаточно вычислить правую стрелку Ф. 

Т е о р е м а П4.2. Композиция ф с изоморфизмом П2.1 
№(\¥>1) = 31(®')& совпадает с изоморфизмом ПЗб. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, эта композиция удов­
летворяет всем условиям из ПЗб. Н 

П5. Сравнение с регуляторами Бореля. Из П4.2 и ПЗ.в вы­
текает, что струи классов Черна суть канонические образующие 
Н'(@). А именно, имеет место 

9, Ф 
С л е д с т в и е П5.1. При i>\ композиция Я ^ я (Во.)-* 

Ф . П2,1 . . . . . ПЗ.а ->H24W>L-) {to} H2i-4\v*-iw>1)^m-4W*-/w^'i^m-1 №) = 
ПЗ.а Г--
— H^fi-z!(G) совпадает с композицией Я^д- (Bo.){to}-D2i(B0.){to} 
-*-Prlm-'-1(Q)-»-H^~B(G)- B частности, при G = QL„ образы 
классов Черна сг суть канонические образующие v- кольца 
н\тп). ш 

С л е д с т в и е П5.2. Пусть i:BGL„(C).{to}BOLnC — морфизм> 
связанный с очевидным отображением дискретной группы Q(C) 
в алгебраическую группу G. Тогда I* (с^Н% (Вац.(С), R(i))== 
— H^-1(BGLл(C).,R(г))•-Я2г-1(GLЛC),R(i)) совпадает с клас­
сом из [12, 13], построенным при помощи непрерывных когомо-
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логий. В частности, характеры Черна /Cj,._i(C)->R(i — l), 
7iH/+i(R)-->R(20 совпадают с регуляторами Бореля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим В.(С) как многообразие 
класса С м ; по определению, имеем Яс„п, (GL„(C), R): =-
:=Я'(В.(С),8П). Согласно теореме вам Эста, #.•_„„( (GL„ (С), R).— 
= Я'(©1,, (С), Ц„, R) (относительные когомологии вещественных 
алгебр Лп; Х1„ — унитарная алгебра). Напомним конструкцию 
этого изоморфизма и классов Бореля [12, 9, 21]. 

Пусть li —идеал выделенной точки efiB., J.,cS° — косимпли-
циальный идеал, порожденный lf,v. Тогда так же, как П4.1, 
Я'(5(,//Л.)==Я'(@1,, (С), R); стрелка Sn->S°/J, определяет вложе-
ние Я;.оп1(ОГ„(С), R)-.-//"(©l,,(C).R) с образом Я'(©(„(С), XX,,, 
Л)сЯ'(@1,, (C), R). Это и есть искомый изоморфизм. По опреде­
лению, класс Бореля отвечает классу л(._. (у,)(<Я-'~' (St,, (С), Ц,,, 
R(f—-1)). Так как морфизм i* разлагается в композицию 
Я^(В . , R(i)){to}/•/•-'(В.. $(1)&) >/•/-'-'(B.(C),S«(i-l))*/-/-'-1(OLB(C), 
R (/ —1)), следствие вытекает из П5.1 и коммутативной диаг­
раммы 

*(i)g>->H)®->$4i-l)[-4\ 
t a s '> ( i~ i ) / / j - l ] . m 

S2* [_ l ] _>0 [ . - l j . - >0 / J [ _1 ] / 
' " ( - I 

Ш. Когомологии алгебры токов — аддитивная /(-теория. 
Вернемся к ситуации начала п. 4 (теперь А—-любое поле 
характеристики 0). Согласно П4.1 и П1, имеем биекции {G-тор-
•серы на A'., трнвиализоваиные на А'0}=~= {морфизмы d-алгебр 
С'(©)->N (./?")}«{морфизмы dd-алгебр №*--...МЙ* (#')}. Классы 
Черна торсера — это морфизмы S1 (©')'' ---Я-'"1 (W*'/W''h) >• 
:{to}//2'-.NQ* (^•)/й>/ (/-?') ( i r - l ) . Мы можем определить @-тор-
серы на любой коммутативной dd-алгсбре С*' как морфизмы 
•С'(©)->(-> или, что то же самое, как морфизмы W*'->C*'\ 
'©-торсерам отвечают их классы Черна . . . 

Вот важный пример. Пусть А'—-коммутативная алгебра. 
Рассмотрим коммутативную dd-алгебру С'(@®А\ Q* (R/k)) — 
комплекс коцепей ®®R, рассматриваемой как алгебра Ли над 
Л, с коэффициентами в тривиальном © ©/-^-модуле i2'*(R/k). 
На ней имеется канонический ©-торсер, переводящий AiC'(©) — 
= Л' (©') в i„eC' (®®R, Я) - О (©«>/?, «»(/0), i* (g,®г, , . . . 
. . . , gt®r,) =•• / (gi, . . . , g.)©r. . . . г,. Предположим, что © -- ©(„; 
мы получаем i-й класс Черна нашего торсера: c0-f-hl (&&JR, 
Q* (Л>)/£^' (/->)). Он задает отображения с/у:Я,(©®Л.,/е)-> 
->№-*-) (Q* (H/k)/ti" (R/k)). 

Рассмотрим стабильную ситуацию @-=-llm@t/r Тогда 
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И, (@®R) наделяется естественным образом структурной алгеб­
ры Хопфа; обозначим через Kfu{Rik) ее образующие. Это 
аддитивный аналог ЛГ-функтора Квиллена. Ограничивая с,, 
на К , получим морфизмы 

Cij-.K?' (R!k)->H*-J-i (Й* (Rlk)/Q>l (R/k)). 
Недавно Б. Л. Цыган и Б. Л. Фейгин доказали следующую 

замечательную теорему (при /=2 этот факт был установлен 
Блохой [11] для любых колец с V26-R; при R = k — это следст­
вие П5.1). 

Теорема. Если R — гладкое кольцо, то ecJy:/f5dd(R/k){to} 
->©tf-'-M (Q^/Q1*'(Я))-изоморфизм. ш 

В заключение отметим, что было бы весьма интересно срав­
нить деформации К'!м и К,. 

§ 3. ЗНАЧЕНИЯ L-ФУНКцИЙ 

Фиксируем числовое поле£; пусть M = J£(Ql, E)~категория 
E-мотивов Гротендика над Q (см. 2.4). Мотиву М£Ж отвечают 
его L-фуикции LU)'(M, s): = L(W(M®Q, Q-), s)—£®С-значные 
аналитические функции комплексного аргумента s. Будем пред­
полагать, что для LU) выполнены известные гипотезы об анали­
тическом продолжении и функциональном уравнении. Так, если 
L^JJ (M, s) и е ••''•• (M, s) — соответствующие L и s-множители, то 
(Loo-L)U) (M, s)=-(8„.8)(;) (M, s).(Lc-.L)(;) (М°, У+1-s) дляиекото- | 
рого МЩЖ\ имеем E[X]°=E[X] для Xe^o. . f 

Напомним, что в*/) не имеет ни нулей, ни полюсов, а iM}- ' 
не имеет нулей и его полюса лежат среди целых точек <jl2; 1 
из явного вида Loo-множителей следует ,', 

Лемма 3.1. Порядок полюса Lo-(M0. s) в целой точке s=n 1 
совпадает с порядком полюса LX{M°, s) при s=n нравен j 
dimu-@RH^(M®R> R(/--/t))/^-„F ,-+ 1-^e(M®R). Ш i 

3.2. Из стандартной точной последовательности 
. . .~>#^(M®R,R(i — l)){to}tf^;1(M®R,R (0)-> I 

->FlHJ^(M®R)^... 
получаем при n<y'/2 короткую точную последовательность 

0.->.F^1-«H^(M®R)-»-H>^(M®R, R( / -и) ) -* ; 
{to}/-/^I(M®R,R(/-w + l)){to}0. ; 

Заметим, что на двух ее первых членах есть E-структура: 
они совпадают с [/7'+--вя£>Я (M)]®R и [ня(М®Я, Q(/-n))]®R 
соответственно. Поэтому на 

det H^1 (M®R, R (у - TJ. +1))—det HJ
S • <tet"- F^^H^ 
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имеется естественная —-структура 
2 (у, п): =det Я ^ (M®R, Q(y ---«))• det"1 (Р^-пЦ^я (М)). 
Лемма 3.3. Порядок нуля LU) (М°, s) в целой точке n<j/2 

равен d(J, n): -=dimЯ^"1 (M®R, R ( / + 1 -п)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Эйлерово произведение для Lu) абсо­

лютно сходится (а потому =7-= 0) при Res>У/2+1 (гипотезы 
Вейля, доказанные Делинем,-j- гипотезы о вырожденных локаль­
ных множителях). Поэтому из функционального уравнения 
следует, что если га < у/2, то порядок нуля L{J) при s=-=«. 
равен порядку полюса ьЦ]. Остальное — лемма 3.1 и точная по­
следовательность 3.2. Ш 

Предположим, что n<j/2. 
Гипотеза 3.4. а) Морфизм r^R-.H^1 (Mz, Q(; + 1 — n))® 

(ЗИ-ъ-Нф1 (M®R, 1R(У —J-1 —-п)) является изоморфизмом. 
б) Пусть с(/, п)£Е ® R — такое число, что Lu) (M°, s) = 

= c(j,n)(s—n)dU'V-\-o(s-n)dU'"K Тогда c(j, n)-S{j, n) = 
•-detr^tf^-Wz, 0(/+1_я))).И 

3.5. Отметим, что для почти всех п (например, при /г<0) 
FJ,bl'"H^^(M)==Q. Для таких а в гипотезе стоит определитель 
матрицы периодов элементов Я ^ и по топологическим циклам 
(«индекс пересечения топологических и алгебраических цик­
лов») . Можно ли, хотя бы гипотетически, опредлеить по 
L-функции сами эти матрицы (с точностью до умножения на 
рациональные), а не только их определители? 

3.6. Используя функциональное уравнение, мы можем пере­
писать 3.4.6 как гипотезу о значениях L-фуикций в целых точ­
ках, лежащих в области абсолютной сходимости. Воспользу­
емся следующей леммой. 

Лемма 3.6.1. Пусть т—целое число. Тогда 
а. Произведение любого конечного числа конечных L-множи-

телей LpJ) (М, т) принадлежит Е*, если не обращается в 0. 
_ / . i . 1 
При /w>-—-- оно всегда конечно. 

б. Пусть %—- E*-3Ha4bift характер Дирихле, которым 
AutC действует на [detЯ-/(/W®С, Q,)] (Ц-) (где d — dim//-'), 
б(-/) (М, ri)G(E®C)*— константы в функциональном уравнении. 
Тогда os(/) (M, n) = %(a)8V) (M, n) для любого agAutC и neZ. 

в. Пусть [Ь^} (М°, 50)] —старший член асимптотики L(J}(M°, s) 
при s=--s0. Тогда при /7г>-Ц— имеем LH' (M, m) = c [L^ (M0, 
у+.1_от)]б(^®С)*, причем ce(2n)"-{M)+u~2m)-d{M}/2-Q*. (здесь 
d, (M)—dlm Я ^ (M®R, Q( i+ 1)), d(M)-dim Hg>x (M)). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Конечность L-множителей следует' 
для невырожденных множителей ИЗ гипотез Вейля; для вырож­
денных придется воспользоваться (недоказанными) гипотезами 
об их весах. Все остальное очевидно, б) Воспользуйтесь ([18], 
(5.4)). Подробнее смотрите Ш7], (5.5)). в) См. ([IS], 
(5.4)). Ш 

Для U, /2е(£®С)* скажем, что t\~k, если lyl2~
l£E* (ем. 

:[18]). Так 3.46 определяет с(/, п) с точностью до эквивалент­
ности. Заметим, что 3.6.16 определяет класс эквивалентности 
г(М, п), в частности, он не зависит от nGZ; обозначим его че­
рез ъ(М). Из функционального уравнения вытекает 

Следствие 3.6.2. 
с (У, j+l-m)~Lu)(M, m)-s(Myi(2m)d'»m+u-2m)dlM)/2. Ш 
Мы будем проверять- 3.46 именно в таком виде (см. гл. 2). 
3.7. Пусть, теперь / четное, n = J/2. Имеем изоморфизмы 

Н% (МШ, R (rt))3E« П И"% (M®R, R (л))Д Я ^ + 1 (M®R, R (п + 1)). 
Пусть #he(M).=..#2£(M, Q (»))///£ (M, Q(/i))o — циклы по моду­
лю гомологической эквивалентности; г̂ > осуществляет вложение 

i?[.e(M)c~tfj£(M®R, R(0^Hln(M®R, Щп)). 
Гипотеза 3.7. 
а) Порядок нуля L{l) (М°, s) при s==/г-=//2 равен d ( / , и): = 

= dim//^+ 1(^z, Q(n+1). 
б) Отображениеta8Rr®+ r2>:SL{M)®R®H2^1 (Mz, Q(n+1))® 

®R{to}HJ2>+1(M®R, R(n + 1)) —изоморфизм. 
в) Пусть c(j,n), как и в 4.46, будет старшим членом 

асимптотики LU) (M°, s) при s=n. Тогда c(j, n)-S{j, n) = 
— det хФ {SI, {M)®H2n+x (Mz, Q (ft+1))). Ш 

Замечание . Эта гипотеза, как и последующая, тесно свя­
зана с гипотезами Тэйта об алгебраических циклах [32]. 

Гипотезы 3.4 и 3.7 вместе с функциональным уравнением 
определяют, с точностью до умножения на элемент из Е*, зна­
чения /.-функций в любой целой точке, за исключением сере­
дины критической полосы. Займемся теперь серединой, т. е. /== 
= 2n—1. Здесь будет сформулирована гипотеза не для L-функ-
ций мотивов над Q, а для L-функцнй схем над Z. 

Итак, пусть Xz—регулярная, плоская, проективная схема 
над Z, LU) (Xz, s) — эйлерово произведение, отвечающее /-мер­
ным когомологиям редукций Xz. В п. 2.5.3. было определено 
спаривание [ , }-M%(Xz, Q(n))0«>H2^,rn*z~") (Xz, Q(dimXz — 
—ra))°-s-R. Точная последовательность 4.2 при 2/г=-/ + 1 пре­
вращается в изоморфизм РпН'&я(М)<8К=!.Ня(М®Я, Q(y—/i))®R; 
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пусть p(j, n):=detFnHJ®c%(M)-det-lHJM(M®R, Q(y — лг))6 
6R*/Q*. 

Гипотеза 3.8. а) Порядок нуля LU) (Xz, s) при s—re равен 
dim#2_^(Xz. Q(ft))°. б) Спаривание | , ] невырождено. в) Стар­
ший член асимптотики L{i) (Xz, s) при s = n равен p(j,n)X 
X det [ , ] с точностью до умножения на элементы Q*. Ш 

3.9. Если наш мотив — спектр числового поля, то гипотезы 
выполнены, благодаря теореме Бореля и П5.2; в случае арти-
новых мотивов гипотезы 3.4 и 3.7 совпадают с гипотезами 
Гросса и Старка ![24]. Для значений в двойке L-функций эл­
липтических кривых над Q — это гипотеза Блоха [9, 10, 3]. 

Гипотеза 3.8 для значения в единице L-функций кривых 
согласована с гипотезой Берча—Свиинертона-Дайера; это 
следует из совпадения в случае кривых индекса пересечения 
[, ] с конструкцией Аракелова высоты Нерона—Тэйта. Гипоте­
за 3.8.2 принадлежит Свиниертону-Дайеру. 

Для некоторых целых точек n < y ' + l / 2 порядок полюса Lo-
в п равен нулю —это критические точки в смысле [18]. Для 
этих точек F^'-"/-/^3-(M)®R->f/ig?(yW®R,Q(y—n))®R является 
изоморфизмом. Тогда гипотезы утверждают, что соответствую­
щие группы И£ф равны 0 и LlJ) (Mo, п) совпадает, с точностью 
до умножения на элемент из Е*, с определителем этого изо­
морфизма, записанного в рациональных базисах. Воспользовав­
шись двойственностью Пуанкаре, мы видим, что он совпадает 
с определителем Н^МЩЦ, Q(/z))®R->[#^(Mo)/F'-^^(Mo)]® 
®R. Тем самым для критических п наша гипотеза сводится 
к гипотезе Делиия [18]. 

Наконец, можно отметить, что часть утверждений гипотез 
может быть сформулирована для многообразий над любыми по­
лями AcR. 

Гипотеза ЗЛО. Пусть X — гладкая собственная схема 
над kcR. Тогда x^\HL{X, Q(/—fl))®R-+H;s>(X<8>R» R(у —л)) 

it 

является при /г<--+- эпиморфизмом. Ш 
Из 2.2.3 следует, что при к = Я из гипотезы 3.10 вытекает 

гипотеза Г 10.1 (при афЩ. 



Глава 2 
ВЫЧИСЛЕНИЯ 

§4. Кг ДЛЯ КРИВЫХ-ФОРМУЛЫ ДЛЯ РЕГУЛЯТОРА 

Пусть X — гладкая аффинная кривая над R, XZDX — гладкая 
компактификация X, Р=Х\Х. Напомним, что Н^(Х, R(l))== 
= {^ЦХяп,0Хап/Щ1)):с1^хЛ)} --={/£S-(Xa,,):/ суммируема и, 
если рассматривать / как распределение на Хап, имеем 
dJdzf = ^iafiXr где a.eR, 8*. — 6-функция в точке х£Р) 
(здесь /-Recp); Н% {X, R(2))~W(Xatl, Я(\))сН>(Хап, С) = 
„=Н1 (Q,'xcx,(Xan))\ U-произведение A^Hg,->н\, задается форму­
лой / U g — / • п.1 (d-zg) •— gn\{dzf) (см. 1.2, 1.5). Пусть E1 —филь­
трация Ходжа на Я ^ ; R[P]:— Н°(Р, R):DR[P]0 —циклы сте­
пени Она Р. • 

Лемма 4.1. a) _Hl (Xan, C) = W{Xan, C)®(F^X)f}F^(X)), 
W{Xan, R(\))~=W(Xan, Щ\)ЩН1{Хап, R(l))nE1W)-

6) dim Hl@(X, R (1)) = | P | и морфизм вычета div: Нф(Х, R (l)){to} 
-> R [Я], задаваемый формулой div / = 22 (Resx dzf) x, отожде­
ствляет Hlg>{X, R (1))/R с R[P]°. 

в)Н1(Хап, R(1))nF_1(X)=sjj®(^. R(1))={d,/, /6Hk>(X. 
.R(l))}c/71(X) = Q1(-Y, Х).Ц_ 

Пусть П-.Я1 {Xan)~>Я1{Xan) — проекция, связанная с разло­
жением la. Тогда 4.1.б,в определяют спаривание [ , ]: A2R [-0]0 -^ 
{to}H1(X,-„, R(l)) такое, что n ( / u g ) = [div/, divg]. Попробуем 
вычислить n(/Ug)- Согласно 4.1.б,в, образ I морфизма 
U-.AWbiX, Щ1))-+Н*д>{Х, R{2))=H1(Xan,R(l)) распадается 
в прямую сумму (/n^oo(X)CI)®(RUHb(-X> R(-)). причем огра­
ничение П на / совпадает с проекцией на первое слагаемое. 
Рассмотрим спаривание, задаваемое формулой < со, у > =-
= ----. \ coAy, coGE^X), yeQl{X°°) суммируема на X. На замкну-

А"'(С)-

тых формах у из Q1 (Xм) это спаривание совпадает с двойствен­
ностью Пуанкаре; оно отождествляет Hl(Xan, R0)) с 
Нот (F1 (X), R). Теперь заметим, что все формы из I измеримы, 
и из формулы Стокса легко следует, что < со, RuHl~>(X, -^(1))) = 

= 0. Поэтому < со, П (/ U g) ) = -5-- jj ША (/ U g). Отсюда вытекает 
У т в е р ж д е н и е 4.2. Пусть / , g6H®(X, R(l)), coeEi(X)=-
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^Qt(X). Тогда <ю, П ( / и $ ) > = <я0<о, I I ( /Ug)> -

X(C) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как / и g имеют в точках Р 

особенности вида clog|z|, то, применяя формулу Стокса, полу­
чим | <*>Ad7(f-g)= \ coAd (/• g)-= j d(co./.g) = 0. Поэтому 

J » A ( / U g ) — j'o)A[/-l/2(d2g—dFg)-g{cdot}l/2(d./-dr/)I — 

= J шЛЛ / 2 [gdr/ — /d rg] = J /drg.\co. Ш 
Пример 4.3. Пусть X —эллиптическая кривая, 

F = Hl(Xan, Z). Двойственность Пуанкаре задает изоморфизм 
r-HomiT,Z(1)). Отсюда A'(C) = r®R/r = Hom(r, R(1)/Z(1))J 
обозначим через ( , ):X(C)®r->R(l)/Z(l)cC* соответ­
ствующее спаривание. Фиксируем голоморфный дифференциал со 
на X такой, что j wAw-1; он определяет вложение Г—С и 
изоморфизм X(C)-=C/r. Пусть a.-Sajx.gRI-0]0. Определим 
функцию еа на X(C) как преобразование Фурье функции 
у _>.^.'К'1 "?> н а г. Легко видеть, что sa-суммируемая функция 

TV 
класса О вне xt и d r ^ e a = 205,6.̂ . Поэтому еабЯ^, (.X, R(l)) 
и div е--== а. Ясно, что djia есть преобразование Фурье функции 
У~у2^а'Хи • Наконец, интеграл 4.2 вычисляется при ПОМОЩИ 
свертки преобразований Фурье: 

(со, [а, И > ={sum} ^Mllp£hll. (4.3.1) 
ij V2T 

4.4. Формула 4.2 позволяет вычислить Пг^,{ф, ty} для 
Ф, УрбО,!!(А0({ф, Ц}%Нг

а{Х, Q(2))c.-C2(X)®Q): имеем г^{Ф, -]>} = 
= 1п | ф / U In | *ф |. Однако для проверки гипотез § 3 нам хотелось 
бы иметь элементы Я2^ (X), а не Я 2 ^ (X). Воспользуемся сле­
дующей леммой Блоха, дающей аналог разложения 4Л.а для Я ^ . 

Лемма 4.4.1. Пусть X-кривая над полем k такая, что все 
точки Р = Х\Х определены над к и любые их попарные раз­
ности имеют конечный порядок на якобиане X. Тогда 

а) A".-(X)®Q порождается образом Kt{X) и {K^fi), О* (X)}. 
б) Н2^ {X, Q (2)) разлагается в сумму Я 2 ^ (,-Y, Q (2)) и 

{О* (X), A*}®Q. Пересечение этих подпространств есть 
Я 8 ^ (Spec A, Q (2)). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как divC* (X)®Q = Q[P ]°, TO 
образ стрелки Ki(X)®Q->Ki-.i(P)®Q=Ki-i(k)®QlP] из точ. 
ной последовательности локализации совпадает с /0_i(£)» 
®Q[-°]° (этот образ всегда содержится в Q[-°]°). Теперь лемма 
вытекает из точности последовательности локализации. Ш 

Замечание 4.4.2. Пусть X — любая регулярная 
•схема, UaX — открытая подсхема. Тогда Я2^ (X, Q(2)) {to} 
{to}Я^ (U, Q (2)) —вложение. В самом деле, индукцией по 
dim(X \U) все сводится к случаю, когда X\U == Spec К, 
К — поле. Тогда из точной последовательности локализации 
следует, что ядро нашей стрелки есть образ Я 2 - 2" (Spec К, 
Q (2— п.)), n = codim(X—U). Легко видеть, что все эти группы 
равны 0 (при n > 1 это очевидно; если п—\, то Я0^ (SpecК, 
Q.(\))czK2(K)®Q- Но К2(К) порождается символами; отсюда 
/C~(/r)-=tf 2^,Q(2)) и Я^(/С,О_(1)) = 0.Н 

Поэтому в ситуации 4.4 возникает каноническая проек­
ция Tl:H%{X, Q(2)){to}tt^(X,^(2))/tf^(k,Q(2)). Ясно, что 
Г>{, }.©* [Х)®0* (X)®Q-+H^ (X,Q(2))/H% {к, Q(2)) пропус­
кается через стрелку Л2С1[Я]—^#2^ (X, О(2))/Я^ (A, Q(2)). 
Если k— числовое поле, то Я 2^ (к, 0(2))сЛГ2 (&)®Q-=0, и мы 
получаем спаривание. _ 

(4.4.3.Х > }:A2Q[/>]<>{to}#^(X,Q(2)); 
По определению, П{/, g}={d.v/, divg} для f, g£G*_(X). 
Если kcR, то R-TS>{0*(X),k*} = Fl[X®R)nF1(X®R), 

так что г )̂П-=Пг;2) и г@{,}=[• ]• Поэтому4.2 позволяет вы­
числить регуляторы элементов вида П{и, р}, a, pgQ [P]0. В сле­
дующем параграфе мы проделаем эти вычисления для модуляр­
ной кривой, а сейчас скажем пару слов про случай эллипти­
ческой кривой. Итак, пусть X — эллиптическая кривая над Q и 

•«, P6Q[X(Q)tors]°. Тогда г̂ -, {ее, р> вычисляется по формуле 4.3.1 . 
Если бы мы знали, что 0=-Ца, p } e ^ ( X z , Q(2))crt2^(X, Q(2)), 
то, согласно гипотезе 3.4, H2^(XZ, Q(2)) должна порождаться 
(а, Р} и Г£,{а, p}/L(X, 2)eQ, т. е. значение L-функции Х 
в двойке совпадает со значением ряда Эйзенштейна —Кронеке-
ра 4.3.1, Если X допускает комплексное умножение, то этот 
факт хорошо известен (L-функция сама совпадает с таким ря­
дом), однако для кривых без комплексного умножения это уди­
вительно. Блох и Грэйсон составили программу, вычисляющую 
Tg,{a, Р} для кривых Вейля. Оказалось, что довольно часто 
т_2>{а, PJ/L (X, 2) с большой точностью не принадлежит Q. 
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Однако, к счастью, Блох и Грэйсон показали, что такие {а, 3 
не принадлежат Н2^ (Xz, Q(2)). Отметим, что в первоначала 
ной формулировке гипотезы [9, 10, 3] условие целочисленности 
было пропущено. 

4.5. Для проверки целочисленности {а, |3} на модулярных 
кривых мы будем пользоваться следующим вариантом 4.4. 

Пусть S-дедекиндово кольцо с полем частных k; Ms — 
проективная кривая над S; PsC.Ms —замкнутая подсхема; 
Ms=Ms\Ps\ M = Ms®k, Предположим, что Ms регуляр­
на, Ps/S является несвязным объединением нескольких экзем­
пляров SpecS, все попарные разности точек из Р имеют ко­
нечный порядок на якобиане и (PicSpecS)®Q = 0. 

Л е м м а 4.5. 1. Если для любой замкнутой точки a£S и лю­
бой /6*9* (М) порядок нуля / в общих точках неприводимых 
компонент слоя над а постоянен (т. е. зависит лишь от а и / ) , 
то {0* (М), 0* (Щ ® Q П Н1^ (М, Q (2))сгЯ^ (Ms, Q(2)) + 
+ {0*(M),k*)-Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие леммы означает, что 
0* (M)®Q = k* • О* (M5)®Q. Поэтому любые попарные разно;ти 
дивизоров из Ps являются дивизорами элементов 0* (Ms)®Q. 
Все остальное следует из точной последовательности локали­
зации пары (Ms, Ps)- Ш 

С л е д с т в и е 4.5.2. Если S — кольцо целых в поле алгеб­
раических чисел, то в условиях 4.5 имеем {ОД-0]0, Q[-°]°}c: 
c:H2

M (Ms, Q(2)). Ш 

§ 5. ЗНАЧЕНИЯ В ДВОЙКЕ 
L-ФУНКЦИЙ МОДУЛЯРНЫХ КРИВЫХ 

В этом параграфе мы для любой кривой над Q, униформи-
зуемой модулярными функциями, построим подгруппу в /<"2, 
образ которой в когомологиях удовлетворяет гипотезе 3.4. 

Стандартные обозначения: G = GL-, Z — Qm —центр G, 
A -=RXA/ —адели поля Q, z = x-\-iy:H~k: - P R \ P ! ( R ) ^ P R -
полуплоскости с обычным правым действием G(R) (Я* —анали­
тическое пространство над R). 

5.1. Формулировка теоремы. Пусть M/Q — схема_модулей 
эллиптических кривых со структурами всех уровней, М — глад­
кая компактификация М, Р = М\М. На этих схемах действует 
слева группа G(A /)/Z(Q). Схема М является проективным пре­
делом схем конечного типа К\М, где К пробегает открытые и 
компактные подгруппы в G(A'); то же- справедливо для М 
и Р. Имеем канонический изоморфизм (M®R) an=#±XG(A')/ 
/G (Q). 
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Если Я —контравариантный функтор на схемах конечного 
типа над Q (например, ^^ , ( .®R), то положим Н (М)\ = 
: = l i m Я (К\М), то же для М и Р; тогда на Я (М), . . . дей­
ствует G(A-0. 

Пусть F — объединение круговых полей, SczF — кольцо 
целых. Наши схемы являются естественным образом схемами 
над F. Они продолжаются естественным образом до схем Ms, 
Ps,Ms = Ms\Ps над S с действием Q (А/) — проективных пре­
делов регулярных собственных схем конечного типа над Z 
(см. [20]). 

Согласно 4.4.1, у нас имеются вложения Я 2 ^ (Ms, Q(2))C 
с Я 2 ^ (Д Q(2))сЯ 2 ^ (M, Q(2)). Положим @: = ({0* (M), 
0«(M)}<$C)H^(M, Q(2)) -={t f^(M, Q(l)), H^(M, Q(l))j П 
ПЯ^ (АГ,0(2)) . 

Т е о р е м а 5.1.1. . ^ с Я 2 ^ (Ms, Q (2)). 
Доказательство см. в п. 5.5. 
Мы хотим вычислить отображение регулятора на Jf-_ДЛЯ 

ЭТОГО разложим мотив Q[M] по действию G(A/):Q [M] = 
^[М]ЩМ]ЩМ]^[М]й^й[БресЕ]ЩУ=\М]о(—1)Щ1=2Му®У, 
где V пробегает все неприводимые параболические Q-пред-
ставления G (А-') веса 2. Так как & является G (А./)-подмодулем 
Н2^ (М, Q(2)), имеем ^ ® Q = S ^ ® 1 / , ^vdH2^ (Mv, Q(2)). 

Напомним, что каждому автоморфному неприводимому 
С-представлению 3t группы G (А-̂ ) отвечает его L-функция L(.Tt, s), 
Е-множитель s(n,s) и L-o-множитель Lx, (я, s); мы отнормируем 
их так, чтобы функциональное уравнение имело вид (L^-Щп, s)-
= е(я, s)(Lco-L) (я*, 2—s). Если V — неприводимое авто-
морфное Q-представление G(A-/), то V определено над некото­
рым полем Е, конечным над Q, V = VE®Q- Определим L-функ-
цшо V как E®CcQ®C— значную функцию, компоненты которой, 
отвечающие вложениям г.£—С, суть L([/F®C, s); аналогично 
определяются s(V, s) и L--(V, s). Для достаточно больших Res 
L-функция задается эйлеровым произведением L(V,s) = 
= ULP(V, s). Предположим, что V параболично веса 2. Тогда 
L(V, s)==nLp(I/,s) при R e s > l , 5 и Loo (V, s) •= (2я)-'Г (s). Так 
как е-множитель никогда не обращается в нуль, имеем 
L(V,0) = 0, l0{V):--^L(V,s)\s=0^0. 

Т е о р е м а 5.1.2. rs){<7>v) = lQ(V) • Н^ (MV®R, Q(l)) с 
сНх

т (M^®R, R (1)) = Н2® (Mvm, R (2)). 
Доказательство СМ. в п., 5.5. 
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[Напомним, что L(MV, s)= L(V*, s) (Эйхлер, Шимура, Де-
.линь...) и что dimH\@(Mv®R, Q(l)) — 1 (теорема об однократ­
ности спектра). Поэтому из 5.1.1 и 5.1.2 следует, что 
И^ (Mvz, Q(2)) содержит подгруппу, удовлетворяющую гипо­
тезе 3.4; конечно, то же справедливо для любых мотивов, 
разлагающихся в сумму мотивов вида Му. 

5.2. В этом пункте мы сведем 5.1.2 к вычислению некоторых 
интегралов. Схема М является проективным пределом схем 
конечного типа; поясним, как интегрировать по М(С). Пусть 
ф — 2-формакласса С00 на Ж(С) и U — открытое подмножество 
в M(C). Если KcG(Af) такова, что ф и •^/Л'-инвариантны, то 
ф—2-форма на /<"\M(C); положим | ф — — 6'1%(К\М(С))-1 J ф. 

и к\и 
Нормировка выбрана так, что при отождествлении M(C) 
с //±(C)xG(A/)/Q(Q) прообраз этой меры на //±(C)XG(A /) 
совпадает с ФХф 7 , где dp/ —мера Хаара на Q(A/) такая, что 
J d(.i/= 1. Аналогично определяется канонический изоморфизм 

о<£) 
у.Н%{Мт, Q(1))->Q; если aQH%(K\Mm, Q(l)), то 
j a : = -6-1x(/C\M)'1 J а. Он задает двойственность Пуан­
каре—изоморфизм G (А/) - модулей 7/^(M®R, Q(l ))* ^ 
- / / ^ ( M - S R . Q ) . 

Мы будем иметь дело с (Q®C)*-злачными функциями на мно­
жестве неприводимых параболических Q-представлений веса 2 
(т. е. на множестве неприводимых компонент Н1<^ (M<S>R, Q) или 
.{Omega}1 (M)®Q) —например, со значениями L или 8-функций. Скажем, 
что две функции /1 и 12 эквивалентны, ii---i2. е с л и -V^_1 

принимает значения в Q*. Например, для zfQZ(PJ) значение 
центрального характера со (V) на г?, т. е. со (V) (г'), эквивалентно 
единице. 

Обозначим через i, класс эквивалентности функций такой, 
что Ql(Mv) = l-i(V)-H^{Mv, Q) при изоморфизме периодов 
{Omega}1 (MV)®R —_HJp (Mi/. R) (напомним, что {Omega}1 (Mv) и H^(MV,Q) — 

• одномерные (^-пространства). 
Согласно теореме Манина—Дринфелвда, мы находимся в 

ситуации 4.4. Воспользовавшись 4.2, мы можем переформули­
ровать 5.1.2 так: 

Т е о р е м а 5Л.2'. Пусть Vс&[(M)<2>Q — неприводимое пред-
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ставление. Тогда для / , gQO* (M) и юсУ имеем 
(2ш)~1 j 1og|/jd!oggA^o(l/*)-/i(l/)-QcO:®C; 

М(С) 

для некоторых f, g и v он принадлежит (Q®C)*. 
Перепишем 5.1.2 еще раз. Пусть 6:AutC{to}Z—характер 

действия на корнях из единицы, 
Напомним (см. 3.6), что для Q-значного характера % группы 

A u t E ^ * = A / * / Q * + 4epe3.8(x)6(Q®C)*/Q* обозначается класс 
эквивалентности е(%,п), ngl, s-множителя, отвечающего %. 

Лемма 5.2.1. а) Пусть neZ. Тогда е(V,.л)—е(со(К)). 
б) Если L(V, 1)-т--0, то L(y, 1)~ii(H; Ддя любого V най­

дется четный х, такой, что L(I/®x(det), \)ф0. 
в) Для четного % имеем /1 (y®x(det))~s(xHi(Vr). 
Доказательство, а) следует, например, из s(V, S) = &(MV*, S) 

и ш (V) — detMy* и 3.6; впрочем, проще непосредственно вос­
пользоваться тождеством ep(V, \[)(bx)) = <u(V)(b)Ep(V,ty(X)) для 
локальных констант. 

б) Хорошо известно (связь значений L-функций в единице 
с периодами см., например, в [18]). 

в) Разложим мотив [М]° = Q [F] по действию AutE = 
= A^*/Q*+:[/W]°=-© [%], сумма по всем Q-значным характерам. 
Из о пределений видно, что О (А/) действует на [%] при помощи 
•Х-1 (det). Поэтому каноническое спаривание [УИ]°Х [M]1->[M]1 

задает изоморфизм [х-1] XMv ->Mv®i (det). Если % — четный 
характер, то # W [ x D = ™ W ( M ) . Н% ([x]®R, Q)-одномер­
ные Q —пространства. Отсюда, если для критического мотива 
N обозначить через Р(N) его матрицу периодов, мы всегда 
имеем -0(Л/[х])=Я(Л^)-Я([х]), Так как Р([х])~г(%) (см. [18]), 
все доказано. В 

Вернемся к 5.1.2. Функциональное уравнение и 5.2.1. а 
дают /0(l/*)--n-28(coJl/))-1.L(\/, 2). Выберем четный % такой, 
что L(V®xO-let), l)e(Q®C)*; тогда по 5.2.1. б, в имеем 1{{V)~ 
~L(l/®X(det), 1)-8(хГ1. Поэтому/0(^*)'-:1(^)~я-2.в(-)(У).х)--Х 
XL(1/®x(det), V)Hy,2), и мы можем переписать 5.1.2 в сле­
дующем .виде: _ _ 

Т еорема 5.1.2". Пусть VcQ'(A!)®Q-неприводимое Q-
предста^ление. Выберем какой-нибудь четный % так, что 
£(l/®x(det), l)e(C®Q)*. Тогда для •/, g60* (M) и v&f имеем 

(2ni)-1 j log |/|JioggA-oen'-e(со (l/).x)-1-L(K®x(det), 1)X 

XL(V, 2)-QcC®Q, 

и для некоторых / , g и v интеграл принадлежит (C®Q)*. 
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5.3. Ряды Эйзенштейна С* и (Ж). В этом пункте мы покажем, 
что сомножители под знаком интеграла 5.1.2' совпадают с ря­
дами Эйзенштейна —Кронекера. Нам потребуются следующие 
подгруппы Q : B - { C 5 } , D = {(^ j} , U = { Q } , B(Q)z>B«r)-
= {g6B(Q):detg>0}. 

Лемма 5.3.1. Имеем Я (C) = G(A/)/B(Q|-)U (АО как G (АО-
множества. Действие agAut С на Р (С) в такой записи есть 

умножение справа на [I ^. Лф (Z) ВЕЗ 
Если X—компактное топологическое G (АО-пространство и 

V — векторное (^-пространство, ТО . G(A0 действует на К-знач-
ных мерах и V-значных функциях на X. Обозначим через 
Mv(X) и &"у (X) соответственно алгебраические части этих 
представлений; ЛУ{Х): =-Ker [J :Жу{Х)->Уу Пусть для крат­

кости MV: = JCV(P(C)), ̂ v: = ^v(P(C)),'J[v = Ji(v(AutC\P(C))= 
- = . # £ ( А / ) , F„ = F £ ( A \ Ясно, что Jtv^Mi&V, &*, = Лу* 

Определим Q(АО-морфизм ResiQ^M, М)®0.-^Ж~ следующим 
образом (ср. начало п. 2). Пусть v&i1 (M, M)®Q и достаточно 
малая открытая подгруппа АГсО (АО такова, что v /С-инвариант-
на, т . е . <о&$ (К\М)®<1. Тогда f Res v. = — B-'x^XM)"1 X 

/ . г _ 
XReSjf-л-ii-—вычет в точке К-х на К\М. Эта формула одно­
значно определяет меру Res v. _ 

Имеем точную последовательность представлений 0 {to} Ql (УМ)® 
®Q{to}Sl(M, M)®Q->^^-{to}0, допускающую единственное G (АО-
расщепление — ряды Эйзенштейна. Оно совпадает с 
d log О* (М ® Q) ® Q: по теореме Маиина — Дринфельда 
Res d log О* (Ж® Qi)==J{%\ отсюда, так как Ker d log—Ker Res d log, 
имеем Q1 (M, M)®Q = Q1 (/W)®Q9dlog0* (M®Q)®Q. 

Лемма 5.3.2 a) Res d\ogO'\M)®Q.^Jt% =-- Jt% (<£(А0/В (Q) X 
X(D-U)(A0). 6) dlog0*(M)®Q = eExcQ1(^ f . M)®Q, сумма 
по всем четным характерам Дирихле X; здесь Ex —прост­
ранство рядов Эйзенштейна с собственными значениями 
1-{-%{р)-р операторов Гекке Тр. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как 
Res d log 0* (М) = [Res d log 0* (M®Q)]Aut« 

по теореме Гильберта 90, пункт а следует из 5.3.1. Пункт б 
следует из а. В 

Итак, мы отождествили dlogg в интеграле 5.2.3 с рядом 
Эйзенштейна. Покажем, что log | / | является (неголоморфным) 
рядом Эйзенштейна-Кронекера. 
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Пусть h — лево G(^-инвариантная функция на G(A0 такая,,. 
ч то hiKx-i^l

aJj^h(x)-\a2/al\f, (afiM*), A(l)=-l; (.̂ /TJ —лево-
инвариантная мера на G(A/)/U(A-0: ixf0/v(Q(Z)j\J(Z))^=\. Если 
Фе-^R. то положим ф/-—ф/|а£,/1г Это функция на G(A/)/U(A-^> 
такая, что Ф /h право В(СГ)-инвариантна. Пусть ф°°:Я:|:(С)-г-К 
совпадает с — 2га/ на Я+ и равна нулю на Н~ (C). Для aGR 
функция Ф0(2, g/):=y-c'A(g/)--'.43-(2).cp(gO на Я± (С)ха(А/ ' ) 
право В(СГ)-инвариантаа. Положим ё,!,,о'-= 2 СРо((г> rg/)0)• 

fi60(Q)/.e(<.l+) 
Если а > 0 , то ряд абсолютно сходится и задает функцию» 
ё\р, 0^±(C)XG(A /)/G(Q)-^R. Если Ф&^к, то существует 
предел gtp: = l t ag p , - ; имеем gffq, = gg'<- для g6G(A-0 [4]. 

см-0 
Лемма 5.3.3. Если /60*(М®С), то 1og| / | равен .§ЕтагЛой^ 

с точностью до постоянной. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что Res dz'S^ = 4>, поэтому все 

следует из вещественности #ф. Ш 
5.4. Метод Ранкина. Напомним (см. [25]), что каждой паре 

V"-, V2 неприводимых автоморфных Q-представлений G(A-') от­
вечает О®С-значная L-функция Z- (T̂ i X V̂2> {cdot}-?)- Если V2— про­
странство рядов Эйзенштейна веса (%,%')> то ^(^ЛХ lA, {cdot}-•')=:= 

•=--E(l•/
1®з•;(det)• s)xL (V^x'(det), s); если оба Vt параболичны, 

TO L(V1XV2,s)=L{2)(MVl*XMv,*,s). 
Теор^ма_5.4.1 (см. [25]). Пусть Vt с {Omega}1 (M) ® Q, V2cz 

czOl(M, M)®Q —два неприводимых О-представления G(A./:)> 
с центральными характерами со,, причем l/-^V2*. Тогда 
L (V[®V2, 2)=?-- оо и для -У/б1/;, Фб-̂ Q—-право D(А-')-инвариант-
ной меры на -°(С), имеем (2nt)_1 J SV^A^^'-e^co.,)-1 X 
XL(1/iXl/2>2)-QcQ®C. Если .£(ViX V2,_2)6(Q®C)*, то для 

некоторых ф, <ои v2 интеграл принадлежит (Q®C)*. 61 
5.5. Д о к а з а тель ство 5Л.2. Согласно 5.1.2", 5-3.2 и 

5.3.3, нам достаточно доказать следующее. Пусть V{z-{Omega}'(M)®Q — 
неприводимое Q-представление G(A-jf), Ex—как в 5.3.26. Тогда 
д л я любых ЩЖ°(х, v&V, v2QE% имеем (2ni)_1 j й^Л'- 'аб 
e.n;--e(x-co(K))-1-L(-{, l)-L(K,2).QcQ®C, и если 1(%,1)фО, то 
д л я некоторых ф, юи v2 интеграл отличен от нуля. Это непо­
средственно следует из 5.4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 5-1.Г Покажем, что мы находимся в 
ситуации 4.5. Из [20] видно, что все условия начала п. 4-5 вы­
полнены. Осталось проверить условие леммы 4.5. 

На М, действует G(A/), причем ограничение этого действия 
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на SL2(A/) перестановочно с проекцией на S. Если aG5 имеет 
характеристику р, то SL2(A/) —множество компонент сдоя над 
а — совпадает с P^Q,,), наделенным очевидным действием 
SL2(A') через проекцию иа SL2(QP). 

Определим SL2 (А/)-морфизм orda:<9:1: (M)®Q--->.̂ Q(P1 (Q/;)) no 
формуле orda(/)(x) = ord^/.ord^'p (это означает: возьмите 
ATcG(AZ) такое, что f£0* (K\M)®Q и посчитайте порядок 
нуля ordxf в компоненте слоя на К\М, отвечающей х\ число 
ordv//ordA.p не зависит от выбора К). Нам надо показать, что 
образ orda есть Qc^Q(P1(Qp))—- постоянные функции. Если бы 
это было не так, то возник бы ненулевой SL, (A-0-морфизм 
О* (M)®Q{to} F Q (P1 (Q,,))/Q. Но представление на FQ (P1 (Qp))/Q 
неприводимо и неавтоморфно (так как SL- (А/) действует проек­
цией на SL2(Q/,)), а О* (M)®Q автоморфио. Противоречие. 

§ 6. ЗНАЧЕНИЯ В ДВОЙКЕ 
L-ФУНКцИЙ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ МОДУЛЯРНЫХ КРИВЫХ 

Все обозначения см. в § 5. Здесь мы построим явно большую 
подгруппу в H^ (MXM, Q(2))c/Ci(MXM)®Q н ВЫЧИСЛИМ на 
ней отображение регулятора по методу Ранкина. Идея этого 
параграфа принадлежит С. Блоху, рассмотревшему случай по­
верхности Xo (37) X Xo (37) (письмо к автору от 19 марта 1982 г.). 

6.1. Для (а, Р)еЯхЛ а=-Ц, пусть Capc-MXM есть объе­
динение диагонали, aXM и MX Р. Тогда для каждой открытой 
компактной KtzQ(AS) образ Л-Са0 кривой Caf) в КхК\МуСМ 
является кривой_ конечного типа над Q; обозначим через 
Ral-f^ (Q [М X ~М\,"Q (2))—подмодуль, порожденный над Q[Q (A/)2] 
образами Я'^1 (кОар, Q. (0)) в 

И'£{КХК\МХМ, Q(0))cH% (MXM, Q(2)), 

где (а, р) пробегает все пары различных параболических точек). 
Разложим мотив Q[M] по действию СКА') (см. 5.1) и рас­

смотрим соответствующее разложение QJMXM]. Части, даю­
щие вклад в Я2 , суть [Щ^Х{ЩЩМ]2Х[М]°®[М]1Х [Ж]1. 
Первые два слагаемых суть мотивы круговых полей— по их по­
воду см. § 7. Рассмотрим [М]]Х [M]1==S(Mi/,XMK,)®1/1®\/2-= 
=.SMI/,xv-,®I/1®!^. Если Vi-S-Vr

2®,x (det) для некоторого ха­
рактера %, то MytXv, распадается в сумму мотива вида [%] (1) 
и критического мотива. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что V14-. 1/2®%(йе.). 
Пусть RvtxvIc.H3^(MVlxv1, Q(2)) есть V"i® ̂ -компонента R; 
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®v,xv,: = F 2 H ^ (Mi-Ixv1)-.F1//a)« (ЛГи1)®.Р1Я^>я (Мк2), 
dim Фи, х 7,-= 1-

Пространство #.®((Mi-.xK,)®R. R(l)) двумерно; поэтому 
H®((-Wv-1xv-{cdot}-)®R>R(.2)).= H^(R(l))/©®H одномерно. На Н% 
есть естественная Q-структура (см. 3.1): если положить 
•̂ 1xv%-=-etHr#(Q(l))-<l{cdot}-*, то Я| )=5 ?®К. Напомним, что 
L(1/iX1/2. s) — голоморфная функция от s, L(ViXV2, s) = 
— L J M ^ * , sj, L(K, X V8, 1) = 0, но ll{Vl X V2): = 

"• = Жl (y i X V2I s) 1 .̂6(0.®R)*. 
Теорема 6.1. Г Имеем RVlxv2czHz^ ((MVlXVi)z, Q(2)> 

(см. 2.4) и г^(^1хк2)-=/1(К ]Х^2)-^к,хк2с//|)(Ми1хи2, R(2)). 
Итак, H^((MKlXK„)2, Q(2)) содержит подпространство, для 

которого в Н\г) выполнена гипотеза 3.7: ведь L (1Л XV2, s) = 
= L(M^XM*V2,s). 
Докажем теорему Сначала покажем, что /?и,хк2сЯ^((Мк.хк.)г, 

Q(2)). 
В самом деле, элементы fJ'^(K\Ca^, Q(0)) суть тройки 

функций ф = (фд, фа, фр) на К\М такие, что Ф60*(/С\М\ 
\{а, p})®Q и огс!аФд=— orde~a. ог<1рФд-=— ordpcpp, ord^p- — 
—• — огйафр. Отсюда видно, что Н'^(К\Са$, Q(0)) распадается 
в сумму подпространства, натянутого на постоянные функции, и 
Подпространства, порожденного тройкой (ф, ф"1, ф), ord^p = l, 
ordp9•= — 1. Согласно 5.5, мы можем считать, что ф и (ф, ф"1, Ф.) 
пришли со стандартной собственной модели над Z, поэтому 
такие элементы лежат в Я ^ ((М X M)z, Q (2)). Подпространство 
же, натянутое на постоянные, функции, переходит при проекта 
ровании на H3^(MvlXv„ Q(2)), V^V2®% (det), в ноль. 

Теперь вычислим регуляторы. Пусть vfcQl(Mv*), •И.-7--0. 
Тогда я ^ ^ е Я ^ Л ^ х к ^ , R(l))---H«(M/Ixv-,®R, R(l»% 
образующая (Xv,xVl®R)* = (H%(MVlxv2®K, R(l))/Ov,xK2®R)*. 
Теперь теорема 6.1 вытекает из следующей леммы и 3.6.2 (так как 
det H2(MVlXVi®Q, Q.) есть соОЛ)-2.<а(К2)--). 

Лемма 6.1.2. _ 
_а) и®Яу1Ху2, Я!^!®^) > =я-2

е(со(1/1)со(1/2))-1Д1/1Х1/-, 2) X 
XQ-Q®C, 

б) < $УгхУ„ щ{ч>1®?л) > ==6(co(K).co(l/2))-Qc:Q®C. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . 
а) Пусть фк,хк,-проекция на #^ ( /И к , х к 2 , Q(2)) элемента, 

отвечающего ф=--(фд, ф„, фр). Тогда < г^Фк-хк., Щ (v^vj > = 
-=(2яг)-! f log\Vb\-vlA

:o£n-h(<ii{V1)(>}(V3)y-l-L{VlXV«, 2).Q, 
м\с) 

согласно 1.8 и 5.4. Так как при различных а, р\ /<" функции 
вида фд порождают все О* (М) и L(V{ X V ч, 2)(-<(Q®C)* то все 
следует из 5.4. 

б) Проведем вычисление. Пусть е/1 —образующая Hx<$(MVv Q), 
•<V -образующая Hx#(MVl, Q(l)); e'/'eH.© Ш *, Q\, e{ 'e . . . 
таковы, что < e,°, e\' ) — < e1/', tf.1 ) = 1 ; иг.— а ^ о + а/е . 1 — 
•образующая Й ^ М ^ с Я 1 ^ ' . ® ^ C)(V6R). ТогДа «l (Ui®-j2)-= 
r---(a10a!,1)(e1

0®c2
1)-|-(Oi,{cdot}a,())(ei1® g,0) —образующая Фу,*./, и 

/•---(a!1 "aj")"1 .е^сэео1 modflty.xv.—-образующая .2V,xiv Теперь 
вспомним, что l/!i:-^U®o)(l/)"'(det), откуда Mv*~MvX[a(V)\, 
поэтому •o/ = s(ii)(V/)).(a(0e(

/
)' + o,1eJ') —образующая Q4M А (см. 

доказательство 5.2.1 .в). Наконец, мы имеем < I, я. (•о1®.в.-) ) = 
*= Б (0) (V,)) • В (0) (V,)) - 8 (СО (\/,) • СО (1/,)). И 

§ 7. КРУГОВЫЕ ПОЛЯ 

В этом параграфе мы построим явный базис в 
Л^(Р, Q(n + l))-==/C..„.l.i(E)®Q для кругового F и вычислим 
•отображение регулятора. Тем самым мы докажем гипотезу § 3 
для значений /..-функций Дирихле (совпадающую с гипотезой 
Гросса). Излагаемая ниже конструкция является обобщением 
конструкции Блоха [9, 24] базиса в К.л. 

7.0. Символы < > (см. [27]). Определим сначала 
«универсальный» символ. Точная последовательность локализации 
задает изоморфизмы Ких (Z [xo. • • •. хп, (I — xo • • • xn)"1]. (х0)) ~> 
~>К[ (Z [х0 х«]/(1 — xo хп)). Обозначим через < х 0 , . . . 
.... хп) (,/Г„+1 (Z[х0 х„, (1 — x0 • • • x«)_I]. (xo)) прообраз эле­
мента {.*:,,..., x„}6-T„ (z [xo x..|/(1 — xo ••• x/i)); при n = 0 
пусть { xu > —прообраз 1. 

Пусть теперь A—коммутативное кольцо, / с A —идеал, 
•ao «„—элементы А, причем а{0 и элемент 1 — о - . . . ап 
обратим в А. Возникает морфизм (>:Z [х0, • • •, хп, (1 — x0; 
XnY'j-yA, ()(.x,)=a,, (>((.*„)) с / ; обозначим через < а{), ..., ап > б 
•QKn+[ (А, I) образ ( х0 хп > при морфизме (>. Ясно, что 
V < xo *п) = / > " + 1 < xO x « > • 

Лемма 7.0.Г Предположим, что все а, при / > 1 обратимы; 
имеем а,еКх (А) при i > Г 1 — а 0 . . . anQKi (A. -О- Тогда 
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< ffl0, ...,an) совпадает с СИМВОЛОМ {\—а0... а,,, аи ..., а,,}& 
€*в+1(-4,/). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть универсальный 
случай Л — Z[.x0, xf1,. . . , .x*1, (1 — x 0 . . . ХпУ1], /=--(x0). Опять 
локализация задает изоморфизм Кп+г{А, 1)~>Кп(А/(\~-х0....хп)А), 
который переводит оба наших символа в один и тот же 
элемент. Ш 

Поэтому можно пользоваться следующим обозначением. 
Пусть / , аъ . . . ,a„6A и идеал / с Л таковы, что / обратим 
в A, a/ не являются делителями нуля и элемент 
а0: =(\—/)а-г ... a-1 принадлежит 1сА. Положим 

{/, 01 . . . . , ап): = < ай, аи ...,ап) еЯ'^1 (Л, /, О(/г+ 1))с 
ск,ч1(А,та. 

Все вычисления регуляторов мы будем вести для Ж-кого-
мологий с рациональными коэффициентами. 

Лемма 7.0.2. Пусть Л —кольцо функций на гладком аффин­
ном многообразии над R, Y: -=Spec A/IcX и Z —относитель­
ный цикл на X(R) по модулю Y (R). Предположим, что найдется 
ветвь log/ логарифма / такая, что log/ однозначен на &5 и 
равен 0 на д%6. Тогда j rS){f, аи ..., ап} = J \Qg fd\ogax/\ ... 

. . .Adloga„. 
Доказательство —упражнение к 1.1, 1.2. Ш 
7.1. Основная теорема. Пусть A = Q.\ti •---.]• 

/=-(Ш.(1 — tt))cA. Таким образом, Spec Л -----А* и БресЛ lie 
с А я есть объединение гиперплоскостей tt — 0 и ̂  = 1. Обозначим 
через 5./А" относительную симплициальную схему—«разрешение 
особенностей» схемы S/A": эта схема S./A" есть коскелет 
50/А"—нормализации S. Как обычно, если F — поле, то 
A'F\==An®F если / — рациональная функция на Ар., то 
А?и) с Ар — дополнение к дивизору / . 

Из спектральной последовательности, связанной с симпли-
циальной схемой, совместимости с ней регулятора и теоремы 
Бореля немедленно вытекает 

Лемма 7.1.1. а) Для любого поля F имеем Ki{An
P, S.F) = 

=>Kbn(F), H^ (A'p, S.F, Q(b)) = H%"(F, Q(b)). 
б) Пусть 95-=-{(tlf.... tn)\ttGR, 0<t /<1}cR r t —относитель­

ный цикл на R'1 по модулю S (R). Если / e H ' ^ 1 (Ac, S-c Q(ft + 1)) 
отвечает /бАГ2„+1 (С)@Q=Hl^(C, Q ^ + l)), то r ^ ( / ) = 
=1га>(7)ес/(2яоге+1о. в 

зе 
в) Если E—числовое поле, то отображение Нп^ (Ар, S.Р, 
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0(/г+1))-->Пс/(2я1)и+1О, переводящее у в ( j r^i (y)), i про-

бегает все С-точки поля E, является вложением; более того, 
композиция этого отображения с произведением проекций 
C/(2jw)"+1Q->R взятия вещественных или мнимых частей 
является вложением. Ш 

План дальнейшего состоит в том, чтобы с помощью символов 
построить много элементов в H'^l(AF, S.F, Q(/7. + l)) и посчитать 
их регуляторы. Тогда по лемме у нас будут элементы из 
H!ssa(F> Q(/J+-0) вместе с их регуляторами. 

Зафиксируем круговое поле/7. Пусть cogE, 0)7-= 1—корень 
из 1. Если заданы два набора (а^), (blk) положительных целых 
чисел, индекс i пробегает значения \, . . . , а, то положим 
/ai-,(co): = Ц ( 1 — «в П t^'jTL (1 — со И / / * ) —рациональная 

1 i k i 
функция на Ар. 

Лемма 7.1.2. Для любого и, ш найдутся наборы (а), (Ь) 
такие, что 

1. ( 1 - / e i 4 ( c o ) ) n * r V - 4 , ( r ) ; 

2. Сау.^ЛаТ^-^ЦьТьфО. 
j I k i 

Доказательство см. в п. 7.2. 
Выберем а, Ь как в лемме и положим 1аь (со): = 

= Cai{f, ti. • •., tn}&Hn^l{AF{f), SFU), Q(re + 1)), тем же симво­
лом будем обозначать и прообраз /а,а (со) при каноническом 
морфизме S.ру)Iкрф -*• SPQ)lA'FQ). 

Лемма 7.1.3. Канонический морфизм//^1 (Av, S.F, Q(«+1))--> 
Т-^Нп^ (An

F{n, S.F{n, Q(/г+1)) —вложение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что для любой С-точки 

i поля F цикл 35 лежит в Ас(г/>. Поэтому j t^i (у) — j r^i (res y) 
для yQH'^1 и лемма следует из 7.L1Bi. И 

Лемма 7Л .4. 
а) Элемент la:b((x>) лежит в образе вложения 

Hn^(A'F, S.F> Q(n+\))^Hn+l(AFifh S.Fg), Q(/z+l)). 

б) ta, ь (-J-) зависит лишь от а> (и не зависит от выбора а и b 
из леммы 7.1.2). 

в) Для любой С-точки i поля F имеем 
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J r^ii (со) = 2 i g - e C / ^ n i r ' Q . 
26 k>\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о , в) По лемме, 7.0.2 \гз>аа,ъ(®) = 
к 

= C-l^logfdlogt1A...Ad\Qgt,l=\\og(\-at1...tn)dlogtlA.., 
к k 

...Adlogtn (здесь ветвь логарифма равна 0 при t1.= ... = t — 0). 
J 

Сделав замену переменных pj = I[ti, получим обычное штеграль-
ное представление полилогарифма. 

а) будет доказано в п. 7.2. 
б) следует из а), в) и 7Л.1в. Щ 
Итак, мы построили отображение I: (корни из 1 в F)\{l}-> 

-+Ha£(h%, S.F, Q(n + 1 ) ) = # ^ ( E . Q(n+l)). 
Теорема 7.1.5. Отображение I обладает следующими 

свойствами: 
а) Для любого geOalF/Q имеем i (gco)== gi (со). 
б) Z(o5->) = (-1)^(co). 
в) Для любой С-точки i поля F имеем 

xmil ( со )=2 -—£e(2ni)»RcC/ (2ni)"+1Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) следует из естественности всех 
конструкций, в) из 7.1.4в. Пункт б) следует из в) и 7.1.1в, 
так как замена со на со-1 меняет г̂ > на комплексно сопряжен­
ную величину, а значит, умножает Re(lm)rg> на ± 1 — осталось. 
воспользоваться инъективность ю. 

Кстати, из б) вытекает хорошо известное 
С л е д с т в и е . Для любого корня из единицы cogC имеем 

2^e(2ni)n^(Q + iR). Ш 

С л е д с т в и е 7Л.6. Пусть E = Q(co), со=-М. c6GalF/Q— 
комплексное сопряжение. 

а) Отображение 9w:Q[Ga1E/Q]/(l-(-l)"c)-Q [Ga1E/Q]-> 
{to}#^(E,Q(rt+l)).= /C2,,+1(E)®Q> <Pco(g)-g'H является изо­
морфизмом. _ _ 

б) Разложим мотив Q[E] по действию GalE/Q:Q[F] = ®[х]. 
Тогда d i m # ^ ( [ x ] . Q ( n + 1 ) ) Равна 1, если x(c) = ( - l ) r t . и О, 
если х(с) = (--)"+ 1- Элемент ФШ> х: = 2х"1 (fi)Ф«» (g) — образующая 
H!^([X]. 0 ( й + 1 » . Имеем 
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га>Ф«о, x6Q* • (2.ni)« • J - L (%, s)\s—„ cC®Q/(2ni)"HQ. 
В частности, для мотива [%] выполнена гипотеза 3.4. 

Доказательство сразу следует из 7.1.5: ВЫЧИСЛИМ сначала 
г®Фш, х. Если СО — первообразный корень степени / и % прими­
тивен, то 

- л — 2 x-1(-*)p^=2*",<a*>fflrtl$-
ag(Z//2),ft>l t 

=-s(x)--(x-1, n+l)6Q*.(2ni)"fJ~L(X. s)|-=_„. 
ЕСЛИ g | / и a|) — примитивный характер по модулю g, то 

• " г^Фт, x = ( g / / r i IT ^-%(p)-pnn)r^PJ/n. 
P\f, P-fS 

Из очевидного необращения в 0 L-функции в /г-j-l следует, что 
Фа, %ф®, если %(С) = ( — 1)". Отюда фШ —мономорфизм, а значит, 
и изоморфизм, поскольку размерности одинаковы (теорема Боре-
ля). Я 

7.2. Доказательство лемм 7.1.2 и 7.1.4а. Начнем с леммы 
7.1.2. 

Лемма 7.2.1. Найдется пара целочисленных матриц (atj), 
(b,j) размера «X2"_1 такая, что 

1. Все atJ, btj>2. 
2. Vin найдется перестановка aio622/<-i такая, что щ^Ьщ» 

для любого i-фц. 

з. 2(п--г;»п*г/)^о. 
Вывод 7.1.2 из 7.2.1: условие 1 обеспечивает (1 — /)Ш---е 

&itfA/t условие 2—(1— /)еП(1 — tt)Af, поэтому ИЗ 1 и 2 вы­
текает условие 1.2.1. Условие 3 есть 1.2.2. Ш 

Докажем 7.2.1. Пусть аи... ,а„, р, р — наборы целых 
чисел, причем ah $t>2, о..т--Рг для любого i. Построим искомые 
матрицы ач = ач{ах a„), blJ = biJ($u..., р„) индукцией по п. 
Если п = 1 , то положим ап — аи йц-—Pi- Пусть теперь п>\. 
Зададим матрицы a^, btj формулой 

[«„, /<2«-2 гр„, ;<2"-2, 
а'Ч~Ъп, j>2«--, bn'-\an, y>2»--; 

при t<ft 
, [а,ч{ау «„_!), /<2«-2 , 

a'4-b4 = \bLJ_2n-,(^ р„_0, />2«--. 
Легко видеть, что 1 и 2 выполнены и число из п. 3 есть 
ЩаГ-рГ1)-^. П 

г 
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7.2.2 Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. 7.1.4. a, 
Пусть я = 1 Точная последовательность локализации 

HU^, SF, Q (2)) -+н\ (AW). 5^<«Q(2)) - ®H!^ (-*.. Q(1)) 
(в сумме и пробегает все нули и полюса f) показывает, ЧТО 
образ первой стрелки совпадает с пересечением ядер ручных 
СИМВОЛОВ в точках v. Но все ручные символы {f, i}v равны ну­
лю по тождеству Стейнберга, что и требовалось. 

Пусть теперь п ^ 2 . 
Ш а г А. Введем обозначения. Положим Ап = кр, Тп — 

= Ап (..,, ...,„) — дополнение к объединению координатных пло­
скостей t, = 0; 5г==-5ПТ"=иП"" 1 (П" г задается уравнением 
*г=-1); T»-* = {itu...,tn) с о П ^ - ^ с Т " ; U« = T»\T"-1; S£ = 

= S^flU". Тогда An = A{f)n[jT", и соответствующая точная 
последовательность Майера — Виеториса показывает, что 

lm {Нп£ (Л", S., Q ( n + \))^H'X {A'lf)S.U), Q ( n + 1))=> 

^Ker{Hl^{A'lf),S.u)lQ(,i+\))->H'^{Tb),S^).Q(n + ^)). 
Поэтому достаточно доказать, что ограничение 1а,ь(®) на (Т"ф, 
S7(f>.) равно нулю. 

Ш а г Б. Заметим, что tt обратимы на Г" и равны 1 на 
Т'Г\ т. е. t£Hl^(Tn, ТпГ\ Q(l)). Поэтому определен {^,... 
. . , , *„}РН^(Т", ЪТГ1, Q(n)) = Hn^(T-,S^ Q(n)). 

Воспользуемся следующим фактом: _если а, $£Н-(Х, Y), а, 
"р-образы а, р в # (X ) , то {а,$*={а, $} = {а,р}£Н-{X, Г). 
Применим его к a = /a,j(cD)gH^(U«, Sfr, Q(1)), P H ' i t,.}6 
б Я ' ^ ( Г » , 5 ^ , Q(ft)). Ограничение Z(со) на (Г"/). -5r(/)) есть, по 
0.1, символ {а, р}={а>р} = С- 1 / '2 {1-<-Ш?'Л {*i,..., *„}}-

{sum}{1 — ооШ*'*, {г.,,..., t„}}\. Каждое слагаемое {1— соШ"'. 

{i!... ., <„}}=-.ПаГ/{1—тШ?'7, {*{Ч-••it.-!'"'}} является прообразом 
символа {1 —(opt,, {t! tJJeHS"1 (-/в. s'u, 'Q(ft+1)) при отоб­
ражении tj{to}i?-'. 

Ш а г В. Осталось показать, ЧТО ЭТОТ символ равен нулю. 
Пусть ST = S'r \jTn'1, 5 ? . - = . . . ; будем рассматривать Т"-1 как 
тор с координатами tx tn_v Тогда SnC\Tn'l = •§?""*, и это 
пересечение трансверсально. Согласно 2Л.4 имеется точная 

последовательность локализации ...-+-Н"& (Тп, S£.,Q(n+1))->-
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->Hn+\U'\ S«i( Q(/i+l)){to}H^*--. -n-i, Q(,-z))~>... Из нее 
и мономорфности ограничения Нп^(Гп, S£., Q(n + 1))-+H"£1 (Un, 
Q(ft + 1)) (которая следует, как и 7Л.З, из рассуждения с регу­
ляторами) вытекает, что морфизм Я'^1(Un, S£., Q(it + l))^.-
-+Hn^(T"-\ Ц-\ Q((o))®Hn^l(Un, Q(/.4 + 1))— вложение. Ясно, 
что ограничение нашего символа на U равно 0 (тождество 
Стейнберга), а его образ в Нп(Тп-\ S£~\ Q(n)) совпадает с 
-»*({'ь-.., in}), где ln*'.H'a(T", S».)^H^(T»-\ §".-*). Итак, 
осталось показать, что i„*=0. Мы воспользуемся регуляторами: 
сначала докажем, что когомологическая стрелка равна 0, а 
потом используем инъективность (теорему Бореля). 

Ш а г Г. Морфизм in* вкладывается в, длинную точную после-
* 

довательность ,.„->Н^ (Тп, S«)^H^ (Тп, 5».)-»-Я^ (Т""1, S'^1)-
аиалогичная точная последовательность имеется для других кого­
мологий; эти последовательности связаны между собой морфиз-
мом г. 

Лемма 7.2.2Л. Н'^(Тп, S«.) является свободным Я ^ (E)-
модулем с образующей {t, tn). Аналогичный факт справед­
лив для прочих когомологий. Н 

Из теоремы Бореля вытекает 
Следствие 7.2.2.2. Морфизм т®\Н'^(Т'1, Sr.)->Hz,{T»®Rt 

Sir.® R) —вложение. 
Лемма 7.2.2.3. Для некоторого вложения ./—С рассмотрим 

многообразия Tn
c=~T"<8>FC, . . . . Имеем Н% (Тс, Src Q) as 

.sQ©Q(-1)© . . . ©Q( — n) как смешанные структуры Ходжа, 
прочие Я ' —0. Морфизм in* в когомологиях Бетти равен 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, Н'$ (Тс, Sc, Q) — 
— Q( — ti) = Q-T^{ti tn}, прочие Я ' = 0. Отсюда из точной 
последовательности 2.2.4.0 для когомологий индукцией по п 
получаем, что Н$(Т'£, S?,C,Q) = 0 при 1фп, in* в когомоло­
гиях равен 0 и факторы в весовой фильтрации на Я'!--(Тс, Src, Q) 
суть Q(—i), Q < t < n . Осталось доказать, что весовая филь­
трация на Я" расщепима. По индукции, достаточно проверить, 
что член F'1 в фильтрации Ходжа определен над Q. Образую­
щая F*—форма (2ni)-"d\ogtlA . . . Ad log г.,,- Покажем, что ее 
периоды по всем циклам рациональны. Пусть м — ехр-^—. 
Рассмотрим единичный куб в R" и разобьем его i ian+1 кусков 
гиперплоскостями {sum} x. = у + 1 / = 0 , . . .,п—\. Образы этих 
кусков при отображении •t/>==exp 2iux- составляют базис в 
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Нп(Гс, STC, Q). Интегралы по ним нашей формы совпадают 
с объемами кусков. Они рациональны, что и требовалось, щ 

Лемму можно переформулировать так: в точной последова­
тельности смешанных структур Ходжа {to}H- (Г", 5?.){to} 

^Я;2 ?(Г»,5?.)->Я^(Р'1 , .§?71)->.. . морфизм /„• равен 0 и 
оставшаяся короткая точная последовательность расщепляется, 
Отсюда вытекает 

Следствие 7.2.2.4. Морфизм in* для 25-когомодогий 
равен 0. §§ 

Последний^ шаг: индукцией по п покажем, что 
Ъдьп-Н& [Тп, ST.)->HaQ[Tn®R, S-?.®R) является вложением и 
морфизм in* для ^-теории равен 0. Пусть мы это знаем для 
•п — 1. 

Из перестановочности r^ c in* и 7.2.2.4 имеем г^„_го1п* =0. 
Но тдг>п-1 инъективеи, поэтому г„*=0. Теперь инъективность 
<xo£)ii следует из коммутативности диаграммы 

0^H^(T'^,S^)-yH^.(T-,S")^H^{Tn,S")^0 

0->#<--. (Г""1, 5«-1)-^Я^)(Т", $»)->Н®{Т", S")-*0 
.и ииъективности tgDn_l и t& п) (индукция + 7.2.2.2). §g 
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