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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

2000. Т. 36, № 2. С. 209 — 218 

УДК 517.956.4 

П Е Р И О Д И Ч Е С К И Е К О Н Т Р А С Т Н Ы Е С Т Р У К Т У Р Ы Т И П А С Т У П Е Н Ь К И 
Д Л Я С И Н Г У Л Я Р Н О В О З М У Щ Е Н Н О Г О П А Р А Б О Л И Ч Е С К О Г О У Р А В Н Е Н И Я 

А . Б . В А С И Л Ь Е В А , О . Е . ОМЕЛЬЧЕНКО 

1. Введение. В работе [1] рассматривалась сингулярно возмущенная задача 

ей" = А(щх)и* + В{и,х), u(0 ,e) = u°, u{l,e)-ul, (1) 

и установлено существование у такой задачи решений с внутренним переходным слоем типа 
ступеньки, а также сформулированы условия устойчивости таких решений. Существенной 
особенностью этой задачи являлось наличие в правой части (1) слагаемого Аи\ В данной 
работе изучается краевая задача для сингулярно возмущенного параболического дифференци­
ального уравнения вида 

е{ъХц-и%) = А(и, ж, t)ux + B(u, ж,*), ( ж , £ ) б П , П = {(ж,£) | а < ж < Ь, - о о < t < + о о } , 

(2) 
гб(а,£) = 0, tt(6,t) = 0, - о с < / < + о о , и(х, t + Т ) = и(х, t ) , ( ж , £ ) £ П . 

Здесь Т > 0 — период функции u(x,t) по второй координате, £ > 0 —малый параметр, а 
A(u.x,i), B(u,x,t) — д о с т а т о ч н о гладкие Т-периодические по переменной t функции. 

Хотя задачи (1) и (2) имеют разные размерности и относятся к различным типам, но их 
вырожденные уравнения ( т . е . уравнения, получаемые при е = 0 ) имеют одинаковую структу­
ру. Этот факт делает возможным перенесение на задачу (2) методов исследования задачи (1) . 
Следует отметить, однако, что из работы [1] заимствуется лишь алгоритм построения фор­
мальной асимптотики. Доказательство основной теоремы существования проводится методом 
барьерных функций, который в последнее время все шире и шире используется в научных пу­
бликациях по исследованию сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений [2]. Кро­
ме того, будучи перенесенным на задачу (1) , этот метод дает альтернативное доказательство 
теоремы существования из работы [1]. 

2. Построение формальной асимптотики, Если в (2) положить е = 0, то получим 
вместо исходного параболического вырожденное уравнение 

А(и, ж, t)ux + В(щ ж, t) = 0. (3) 

Любое решение уравнения (3) в общем случае может удовлетворить лишь одному из граничных 
условий задачи (2) . Поэтому, как следует из общей теории сингулярно возмущенных диффе­
ренциальных уравнений [3], решение задачи (2) , близкое к решению уравнения (3) , должно 
обладать одним или несколькими пограничными или внутренними слоями. В данной работе 
будет построена асимптотика и сформулированы достаточные условия существования решения 
исходной задачи, являющегося обобщением одномерных контрастных структур типа ступень­
ки. В соответствии с методом пограничных функций такое решение следует искать в виде 

и(ж, t,e) = < 
£ ek[Tfc\zJ) + Ql-\t,t)] при ж < 

£ ekW\x,t) + Qi+)(U)] при х > X(t,s), 
к=0 
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* ( M ) = £ (5) 

где ~U^\xj) — регулярные, a Q^\t,t) — погранслойные члены асимптотики, £ = 
— [ж - X(t,e)]/e — погранслойная переменная, a x = X ( £ , e ) — кривая, в окрестности ко­
торой имеет место внутренний слой. (Заметим, что для ее однозначного определения необ­
ходимо ввести дополнительное условие, что и будет сделано по ходу построения формальной 
асимптотики. I 

Подставляя ряд ( 4 ) в дифференциальный оператор 

L[u] = е (ихх - щ) - А(и, ж, t)ux - В{и, ж, t) ( 6 ) 

и производя его формальное разложение в ряд Тейлора по степеням £, в соответствии с мето­
дом пограничных функций получаем 

оо 
Ь[и) = e ^ Q L o + + QLk+i}. (7) 

Д:==0 

Здесь 

LQ = —А(щ(х^),х^)дщ/дх - 5(гГ 0(ж ,г), ж,*), 

QLQ = a 2 Q o / f l £ 2 - A ( t f 0 ( * o ( * ) > 0 + Qotf, t), X0(t), t)dQ0/d^ 

Хд, = - A ( u 0 ( x , t), ж, t)duk/dx - Р(ж, f)tifc + t) (k > 1 ) , 
№ = ff'Quiae - {d/d(){A[Qk(t,t) + uk(x0(t)j)}} - <p(t,t)xk(t) - я , ( е , о (* > 1), 

где введены следующие обозначения: 1) для любой функции F(u, ж, t) : F (£ , t) = F(u0(X0(t), t)+ 
+QotiJ)>XQ(t),t), a F(t) == Г ( ¥ о ( Х о ( 0 , 0 ^ а д 5 0 ; 2 ) Р(ж,£) - А „ ( « о ( М ) / М ) 0 5 о / 0 я + 
+ Д , ( « 0 ( М ) , М ) ; 3) = { М ^ Щ х ( М ^ ) ^ ) + М^^)}9Яо/д^ 4 ) —некоторая 
функция, рекуррентно выражающаяся через регулярные члены ряда ( 4 ) от 0-го до [к - 1)-го 
порядка включительно и их производные; 5 ) Hk(£,t) — некоторая функция, рекуррентно 
выражающаяся через члены рядов ( 4 ) и (5) от 0-го до (к — 1)-го порядка включительно и их 
производные; 6 ) если какая-либо из перечисленных функций будет встречаться в дальнейшем 
с индексом ( + ) или (-*) сверху, то это будет означать, что этот индекс надо поставить у всех 
функций uk(r,t) и Qk(£,t), входящих в ее определение. 

Приведем также конкретные выражения для функций Di(x,t) H # I ( £ , t f ) : Dx(x,t) = 
- д2ч0/дх* - дио/dt, Hifot) = A(Z,t)v?M(t),t) + - X'0(t)dQ„/d{. 

Теперь, приравнивая члены ряда (7) к нулю, получаем дифференциальные уравнения для 
определения членов ряда ( 4 ) . При этом граничные условия задачи.(2) служат для определения 
регулярных членов ряда ( 4 ) . Так, в нулевом приближении имеем 

A(vt\x,t),x,t)dvk~)/dx + J B ^ o ^ O M ^ M ) = 0 , (ж,0 € ft, ^ " ' ( М ) = 0, - о о < t < +оо„ 
(9) 

A(u\f\x,t),x,t)drt+)/dx + £ ( ^ / } ( ж , г ) , ж , 0 = 0 , (ж,О G ft, tJ^ + )(fr,*) - 0 , - о о < t < + о о . 
( 1 0 ) 

Пусть задачи ( 9 ) и ( 1 0 ) имеют решения, причем 

A(vfc~\x,t),x,t) > 0 , A(u^\x,t),x,t) < 0 ( I I ) 

Чтобы сформулировать задачи для погранслойных членов ряда ( 4 ) , нам потребуется еще 
одно граничное условие, а именно условие, исходя из которого будет определяться функция 
X(t,e). В силу (11) в качестве такого условия удобно взять 

Л(м(Х, 0 = 0, ( 1 2 ) 

так как уравнение ( 1 2 ) всегда будет иметь решение ж — X ( £ , t ) , целиком лежащее в полосе ft. 
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Будем искать классическое решение задачи (2) , т . е . и € C%ll(Q,). Рассматривая формаль­
ное представление ( 4 ) для функции u(x,t,e) в предположении, что все входящие в него функ­
ции определены и достаточно гладкие, легко видеть, что непрерывность и гладкость функции 
и может быть подвергнута сомнению лишь на кривой х = X(t,e). Поэтому в качестве до­
полнительных условий на функцию и логично взять условия ее непрерывности и гладкости 
на кривой х ~ X(t,e). Для определения членов асимптотического ряда ( 4 ) будет достаточно 
двух условий, а именно непрерывности на кривой х = X(t,e) самой функции u(x,t,e) и ее 
нормальной производной ди/дп, где п = {1 + [ X ' ( £ , e ) ] 2 } ~ 1 / 2 { 1 ; - X f ( t , e ) } —вектор нормали к 
кривой х — X(t,e). Чтобы воспользоваться этими условиями, нам потребуются формальные 
разложения 

оо 

u(X(l,e), t, е) = u0(X0(t), t) + Q o (0 , *) + £ е * К « ( * о ( 0 > * ) * * ( < ) + ММ*)> 0 + Q*(0, *) + Ek{t)}, 
k=l 

(13) 

^ = >/ i + rao]a{e-,^o(o,o/^+ 

oo . 

+ Т,ек~1№№)№ + ^ (14) 
*=i J 

где Ek(t) и JVt(<) —некоторые функции, рекуррентно выражающиеся через низшие порядки. 
Отдельно заметим, что N^t) = {1 + [X^(t)}2}-l[u'03;(X0{t),t) - X £ ( £ ) « ' 0 4 ( X 0 ( t ) , * ) -

-Xb(l)dQ0(0,t)/dt], ЕгЦ) = 0. 
Для дальнейшего использования перепишем также левую часть (12) в виде формального 

ряда до степеням £ 
оо 

A(u(X(t, e ) , t, е ) , е ) , 0 = Л ( 0 , 0 + 2 ^ { [ Л ( 0 , 0 ^ 4 № ( 0 , 0 + МО, t)]Xk(t) + 
* = 1 

+ Я„(о, Ofa № ( 0 , 0 + Q*(o, 0 + #*(01 + ™*(0>> (is) 

где rr/^(0 — некоторая функция, рекуррентно выражающаяся через предшествующие порядки, 
причем m i ( 0 = 0. 

Согласно методу пограничных функций, получим задачу для определения : 

vt\x0(t),t) + Ql<r\o,t) = 4 + ) № > ( 0 , 0 + Q& + ) (<M), 

A$?\X0{t), t) + Q&\0, t), X0(t), t) = 0, 

dQ\r\o,t)/d{ = a g ( + ) ( o , i ) / 9 e , Q ^ C i o o . o = dQf\±oo,t)/dz = o . 
В предположении, что задача (16) разрешима, проинтегрируем ее дифференциальное урав­

нение по £ от ( до + о о (при С > 0 ) , получим 

с с 

Учитывая граничные условия из (16) , имеем 

a g ° ^ c ' f ) = / л ( ^ + ) ( Х о ( 0 , о + ^ а д , 0 ^ ( I T ) 

(16) 
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или в несколько иной форме 

«<+)(Xc(<),t)+Q<+)(C,t) 
dQi+)(CJ) 

f A(r,,Xo(t),t)dr). (18) 

Аналогично, проводя интегрирование по £ от - о о до £ при С < 0, получаем 

-оо -оо 

dQ(Q-\t,t)5=( 

dQJ-\C,t) 

dQ[~\c,t) 

= J A(vk-\X0(t),t) + ritX0(t)tt)dTi, 

J A(^Q-\Xo(t),t) + r),X0(t),t)dr), (19) 
0 

4-\xQ(t),t)+Qi-\c,t) 

J A(Ti9X0(t),t)dri. (20) ОС 
tr<-5(x 0(t),0 

Условие dQo~\o,t}/di; = <9<5o+ )(0,£)/#£ и представления (18), (20) дают возможность полу­
чить уравнение для определения функции X 0 ( < ) : 

J А ( т 7 , Х 0 ( 0 , 0 ^ = / A(Ti,X0(t),t)dri9 

ui^(X0(t),t) 

Ф ( В Д , 0 s У Х 0 ( 0 , 0 *7 = 0. (21) 

При переходе к последнему равенству было использовано соотношение v^~\Xo{t)zt) + 
+Q (

0 ->(0, t) = vi+)(X0(t), t) + Q(

0

+)(0, t). 
Потребуем, чтобы уравнение Ф(ж,£) = 0 имело простой корень х = Х о ( 0 > т . е . такой, что 

ФЦж ,0и=л'оО) / 0 V^GiJ . Кроме того, пусть а < X0(t) <b У ^ й . 
Далее пусть уравнение A(u,Xo(t),t) — 0 имеет простой корень и = V(t), т . е . 

Au(u,XQ(t),t)\u=V(t) ^ 0 V*6 Я, (22) 

лежащий между г4"^(Х 0 (£)з 0 й ^ о + ) ( ^ о ( 0 ? 0 - Заметим, что в силу условий (11), наложенных 
на функции tZo""^,*) и vf^\x,t), корень и ~- V(t) всегда существует, а проверке подлежит 
лишь условие (22). 

Наконец, для того, чтобы уравнения (17) и (19) можно было проинтегрировать по £ и по­

лучить выражения для функций <2о+*(£>0 (С > 0) и Яо"\^^) (£ < 0)? достаточно, чтобы 

функция F(uyt) = / A(rj^X0(t)j) drj при любом фиксированном t £ R не имела нулей, от-
V(t) 

личных от = V(t), на замкнутом отрезке между й^~\х0(1)^) и vf^\Xo(t),t). Это условие в 
явной форме утверждает, что кривая и = лежит в области влияния корней ¥ ^ ( Х 0 ( £ ) , t) 
и ^ ( а д ) , * ) -
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Аналогично тому, как были получены задачи для определения нулевых членов асимптоти­
ки, можно получить задачи для определения l^\x,t) и Q^\£,t): 

дй^]/дх+ р(-\х,г)4~\х,1) = fi~\x,t), (x,t)eu, vt\a,t) = 0, - о о < t < + 0 0 , (23) 

Oui+)/dx+p{+\x,t)rtk

+\x,t) = fi+){x,t), {x,t)ea, 4 + )(6,£) = 0, - o o < £ < + o o , (24) 

d'QP/d? = (d/dO{A{±\t, t)[Q?\t, t) + vf\x0(t), t)}} + <рЫЦ, t)Xk(t) + Hl*\t, t), 

vf\X0(t), t) + Q W ( 0 , t) + Ef\t) = Mj*\t), (25) 

M_)(o, t)/dt + Nl~\t) = 9gl+)(o, o/a* + Ni+\t), q[±\±^, t) = a g j ^ C i o o , * ) / a * = o, 
где p^(x,t) = A-\vi±\xJ),x,t)PW(x,t), fj*\z,t) = A;ltf*\x,t),z,t)D?\x,t), MJ*\t) = 
= -[дг^±}/dx(XQ(t),t) + Ax(0,t)/Au(0,t)]Xk(t) - mk(t)/Au(0,t) (см. обозначения к формулам 
(8) и (15)) . 

Разрешимость задач (23) , (24) не вызывает сомнений, так как это фактически задача Коши 
для обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка, в котором переменная t 
выступает в качестве параметра. Не столь очевидна ситуация с задачей (25). Рассмотрим 
ее при к — 1 (при к > 1 задача может быть рассмотрена аналогично). В предположении, 
что она разрешена, проинтегрируем ее дифференциальное уравнение по f от 0 до + о о с 
учетом граничных условий, получим - 0 Q ( i + ) ( O , i ) / 0 £ = A^\t)l^\X0(t), t)~A(0,t)[Q[+)(Q,t) + 

+ й ! + ) ( Х 0 ( 0 , < ) ] + * i ( * ) / ^ ( + ) ( е , * Ж + « / < + > ( 0 , где j W ( t ) = / H[+\t,t)d£. 
О о 

Аналогично, интегрируя то же уравнение по £ от - о о до 0, имеем dQ[~\0,t)/d€ = 

- A ( 0 , O W i ~ } ( 0 , 0 + ^ ^ I ^ ( б О ^ + ^ О * где 
— со 

/(->(*)= I H[-\t,t)dt. 
— оо 

Исходя из условия dQ[~\0,t)/dt +N[~\t) = dQ[+)(0,t)/d{ + N[+\t) и полученных выра­
жений, находим, что 

dQ[-\0,0/ве - dQ.\+\o, t)ld(- = N\+\t) - N[~\t) = 
-f со 

— oo 

-f-oo 

Путем несложных преобразований легко убедиться, что / <К£>0^£ ~ ^i(^o(0'0- ^ соглас-
— оо 

но введенному ранее требованию Ф'Х(Х0^)^) ф 0, имеем Xi(t) = [Ф^(Х 0(г)> ~ 

-̂ -)(о+̂ "Ло̂ г }(*о(*)> о - ^ ( * ) й ( 1 + ) ( а д , о - ̂ {+)(о - J(~4t)}-
Зная явный вид функции Xi(t), мы без труда можем получить решение задачи (25), так как 

последняя после подстановки в нее Xx(t) представляет собой совокупность двух независимых 
краевых задач для обыкновенного линейного дифференциального уравнения второго порядка. 

Таким образом, мы показали, что при определенных условиях, наложенных на исходные 
функции, может быть построена формальная асимптотика вида (4) любого порядка. Следую­
щий пункт посвящен ее обоснованию. 

3. О б о с н о в а н и е а с и м п т о т и к и методом б а р ь е р н ы х ф у н к ц и й . Доказательство су­
ществования асимптотики в данной работе проводится на основе теоремы 1.2 из [4], а точнее, 
на некоторой ее модификации. Не вдаваясь в подробности общей формулировки, приведем 
необходимый нам в дальнейшем вариант этой теоремы. 

Т е о р е м а 1. Пусть существуют функции a(x,t) и t ) 5 удовлетворяющие следующим 
условиям: 

1° а, /3 — Т -периодические по переменной t, дважды непрерывно дифференцируемые 
в Q, функции, за исключением, быть может, конечного числа непересекающихся гладких 
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кривых х • = Xi(t)? целиком лежащих в Я , на которых они непрерывны, а их нормальные 
производные претерпевают скачок; 

2° a(a?,t) < « ) € ? ! ; _ 
3° £[а] > О, L[(3] < О всюду в Я", за исключением кривых х = Xi(0> 
4° a (a , t ) < 0 < / ? ( М ) V* € Л, а (6 ,« ) < О < /3(6,«) W G Я; 
5° на каждой кривой х = х * ( 0 выполнены неравенства да/дп\+ > да/дп\„ \/t G Я , 

д(3/дп\+ < д,в/дп\„ V* £ Д, где знаки + и - у нормальной производной означают, что она 
берется соответственно справа и слева от кривой х = х * ( 0 -

Тогда существует по крайней мере одно решение и = u(xjt) задачи (2) такое, что 
a(x,t) < u(x,t) < f3(x,t). 

Следует отметить, что в работе [4] в отличие от нашей формулировки данная теорема 
формулируется для случая, когда х £ RN (N > 2) . Хотя , как следует из анализа ее доказа­
тельства, она остается справедливой и в случае одномерной переменной х. Качественно новым 
по сравнению с [4] является допущение негладкости функций а и /3, однако дополнительное 
условие 5° в предложенной редакции теоремы делает ее корректной и в этом случае. (Глад­
кость функций а и /3 существенна только при использовании сильного принципа максимума 
для параболического уравнения в лемме 4.4 из [4], условие 5° дает возможность воспользо­
ваться этим принципом и в случае негладких функций а, /3.) 

Следуя обозначениям работы [4], будем называть функции а и /3 соответственно нижним 
и верхним решениями задачи (2) . 

Ниже для доказательства существования асимптотики вида (4) мы воспользуемся вариан­
том метода барьерных функций для сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений, 
впервые предложенным Н.Н.Нефедовым и развитым им в ряде его работ (см. библиографию 
в [2]). 

В качестве нижней и верхней барьерных функций возьмем соответственно 

а(х, М ) = U(n+i )a(*, *, е) + en+l[va{x, t) + wa{£, t)} + e n + 2 Q ( n + 2 ) e ( £ , * ) , (26) 

P(x, t, e) = t t ( n + 1 ) / , ( a r , t, e) + en+l[v0(x, t) + wp(Z, t)] + en+2Q{n+2)0{Z, t), (27) 
где 

E 1 ek[uk-\x,t) + Qi-)^,t)) при x < Xa(t,e), 
k-0 

Х>А'Мь+)0М) + Qi+)(t,t)} при x > Xa(t,e), 

k=0 

n-j-1 

Xa(t,e) = J2ekXk(t) + en+1X(n+1)a(t), ( = [z - Xa(t,e))/e, 

a U(n+i)p(X)t,e) определяется формулами для щп+^а(х, t,e) с заменой в них а на /3, Функции 
Va(xj), Vfi(x,t), Wa(£j), Wfj(f,t), Q ( n + 2 ) a ( f > < ) > <3(п+2)/э(£> <)' Jf(n + l )a (0> ^ ( " + 1)0 (О будут 
определены ниже. Отметим также, что , как и в п. 2, все функции, входящие в определение 
барьеров, вообще говоря, по-разному определяются при ( > 0 и ( < 0. Однако ниже, чтобы 
не усложнять описание, будем опускать использовавшиеся в этом пункте индексы ( + ) и ( — ) , 

Из условия (11) следует, что существует такое число р > 0, что A(vfQ~\x,t),x,t) > 
A(v^\x,t),X)t) < —р V(#,£) £ Я. Кроме того, в силу непрерывной дифференцируемое™ 
функций A(u,x,t) и B(u,x,t) существует такое число / > 0, что |Р (х ,£ ) | < / V(z,£) £ О 
(определение функции P(x,t) см. в обозначениях к формуле (8)) . 

Теперь, когда введены все необходимые обозначения, можно продолжить описание барьер­
ных функций. Итак, пусть - 7 ехр{(21/р)(х - а<х< Xa(t, е ) , 

-iexp{-(2l/p)(x - XQ(t))}, Xa(t,e) <x<b, 

vp(xj) = -va(x,t), (29) 

U(n+i )«0Mj£) = < 
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где в определении vp(x,t) следует Xa{t,e) заменить на Xp(t,e). 
Здесь 7 > 0 — произвольное число. Отметим, что функции va и vp предста.вляют собой 

некоторую модификацию функций, использованных в [5, гл.4] при доказательстве сходных 
теорем для обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Из приведенного выше разложения для оператора L[u] (7) с учетом задач (9) , (10), (16), 
(23) — (25) следует, что 

( d2w 8 ~ 1̂ 
ВД = - щ[А(ШЫМ) + Va(X0(t),t)]] - v t f , 0 * ( n + i ) « ( * ) } -

+ e n + 1 { d 2 Q £ t 2 ) " ™ ^ № , 0 « ( t i + a ) « ( ^ 0 ] - Я ( п + а ) в(е,*)} + 0 ( £ я + а ) . (30) 

Здесь # ( N + 2 ) E ( £ > * ) та же функция, что и Я п + 2 ( ^ , <), но с учетом изменений, внесенных в п + 1 
порядок асимптотики. 

Из представления (28) для va(x>t) следует, что А(щ(х^):х,1)дуа/дх + P(x,t)va < lva 

всюду в П, где функция va дифференцируема по ж. Отметим, что знак этого неравенства 
никак не связан с выбором кривой х = X a ( f , e ) . Таким образом, если потребовать, чтобы 
функции wa(£,t) и Q ( n + 2 ) a ( f > 0 определялись из условия обращения в нуль первой и третьей 
фигурных скобок в (30), то будем иметь L[a] > en+l(-lva) + 0(еп+2). В силу равномерной по 
ft отделенности от нуля значений функции va(xA) можем утверждать, что при достаточно 
малых е > 0 имеет место неравенство L[a] > 0. 

Функцию wa(£,t) будем определять из задачи 

d2w д ~ 
:{A(Z,t)[wa(t,t) + va(X0(t),t)}} + <p(tJ)X{n+1)a(t), 

va(X0(t), t) + w e ( - 0 , t) = va(X0(t), t) + wa(+0, t) = ~ M , (31) 

dwa(+0, t)/d£ - dwa(-0, t)/d{ = <5, w e ( ± o o , t) = dwa(±oc, t)/d( = 0. 

Здесь M > 0, # > 0 — управляющие параметры, а дополнительное условие сопряжения дает 
возможность так же, как и в задаче (16), определить не только Q -функции, но и функцию 

^ ( п - Ы ) а ( ' ) ' 

Из определения функции а(ж,£,б) и формального разложения (14) следует, что да/дп\+ -
-да/дп\^ = en^/l + [Xl(t)]2S + 0(еп+г). В силу того что 6 > 0, автоматически будет следо­
вать, что при достаточно малых е > 0 будет выполнено неравенство да/дп\+ > да/дп\^. 

Уравнение из (31) —- линейное дифференциальное уравнение второго порядка. Причем со­
ответствующее ему однородное уравнение имеет нетривиальное решение, стремящееся к нулю 
при £ ± о о . Таким решением, к примеру, является функция z(£,t) = dQ0/d(. (В этом легко 
убедиться, продифференцировав уравнение из задачи (16) по £ . ) Поэтому решение задачи (31) 
может быть записано в следующем виде: 

f (7 - M)z(^t)/z(~-0,t) + wi-lfat), £ < 0, 

I ( 7 - M ) z ( £ , t)/z(+Q, t) + , 0 , £ > 0. 

где WQ~\£,t) и w^\^t) — решения неоднородного уравнения (31) с однородными граничны­
ми условиями W Q ( - Q , t) — WQ~\-oo,t) = 0, Wo +^(+0, 0 — w[+\+oo,t) ~ 0. (Заметим, что так 
как кривая и = V ( i ) лежит в области влияния корней щ\х> t) и. г4+^(:г, 0> т о Функция <) # 
при любом фиксированном значении координаты t является знакопостоянной по £ на интер­
валах ( —оо;0] и [ 0 ; + о о ) и не имеет нулей, поэтому дроби z(£,t)/z(—Q,t) и z(£,t)/z(+0,t) 
всегда определены корректно.) 
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Так как г 4 ± } ( £ , * ) - » 0 при £ -+"±оо,- то существует такое £ 0 > 0 , что \w{^\^t)\ < 7 / 2 

при ( > £о. Далее, выбирая М достаточно большим, можно добиться, чтобы wa(£,t) < 0 при 
|£| < £о- При выбранном М в силу упомянутого выше знакопостоянства по £ функции z(£bt) 
на интервалах ( —оо;0] и [ 0 ; + о с ) будет выполнено неравенство 

Va(x,t) + wa(t,t)<-i/2 У ( М ) е П - ( 3 2 ) 

Определим теперь функцию X ( n + i ) a ( t ) , которую дает задача ( 3 1 ) . Интегрируя дифферен­
циальное уравнение ( 3 1 ) по £ от - о о до 0 , с учетом граничных условий будем иметь 

о 

dwa(-0,t)/d{ = {А({, t)[wa{{, t) + va(X0(t), О Ш - о о + * ( » + ! ) « ( * ) / ^ ( _ ) ( ^ 0 rfe, 
—00 

0 

a w e ( - o , t ) / 9 f = l ( " ) ( t ) 7 + ^ ( n + i ) e ( 0 / <pi-\t,t)dt. 
— 00 

Аналогично 

а*а{+о, t)/d£ = ^ ( O t - * ( n + u a ( 0 / > 0 
0 

Отсюда имеем 

dwa(+o, t)/dt - 3 t i > „ ( - o , = ( л < + ) ( 0 - ^ _ ) ( 0 ) 7 - x ( n + 1 ) e ( t ) * L № ( 0 . 0 , 
( 3 3 ) 

Так как - I е } ( t ) < 0 в О, то 

s i g n [ X ( n + 1 ) a ( 0 3 = - s i g n [ $ ; ( X o ( 0 , 0 1 - ( 3 4 ) 

Приведем теперь задачу для определения функции <3(n+2)a(£> f ) '• 

Q ( n + 2 ) a ( + 0 , t ) - Q ( n + 2 ) e ( - 0 , 0 - - 5 а ( « , г)> ( 3 5 ) 

Q ( n + 2 ) a ( - 0 , t ) = 0, Q ( n + 2 ) a ( ± 0 0 , «) = 0Q(n + 2 ) a ( ± 0 0 , = 0. 

Здесь S e ( M ) - r n - 2 t t ( n + i ) a [ ( X e ( M ) + <M,e) - - 0 , M ) ] + ^ [ ^ ( ^ ( M ) + 0 , 0 + 

+wa(+0,t)]-e^1[vQ(Xa(tie)-0it) + wQ(-0,t)]. Заметим, что Sa(t,e) = 0(l) при e -> + 0 . 
Первое условие сопряжения в (35) делает функцию а(ж,£,£) непрерывной на линии ж = 

— Xa(t,e), а второе, вообще говоря, может быть взято произвольным. Из предшествующего 
анализа следует, что задача (35) разрешима. 

Аналогично формулируются задачи для определения WP(^t), Q(N+2)P(D t): 

^ЩГ = ^ м и , о м ^ о + ^ ( а д . о ] } + ^ * Д ( п + 1 ) / > ( « ) , 

Vg(X0(t), t) + Wp(-0, t) = vp(X0(t), t) + Wfl( + 0 , t) = M, ( 3 6 ) 

dwp(+0, t)/d{ - dwp(-0, t)/d£ = -S, Wp(±oo, t) = dwp{±oo, t)/d£ = 0 , 

9-Щ~^ = Щ{А(М)Я№у,{Ы)} + Я ( п + 2 ) , ( £ , * ) , 

Q(n+2)p(+0,t)-Qln+2)p(~0,t) = -Sp(t,e), Q ( „ + 2 ) M - ( M ) = 0 , (37) 

Q ( „ + 2 ) / 9 ( ± o o , * ) = dQin+2)0(±oo.j)/d(, - 0 . 
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Так же как и в случае нижней барьерной функции a(a?,tf,£), при достаточно малых е > О 
здесь имеют место оценки 

£ [ / ? ] < О 4(z,t)eSl\{{x9t)\x = Xp(t,e)}, д/3/дп\+<д(3/дп\_ Vt G Д, (38) 

+ M f . ' ) > 7 /2 У(<м)еП. (39) 

Анализируя полученные по ходу построения функций а и /3 неравенства ((38) и анало­
гичные неравенства для а ) , легко убедиться, что при достаточно малых а > 0 построенные 
нами барьерные функции удовлетворяют всем условиям теоремы 1, за исключением, быть мо­
жет, условия 2°. Остановимся на нем более подробно. В силу (32) и (39) при (x,t) 6 ft, 
но лежащих вне полосы П между х = Xa(t,e) и х = Xp(t:г), а < (3 при достаточно 
малых е. Поведение же функций а и (3 внутри полосы П требует дополнительного рас­
смотрения, а именно из условий (11) следует, что у^0~\х^) ф u^\x,t) всюду в ft, поэто­
му разность u^~\x)i) - v^\x,t) сохраняет знак всюду в ft. Кроме того, как уже упоми­
налось выше, построенная нами функция Qo(^t) при любом фиксированном I £ R явля­
ется монотонной по £ на интервалах ( - о о ; 0 ) и (0; + с о ) . Опираясь на сказанное, а также 
на равенство (34) и аналогичное соотношение для Х ( п + 1 ) ^ ( ж , £), легко убедиться, что при 
sign[t!o~\aM) - v?Q*\x,t)] = sign[<J>^(X0(£),£)j в полосе П также выполнено неравенство а < /3 
(но на этот раз за счет нулевого порядка асимптотики), а значит, в этом случае выполнены 
все требования теоремы 1. Следовательно, построенная выше асимптотика обоснована. 

Сформулируем результат нашего рассмотрения в форме теоремы. 
Т е о р е м а 2. Пусть 

Г А £ С Й 3 ) , ( п + 3 ) д ( Д х П ) , В £ С ^ 2 ) ' ( п + 2 ) , 1 ( Д х П ) — Т -периодические по переменной t 
функции; 

2° задачи (9), (10) имеют решения u~u^~\x,t) и и = v^\x,t) такие, что 
А(гк~\х^),х^)>09 A(ufb+\x,t),x,t) < 0 V(<M) е П; 

3° уравнение (21) имеет корень х = X0(t), целиком лежащий в области ft, причем 
Ф Ц М ) 0 V i e R; 

4° уравнение А(и, Х 0 ( £ ) , t) ~ 0 имеет корень и — V(t), лежащий между решениями 
vfQ~\X0(t))t) и UQ+\X0(t),t), такой, что выполнено условие (22), а функция F(u,t) = 

= / A(r),Xo(t))t)d7] не имеет в замкнутом интервале между vfb~\Xo(t),t) и jf0

+\X0(t)^t) 
V(t) 

других корней, отличных от и ~ V(t); 

5° Ф И ^ о ( 0 > 0 / [ ^ о + ^ > 0 - 5 о " ) ( ^ 0 1 < 0 6 Я. 
Тогда существует по крайней мере одно решение задачи (2) с асимптотикой вида 

u(x,t,e) = un(x,t,e) + 0 ( £ N + 1 ) , где 

un(x,t,e) 
' Е^[4" )(х,0 + ^(Г)(е,03 прих < Х п ^ е ) , 

£ ek[rtk

+)(x,t) + Ql+)({,t)] при х > Xn+1(t,e), 
k = G 

п + 1 

£ (х — X n + i ( £ , £ ) ) /£ , X n + i ( * , e ) = £ Xk(t)i причем, члены асимптотики определяются 

из задач (16), (23) — (25). 
З а м е ч а н и я . 1. Легко видеть, что теорема 2 остается справедливой, если функции А 

и В удовлетворяют сформулированным условиям гладкости лишь в некоторой окрестности 
построенного решения. 

2. В п. 2° теоремы 2 достаточно потребовать, чтобы неравенство A(UQ~~\X> £), ж, t) > 0 
было выполнено лишь слева от кривой х = Х 0 ( £ ) , включая саму эту кривую, а неравенство 
А(г4 +^(ж,£),ж,t) < 0 — лишь справа от этой кривой, включая ее саму. В этом случае требо­
вание 5° следует проверять только в точках, лежащих на кривой х ~ Х 0 ( $ ) . 

3. Форма условия 5° выбрана в виде наиболее похожем на условие устойчивости контраст­
ной структуры из [1]. 
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4. С помощью теоремы 1.2 из [4] по сформулированной выше схеме можно доказать теорему, 
аналогичную теореме 2, для задачи (2) с краевыми условиями более общего вида: 

qiu(a,t) - 6гих(аЛ) = О, t G Я, q2u(b,t) + 82ug(b,t) = 0, t £ R, (40) 

где либо Qi = 1, S{ = 0, либо q{ > 0, Л,- = 1 (i = 1,2). При этом структура асимптотики 
останется прежней. Ее регулярные члены будут определяться теперь из задач (9) , (10), (23) 
и (24), в которых исходные граничные условия заменены соответствующими из (40). Задачи 
же для определения Q -функций останутся прежними. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 99 — 01 — 01208). 
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