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ВВЕДЕНИЕ 

За последние годы накоплен огромный экспериментальный 
материал в области построения тех или иных классов точных 
решений целого ряда нелинейных дифференциальных уравне­
ний в частных производных (см., например, ([6, 7, 11, 21, 22, 31, 
33, 35—39, 46, 54, 55, 71, 76, 84, 85, 95, 102, 106, 114]). Именно 
в этой области пересекались многие, на первый взгляд, не оче­
видно связанные проблемы и разделы физики и математики и 
совместными усилиями представителей обеих специальностей. 
получены важные результаты. Перечень физических приложе­
ний, в которых существенно нелинейные явления (динамические 
системы) описываются такими уравнениями, чрезвычайно ши­
рок и включает задачи из самых различных разделов современ­
ной физики: элементарные частицы, атмосфера, твердое тело 
и плазма, теория электролитов, нелинейная оптика, аэродина­
мика, космология, радиофизика и т. д. 

Несмотря на разнообразие и обилие методов исследования 
нелинейных систем уравнений, интегрируемых точно в том или 
ином смысле (см. ниже), все они, как правило, исходят из 
представления типа Лакса »[72] или нулевой кривизны (аппа­
рат L4-napbi), наиболее быстро и эффективно приводящего к 
конечному результату. Так, обратная задача рассеяния (см, 
[7, 9, 10, 13, 35, 37, 43, 51, 54, 55, 63, 71, 85, 102, 114] и содер­
жащуюся в них библиографию) имеет в своем активе методы и 
приемы, с помощью которых по заданной конкретной L-Д-паре 
в матричной форме находятся, в случае ее удачного выбора, 
точные решения солитонного типа, в частности, для уравнений 
синус-Гордона, Кортевега — де Фриса и других. 

Однако сам факт существования L-Д-пары является след­
ствием наличия у изучаемой системы нетривиальной алгебры 
внутренней симметрии. Еще со второй половины прошлого века, 
начиная с работ Лиувилля, исследовалась проблема о связи 
критериев интегрируемости динамических систем и свойствами 
их алгебр внутренней симметрии по аналогии с классическими 
результатами Галуа об условиях разрешимости алгебраических 
уравнений в радикалах i[5]. В последнее время были найдены 
критерии, позволяющие на основе изучения свойств преобразо­
ваний Ли—Беклунда делать заключение о свойствах алгебры 
внутренней симметрии систем (в случае ее нетривиальности) и 
строить уравнения, обладающие заданной алгеброй внутренней 
симметрии I[Н, 28, 29, 33, 40]. 
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Целью исследований .[15—29, 57, 73—80], обсуждаемых в 
настоящем обзоре, является не только и не столько констатация 

(наличия нетривиальной алгебры внутренней симметрии у joro 
или иного класса систем, но и построение, исходя из ее свойств, 
точных решений, допускаемых этой алгеброй. Системы, допу­
скающие точные решения, мы условно разделим на два типа: 
точно и вполне интегрируемые (возможны и промежуточные 
случаи). Под первыми понимаются системы, решения которых 
могут быть получены в квадратурах и зависят от набора произ­
вольных функций, достаточного для постановки задачи Коши 
if 14, 60]. Вполне интегрируемыми будем называть системы, об­
ладающие широким запасом точных решений, зависящих от 
некоторого числа произвольных параметров, которые по тради­
ции, хотя и без должного строгого определения, принято име­
новать солитонами*. 

Накопленные результаты о точно и вполне интегрируемых 
системах позволяют сформулировать следующую гипотезу: 
система обладает формальной LA-парой, если алгебра Ли— 
Беклунда имеет конечное число образующих; система интегри­
руема точно, если ее алгебра Ли—Беклунда конечномерна; 
система вполне интегрируема, если ее алгебра Ли—Беклунда 
бесконечномерна, но обладает конечномерными представлени­
ями, вырождение которых частично может быть снято долж­
ным образом введенным параметром градуировки, играющим 
в данном случае роль спектрального параметра обратной за­
дачи рассеяния. (Алгебры такого типа суть бесконечномер­
ные алгебры Ли конечного роста [12, 66, 88, 89].) 

Первая часть предлагаемого обзора посвящена точно ин­
тегрируемом системам типа двумерной обобщенной цепочки То-
да с закрепленными концами. Многие из рассматриваемых од­
но- и двумерных нелинейных систем как в классической, так и 
в квантовой области, имеют непосредственное- отношение к 
конкретным задачам теоретической и математической ' физики. 
Они описывают физические явления в реальном трех- и четы­
рехмерном пространстве при определенных дополнительных 
условиях инвариантности, а также двумерные по своей природе 
объекты в многомерном случае. К точно интегрируемым одно-
и двумерным системам приводят, в частности, задачи о сфери­
чески симметричных монополях и цилиндрически симметричных 
инстантонах теории калибровочных полей, вихрях, дуальные и 
струнные модели и др. (см., например, [3, 7, 21, 22, 30, 31, 33— 
35, 37—39, 44—47, 49, 52, 55, 57, 61, 62, 64, 74, 76, 82, 87, 93, 
95—98, 101, 105, 106, 109—111, 113]). Помимо того, интерес к 
исследованию точно интегрируемых одно.- и двумерных динами­
ческих систем обусловлен возможностью распространения раз-

* Отметим, что в литературе используются различные, вообще говоря, 
неэквивалентные определения вполне интегрируемых систем. 
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виваемых методов для пространств с большим числом измере­
ний с надеждой найти критерии их полной интегрируемости на 
групповой или еще более общей основе. 

Во второй части обзора дается изложение нового конструк­
тивного метода '[16, 17, 73] построения солитонных решений 
вполне интегрируемых систем типа двумерной цепочки Тода с 
периодическими граничными условиями. Он более полно ис­
пользует свойства их алгебр внутренней симметрии, нежели 
•традиционные подходы (метод обратной задачи рассеяния и 
конструкция Захарова—Шабата 1[9, 10], или близкий ей по. 
.духу, операторный метод Марченко '[84]). При этом спектраль­
ный параметр получает интерпретацию на языке теории пред­
ставлений градуированных алгебр Ли. Суть дела сводится к 
тому, что в силу свойств алгебры внутренней симметрии исход­
ную нелинейную систему можно рассматривать как условие 
совместности линейной системы уравнений высших порядков на 
одну единственную скалярную функцию. Исследование 
же аналитических свойств зависимости одной функции от 
спектрального параметра проводится более просто и позволяет 
.довести все вычисления до окончательных выражений для соли­
тонных решений. Однако несмотря на то, что фактически мы 
не выходим за рамки чисто алгебраических операций (решения 
линейных алгебраических уравнений), теоретико-групповую 
основу этого обстоятельства установить до конца пока не уда­
лось. 

В заключение Введения отметим, что развиваемый в обзоре 
алгебраический метод исследования нелинейных дифференци­
альных уравнений оказывается хорошо приспособленным для 
решения задачи классификации интегрируемых вложений дву­
мерных многообразий в римановы или неримановы объемлющие 
.пространства. При этом алгебраические критерии интегрируемо­
сти удается переформулировать ![99, 100] в виде условий на 
коэффициенты основных фундаментальных форм дифференци­
альной геометрии, выделяющих, в частности, известные (см., 
например, ![36, 46, 47, 104]) двумерные минимальные и постоян­
ной кривизны многообразия. 

Библиография к обзору является заведомо неполной, в част­
ности, по методу обратной задачи рассеяния. Мы надеемся, что 
цитируемые в нем обзорные работы в полной мере восполнят 
этот пробел. 

Авторы глубоко признательны Б. А. Арбузову, Д. П. Жело-
бенко, А., А. Кириллову, Ю. И. Манину, М. А. Мествиришвили, 
С. П. Новикову, О. А. Хрусталеву и А. Б. Шабату за полезные 
обсуждения вопросов, затронутых в обзоре. 
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§ 1. ТОЧНО ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СИСТЕМЫ 

Ы . Изложение общего метода. Предлагаемый метод по­
строения точно интегрируемых систем [27,74,76]' в общем 
случае связан с рассмотрением произвольной конечномерной' 
градуированной алгебры (супералгебры) Ли. Алгебра Ли & назы­
вается градуированной, если она представима, (как линейное 
пространство) в виде прямой суммы конечномерных подпрост­
ранств 6 = 2 J @ @<™ dim@OT = dm<oo таких, что [®т, @л]с 

т 
c@m+n. При этом подпространство @ = @„!©@о © @i называется; 
локальной частью алгебры @, если она в целом порождается «-В.-

Рассмотрим соотношение 

0</и</га+ 0<m</n~ J-* 

с операторнозначными функциями J 4 + S ^_ Е+ (Д (г+, 2_)) к 
0</n<m+ 

-4---- 2 -"^(/-(Ан 2-)j ДВУХ переменных 24, 2._, принимак> 
0<m<m-

щими значения в пространствах 2 ® ®-+т и 2 ® ®-ж 
0<m<m+ Q<m<m-

соответственно, конечномерной градуированной (супер) алгебры 
Ли ©-= ^ ®@- , л*±<_М±. Здесь Я™(/±) = 
~ - 2 вЗЕ|«/±1«(г+»2-). е«и —базис в ± я , причем /« , /« ,— 

— (— i)e-e ' /m,/mi--0, где для базиса еда. четной части @-
супералгебры ©==©--©@-- число е} равно 0, а нечетной @- —L 
(В дальнейшем будем различать /то, отвечающие s —О и 8 = 1, 
символами /m{in}J/"o" и /m€^"j-, соответственно.) 

Соотношение (1.1), которое, следуя принятой в литературе 
терминологии, естественно называть представлением типа Лакса, 
имеет своим следствием нелинейную систему дифференциальных 
уравнений для операторнозначных функций E±(f) или, эквива­
лентно, для коэффициентных функций f%m (z+, г..), исследованию' 
которой и посвящен этот параграф. В дальнейшем будем 
считать, что m£Z или mQZ/2. Отметим, что представление (1.1) 
инвариантно относительно калибровочного преобразования из. 
группы О0, генерируемой алгеброй @0. A±~*g~1A±gJrg~1g.*±* 
g,z±^dgldz±y g{in}O0. Для устранения этой неоднозначности: 
доопределим в дальнейшем (1.1) калибровочным условием Я°=О*. 
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Систему (1..1) можно рассматривать как условие градиент­
ное™ операторов А±, 

А+^Г1}.*» Л_-=^-£,_, (1.2) 
где "g{z+1 z_) — функция, принимающая значения в комплексной 
оболочке (супер) группы G с (супер) алгеброй 6. Произвольный 
(регулярный) элемент g из О можно параметризовать обобщен­
ным разложением Гаусса §=-#+Ж^0'==-#_.Ж^0, в котором Ж^„ 
Ж+ и М_, Ж_ порождаются только элементами из подпрост­
ранств @+т и @_m, /71 > 0, соответственно, a g0 и go' принад­
лежат GQ. Благодаря (1.2), вытекающие из представления (1.1) 
уравнения могут быть эквивалентным образом переформулиро­
ваны в виде условий на то, в каких подпространствах гра­
дуированной алгебры © принимают значения операторы g~l8.*+* 
т- е. условий на их «градуировочный спектр». Именно, g~1g,z+ 
и g'-'g,-.. разлагаются по элементам @ из подпространств 6+т„ 
0<m.<wi+, и ©_т, 1<т<т~, соответственно. Функция gr 
удовлетворяющая таким требованиям и определяющая тем самым 
решения системы (1.1), имеет вид 
£(z+, z_)=J(+(z+)JV_(z+, г_)э^_(г„)Ж+(2+ , z^)^(z+t z_), (1.3) 
где JC± подчиняются уравнениям 

^+ l 2 +--^ r
+-+(cP+)» 

JC„,z^MJL„{q_)\ (1.4) 

Z±(cp±)^ 2 ^±(Ф±(«±)). 

с произвольными функциями Ф±(г±). Решение последних анало­
гично уравнению для половинной матрицы рассеяния в квантовой 
теории поля (см., например, [1,2]) и прёдставимо мультиплика­
тивным интегралом или, эквивалентно, бесконечным рядом крат­
ных интегралов от запаздывающих произведений операторно-
значных функций £±(Ф±). 

Функции JV± И g находятся по известным из решения (1.4) 
Л± с использованием тождества 

Ж==Ж+1Ж_==Лг_ёЖ+\ (1.5) 
непосредственно вытекающего из (1.3), следствием которого 
являются соотношения 

Cf£,4CfC-^ ~L^Jf-,z+Jf-l+JT-g,z^JTZX--

9С-ЧКtt_~*LL=* -JV+,z_jr+1+Jr^g'1g,z_jr+l + 

10.5. 



Согласно этим формулам, операторы Ж+1Ж+,-+ и jyZlJ\r_>z_ 
принимают значения в подпространствах <8+т, 1 < / я </я+ , ' и 
•-©-я», K f f l < r , соответственно. Из соотношений (1.2) и (1.3) 
•имеем 

А+ = g~lJV+lJV+,z+g -f g^g,^, Л_ = Ж1 V _ , , . , 
откуда следует, что формулы (1.3) и (1.4) обеспечивают тре­
буемый градуировочный спектр операторов А±, Тем самым они 
решают задачу интегрирования системы (1.1), причем 4>%m(z±) 
из (1.4) играют роль произвольных функций, полностью опре­
деляющих искомые решения этих уравнений. 

Изложенная общая схема построения интегрируемых систем 
позволяет получить замкнутые выражения для их решений. Од­
нако, ввиду отсутствия способа описания ((определения струк­
турных постоянных) алгебр Ли «произвольного положения» и 
задания градуировок в них, сами уравнения (1.1) не всегда 
удается записать в компактном явном виде. Кроме того, форму­
лировка уравнений существенно зависит и от выбора калибро­
вочных условий. Тем не менее, для целого ряда случаев инте­
грируемые системы уравнений оказывается возможным конкре­
тизировать путем задания тех или иных градуировок (супер) 
алгебры Ли и ограничения значений т± в разложениях (1.1). 
Они будут рассмотрены ниже. 

1.2.1. Интегрируемые системы, связанные с целочисленными 
вложениями подалгебры Ах в алгебры Ли. Рассмотрим произ­
вольную алгебру Ли ©, обладающую трехмерной подалгеброй 
Ах с элементами Н, /± ([#, /±] == ±2/±, [J+, /_]=#) , целочис­
ленным образом в нее вложенной. (Напомним, что при целочис­
ленных вложениях А\ в © базисные элементы © объединяются 
в мультиплеты размерности 2/+1 по неприводимым представ­
лениям А\ с целыми значениями /). Зададим индекс градуи­
ровки произвольного элемента ет

а из © собственным значением 
Я, 2[Н, ет

а:)=тет
а. При этом в подпространство ®т попадают 

компоненты всех мультиплетов © относительно Л ь имеющие 
-одинаковое «магнитное квантовое число» т. Ограничимся слу­
чаем, когда в представлении (1.1) присутствуют лишь члены с 
т = 0 , 1 ( т - = 1), т. е. 

\d/dz++El+El,dldz_+El] = 0. (1.6) 
•Система (1.6) может быть частично проинтегрирована, 

£ i = g-V_g, El = g~ig,z+, Ei=J+, (1.7) 

'Приводя к одному уравнению 2-го порядка для функции g 
из G0 [76], 

(g-1g,Mj,M+ = [J^g-1J4g]' (--8a) 
или, в эквивалентном виде, 
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(g,*+g- :b- - [J+, gJ-8Tl]. (1.86) 
Неизвестными в этом уравнении являются групповые пара­

метры функции g(z+, Z-), иначе говоря, ее матричные элемен­
ты. Последние, в свою очередь, совпадают с матричными эле­
ментами Ж (1.5), взятыми между векторами |> пространства 
неприводимого представления ©, аннигилируемыми под дейст-
.вием элементов из ®+т, @+rn|>=0, m>\ (<f@-m=0), 

< | ^ | > ^ < | ж _ й ж ; 1 ! > = <|^1>. 
% Здесь приняты обозначения Дирака: |> и < |—для векторов 
в гильбертовом пространстве и ему дуальном, соответственно; 
символ <|«^|> — для матричного элемента оператора Ж). По­
этому, в соответствии с общей конструкцией предыдущего раз­
дела, представляя мультипликативные интегралы для решений 
(1.4) (символически) в виде упорядоченных по z± (Z±—) экс­
понент, получаем 

? 
Z+zxp-)dz+'L+(go4z/)) 

.2-г 
< IS l> - -< |go + ( * + ) X 

X Z_exp§dzJL_(g0-{zJ)) g<f(z-)|> (1.9.) 

где а±~произвольные числа, определяющие начальные усло­
вия для функций Ж±9 Расписывая Z± — экспоненты в виде 
соответствующих бесконечных рядов и учитывая свойства век­
торов | > и (|,, окончательно имеем 

< i g i > - < i « o + w [ 2 ( - i ) m J . . 
Lm>0 

. . . J П dzWdzWQ(zV--»~zW)Q(zU-V -z^)L+(gQ+(z(»))... 
ККт 

„.L+ (gQ
+ (*<*>)) L_ (go" (zW)).. .Z,_ (g0- («(!>))] go" (Z-) | > . (U92) 

Здесь .^(go^sfeoVASo*. L-(g<r)^gQ-S-(go-)-\ где принадле­
жащие OQ элементы g^{z±) параметризуются d±1 произвольны­
ми функциями своих аргументов, определяющими решение 
уравнения (1.8); z^==z±, 6 {z'± — z±) — функция Хевисайда. 
Правило вычисления матричных элементов членов ряда в '(1,92) 
заключается в последовательном перемещении (с учетом ком­
мутационных соотношений для элементов @) всех £+(go* (%Ц))) 
я Z.-(go" (2.il'j) на крайнее правое и, соответственно, левое 
положение, в котором они аннигилируют векторы | > и < |. Для 
конечномерных представлений рассматриваемых -алгебр Ли 
многократное применение понижающих операторов, построен­
ных из элементов ©--, на правый вектор |>, или повыщаю-
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щих — на левый, его аннигилирует. Таким образом, ряд в фор­
муле (1.9) обрывается на соответствующем члене, что обеспе­
чивает возможность записи решения (1.9) в виде конечного? 
полинома [76J. 

Очевидно, что выражение (1.9)ч дает полное решение задачи 
Гурса для системы (1.8). Действительно, т. к. функции Ж^ 
подчинены начальным условиям Ж+(а+)=1, .1_(а_) = 1, то и& 
(1.9) следует, что 

g(a+, z-)=go+(a+)g0-(z_), g(z+, a„)=g0
+(z+)gQ-(a_.)f 

т. е. общие решения (1.9) выражаются через начальные данные* 
g{a+, Z-) и g(z+, а-) на характеристиках г^=а+ и 2..=а_. 

Важной характеристикой функционального (или параметри­
ческого в одномерном случае) многообразия, на котором зада­
ются решения интегрируемых динамических систем, является. 
их индекс Понтрягина (или топологический заряд в калибро­
вочных теориях, например, 1531), пропорциональный действию-* 
для автодуальных конфигураций. Для систем (1.8), связанных 
с простой алгеброй Ли ©, его плотность q(z+, zJ) выражается. 
в виде '[21, 221 

— - Г - д* ( J_ Ч2_!_ 11 д* \s 
q . - j _ — _ ( 2 + + z _ . - f l j . - ^ - X 

X 2 Ьргк1-М№ЧЩ1(г+ + гУ% (1Л0) 
Ki,j<r 

Здесь kij — матрица Картана @, симметризуемая матрицей 
.V.— diagO»!,..., vr), Vk = kTV, 6 i s 2 2(A"1)ij, v*—коэффици.-
енты разложения элемента Н по образующим подалгебры Кар­
тана ®, 1 < i , y<rssrank@, l^{CfC)~ < i\Cf£\i > —матричный; 
элемент i-ro фундаментального представления % с нормирован­
ным старшим вектором |t>. Эта формула позволяет классифи­
цировать решения системы (1.8) при тех или иных граничных 
условиях, определяемых физической постановкой задачи. 

В заключение отметим, что в физических приложениях изу­
чение нелинейных систем, связанных с градуировкой простой 
алгебры Ли, согласованной с произвольным целочисленным вло­
жением в нее трехмерной подалгебры Л ь при ограничении 
т± = 1 в (1.1) впервые было стимулировано задачей о цилинд­
рически симметричных автодуальных решениях уравнений Ян-
га—Миллса (инстантонах) [44, 49, 68, 74, 76—79, 1131 и сфери­
чески симметричных монопольных конфигурациях (с полемг 
Хиггса в присоединенном представлении калибровочной груп­
пы) в пределе Богомольного—Прасада—Зоммерфельда '[3, 45v 
62, 64, 74, 76, 80, 87, 93, 97, 98, 105, 109—1111. 

1.2.2. Двумерная обобщенная цепочка Тода с закреплен^ 
ными концами. Проиллюстрируем общее рассмотрение преды*-
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дущего раздела на важном частном случае системы (1.8) — 
«обобщенной (конечной, непериодической) цепочки Тода, изуче­
нию которой посвящены многочисленные работы (см., например, 
[15, 23, 30, 42, 50, 56-59 , 62, 65, 69, 67, 70, 74 — 76, 83, 90 — 95, 
ЮЗ, 106 — 108, 112]). В рамках обсуждаемой конструкции она 
связана с конечномерной простой алгеброй Ли @, снабженной 
канонической градуировкой: @0—{/г;-}, @±i—={«-2?±y}, Kj<r; 
J± — ̂ b),2№±h # — 2 ^ А ' Где Ay —образующие картановской 

J j 
подалгебры @, £C±j— корневые векторы простых корней @, 
удовлетворяющие коммутационным соотношениям 

[Aif A;.] = Q, [hu ~&±j\= ±kitW±h [#+l f 3C^ = bi}h}. (1.11) 

— 2 / ^ " % - ( P ; + l n 671) ' ПрИХОДИМ К 
следующей компактной форме записи [77] уравнений этой систе­
мы для неизвестных функций р*: 

Полагая в (1.8) #•—-ехр 

Pi, •.•--= 2 ^ е х РРу и л и xi.*+z- = QXV(kx)i> (--12) 

•pi(2;+, z_)==2/^'/A:y(;2:+'г-)ЕЗ(^л')-в Простейшем частным ее слу­
чаем (при @ = Ai) является уравнение Лиувилля х,г+г_-=ехр2х 
[81]. В рассматриваемом случае формула (1.10). для плотности 
•топологического заряда существенно упрощается, т. к. vi = 6i 
-и сумма по i, j в ее правой части сводится к 21n[^N(^)X 
Х(£++2_)-<-'-'>], где |W-_ Д [gWp —функция на группе, реа-

.лизующая старший вектор неприводимого представления со 
старшим весом v. 

Решение системы (1.12) непосредственно вытекает из общей 
•формулы (1.9), в которой функции Ж± принадлежат комплексной 
•оболочке максимальных нильпотентных подгрупп простой груп­
пы Ли Q U±==^±j{z±)^±X g o ± = - e x p ( - 2 ^ ^ " % - X 

JXlncP±/(2.±)L При этом в качестве векторов j > в (L9) выбе­
рем старшие векторы | i > базиса i-ro фундаментального пред­
ставления G, удовлетворяющие условиям 

W+j\i)=0, A . | t > = 6 i ; . [ 0 ; «27_;.|O-=0Vi^y; 
< / | 0 - = i - (1ЛЗ) 

Тогда в соответствии с определением |^-*(g) как матричного 
элемента (i\g\i), получаем следующее компактное выраже­
ние [23,75] для решений системы (1.12): 
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exp [ — Xl (z+, z.)] == exp J - ' 2 Ф~1)и In [<P+j (z+) Ф-,(г_)] j X 

X^ i>(^+ 1^-) , (U4) 
определяющееся 2г произвольными функциями <P±j(z±). 

Для приведения (1.14) к полиномиальному виду требуется 
расписать матричный элемент £ ^ (<-#), для которого аналогично 
(1,9) имеем 

<£K--jr_io-i+2(-1)'ra 2 2(л---/-)+х 
X (-m.. Л1Г < * I #+ ; , . . *%^JS-im*. .Ж-,, | i > ;. (1Л5>. 

где 
г± 

Ui. • •./*)-•«---- J ~zS)cP±/*(*£)) J ^§ ,Ф±л(«2 )). • • 
, ( - - 1 ) 

... j ^>Ф±/^*£--> (1Л6> 
Далее, матричный элемент < i|£P+J\...£P+Jm$s-.tm.. .£C-it\i). 
отличен от нуля лишь для i1 = jl = i и is = j(i)(s)t l<s</№, где-
•ш-любая перестановка чисел от 1 до т, и при этом 

<1|Я-+ Л . . .й?+.. .Я-_У . ! > 1 ) . . . .5-_У . ( . ) |0-

= ^/,11 •5i ; /(-+-; /)—^i/ / - 2 *V/e(•/«(*>-./cow) 
i-2L 2<*</--l 

« # ( / , o)); (1Л7> 
A j / ~ (О11?-1 2 ^•-/ i-(/<-(0-/co^Co" 

(Доказательство (1.17) получается (см. [57,75]) с использова­
нием соотношений (U11) и (1.13).) Подставляя (1.17) и (1Л6) 
в разложение (1Л5), приходим к искомой полиномиальной форме 
записи матричного элемента |С) Щ и, тем самым, решений (1.14)». 
При этом, очевидно, что алгебраическая структура ряда в (1.15) 
определяется свойствами 53 (у,'со), которая зависит лишь от эле­
ментов матрицы Картана. Именно свойства последней для ко­
нечномерных простых алгебр Ли и обеспечивают конечность 
ряда (1Л5), полное число членов которого равно размерности. 
Ni г-го фундаментального представления. 

Формула (1.15) позволяет весьма просто получить явные 
выражения для решений одномерной обобщенной цепочки Тода 
[57, 70, 75, 80] путем наложения дополнительного требования; 
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зависимости общих решений, соответствующей двумерной задачи* 
от одного аргумента,, например, * = ,г+--|-.г._. Для этого доста­
точно выбрать произвольные функции Ф±у(-г±) в виде 
c±JexpitjZ±, при котором все кратные интегралы (1.16) вы­
числяются явно и окончательная формула (1Л5) содержит за­
висимость только от t, В результате такой подстановки при­
ходим к следующему общему решению [57]: 

ехр [-*-(*)]=- Д ^ ( ^ ^ j e x p l — ^ ^ ^ l x 
КУ<г 

Х(Ч- 2 (-1)и2 2 ^ДНЛ«) П djsexp(-tnJs)X 
{ l<m<JVt о) Jt-.'jm l<s<.m 

— P —. 

Здесь 2г произвольных параметров djSsc+jC-j и nj, l{le}/{le}r, иг­
рают роль постоянных интегрирования соответствующих обык­
новенных дифференциальных уравнений. 

Приведем еще один весьма простой и интересный вывод1. 
общих решений системы (1Л2), не связанный с использованием. 
представления типа Лакса, использующий лишь свойства стар­
ших векторов и уравнения (1,4). Согласно определению матрич­
ного элемента £^(g) неприводимого представления простой 
группы Ли G со старшим весом I 

XUl) (?) ----- < Ц g&a \l) -- 0, Х1*Ф (£) = < / | S-ag | / > -= 0, 
Hf№(£)= d\ghj\i) = /^ '>(gV-#yl { / } ( i ) = 

<-«!AyilO. (1-19) 
где X±i] и Н*{1) — инфинитезимальные операторы правых (ле­
вых) сдвигов на С, отвечающие корневым векторам «2?±а 
и образующим hj картановской подалгебры @, соответственно. 
С учетом (1Л1) и (1.13) и перестановочности генераторов пра­
вых и левых сдвигов на G нетрудно получить рекуррентнук> 
формулу, связывающую между собой матричные элементы 
фундаментальных представлений, - *' 

Рассмотрим теперь в качестве g в (1Л9) и (U20) элемент С№ (1.5). 
Тогда с помощью уравнений (1.4) и (1Л9) можно убедиться, 
что $}{3£) удовлетворяет соотношениям 

/ j 
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i 
или, для У-го фундаментального представления с учетом равенств 

fe{/'- № * + - -<f+Jxf 1{J} (#), [5{;} (#)]. * _ = ф - ^ - # } (#). (Ь21) 
Подставляя (1.21) в (1.20), получаем 

[In gW (#)]. г+,_=- -Ф+-Ф-* П #*> (#)]-*" (1.22) 
] 

(fe.ji.s2). Отсюда следует, что функции xt вида (1.14) являются 
решениями уравнений (1,12). 

1.3.1. Интегрируемые системы, связанные с полуцелочис-
.ленными вложениями. Второй частный случай системы (1.1) 
возникает при рассмотрении полуцелочисленных вложений под­
алгебры Л- в алгебру (супер алгебр у) Ли ® и учете в (1.1) 
вклада от подпространств ©0, ©±i/2 и ®±1. При этом представ­
ление (1.1) в калибровке Ej = 0 переписывается в виде 

[didz++El + E + / 2 + - ^ д/дг.+Е1!2 + El] = 0 (1.23) 
и для операторов Е1

± и £"° имеем формулу (1.7). Вводя новые 
•функции f̂ 2 = £+2, $i2 = gEll2g~l, приходим к следующей си­
стеме [18]: 

Она представляет собой уравнения для функции g из комплекс­
ной оболочки группы С?о и для двух элементов $±2, принимаю­
щих значения в подпространствах @±i/2 (супер) алгебры @. Си­
стему (1:24) естественно интерпретировать как двухкомпонент-
ное ферми-поле (Is!/2, .g^2), нелинейным образом взаимодействую­
щее с бозе-полем (параметры элемента g). Все компоненты 
фер ми-поля являются взаимокомму тирующими функциями из .jr---
в случае, когда @ не содержит нечетной части, и антикомму-
тирующими элементами из •#"--, когда вложение Аг в четную 
часть супералгебры целочисленно; при нецелочисленных вложе­
ниях Аг в четную часть супералгебры возможны компоненты 
ферми-поля с аномальными коммутационными соотношениями. 
Очевидно, что при нулевых функциях ё:±2 система (1.24) сводит­
ся к уравнению (1.8). Простейшим нетривиальным случаем (1.24) 

• с минимальным числом компонент является суперсимметричное 
уравнение Лиувилля, связанное с супералгеброй OSp (1, 2)н— 
'ssj.3.(Q, 1), которое мы рассмотрим ниже. Заметим, что в физи-
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ческих приложениях оно возникает, например, в задаче о фер-
мионной струне [96]. 

1.3.2, Суперсимметричное уравнение Лиувилля. Рассмот­
рим супералгебру В (0, 1) с базисом h, W± и ^±, удовлетво­
ряющими соотношениям ([a, b\±^=ab±ba) [&, ̂ --] = ± ^ ± , 
I f^-L-=A, [#±, ^±]-=0, [#±,2Ч-—=9_, [^±,^±1+- + 2Й?±; 
[А, # ± ] _ = + 2 # ± , [#+, «2?_]_ = /z, элементы А, $?± четной части 
которой образуют алгебру Аг. Выбирая операторы А± в пред­
ставлении (1.1) в виде 

A± = tt±h + f±®± + Q±ty±, (1.25) 
для функций я = (1/2) In/.../_. и (й± = (/±)_1/2е± получаем компо­
нентную форму записи суперсимметричного уравнения Лиувилля 
[52] 

>̂2+~_ = exp2x-f со̂ со-ехр х; G)J_=-ccrexp.x:; 
о>-+ = со+ехрх. (1-26) 

Здесь со -(г+ , 2_) и б±(2+| 2_) —майорановские спиноры функций 
с антикомму тирующими значениями. 

Согласно общей конструкции раздела 1.1., в рассматривае­
мом случае из формул (1.4) и (1.25) вытекает, что Ж± = 
-=ехр(<э±.#±+8±^±), где v+(z+), v~(zj) и z+(z+), &'(z_) при­
надлежат •#"- и if-, соответственно, и окончательное общее 
решение системы (1.26) имеет вид [20] 

exp2.x_-(^++ + s+s++) («-„H-e-e^J ( 1 - n V - e V ^ ; 
Ю±.— ̂ ± +8±6± ) —1 /2(1 — -0+-0- — е+в-) [(1 — -0+-0"^^± + 

+ (l-v+vy*v%±(e,T + 8±v*)). (1.27) 
Процедура интегрирования уравнений (1.26) естественным 

образом обобщается и на системы, связанные с произвольными 
градуированными супер алгебрами Ли посредством представле­
ния (1.1), которое, что весьма существенно, коммутаторной фор­
мы ввиду четности операторов А±. Отметим, что в работе [94] 
построены нелинейные системы, связанные с некоторыми супер­
алгебрами Ли представлением с нечетными А±. Решение задачи 
их интегрирования нам неизвестно. Единственным примером, 
где такая постановка задачи сводится к разобранной выше, 
является система (1.26), супер алгебр а .6(0, 1) которой допуска­
ет альтернативные конструкции. 

1.4. Решение задачи Коши. Для системы (1.24) и, в частно­
сти, для уравнения (1.8) может быть получено решение задачи 
их интегрирования по начальным данным, т. е. решение во 
всем двумерном пространстве (г-н, Z-) восстанавливается по 
значениям функций и их первым производным на. некотором 
контуре. С этой целью перепишем (1.23) с учетом (1.7) в виде 
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id/dz++g-1g,2-,+$1l2 + J„ d/dz.+g'itfVg+g-V.gl^O, (1.28) 
эквивалентном (1.24). Рассмотрим в пространстве представле­
ния алгебры @ вектор | ) , аннигшшруемый действием всех. 
элементов подпространств @+m, /тг>0. Тогда из (1.2) и (1.28) 
вытекает, что вектор g{zj, zj)\ > от аргумента z* не зави­
сит. Аналогично для векторов < |, аннигилируемых всеми эле­
ментами @„т, т>0, убеждаемся, что <~|g(z+2. zj)g'1 (ЖД zj) 
не зависит от zj. Поэтому 
< .«(*Л zi)gll(z+2, zJ)g(z+\ zj)\ > = < \g(z+\ z>)\) . (1.29a) 

Действительно, матричный элемент в левой части (1.29а) не 
зависит ни от Z+1, ни от zJ, и, полагая 2+1-= z+

2, zJ=z-2, убеж­
даемся в справедливости равенства (1.29а). Соотношение 
(1.29а) связывает матричные элементы групповых структур в 
трех различных точках плоскости {z+, z_): <P(z+

2, zJ), Q(z+2> 
zJ) и R(z+\ zJ). При этом (Ь29а) переписывается в виде: 

C\g(Q)g-4Q)gm>-C\g(P)\) (1.296)' 
Элемент g может быть вычислен вдоль некоторого контура {gamma},. 
связывающего точки Q и R, с помощью (1.2) и (1.28) 

л 
r I ( Q ) i W = r e x p j ^ ^ , (1.30) 

Q 

где 5 ?^ у=Л+с?2:^ + .А_й?2:1, Г —символ упорядочения по кон­
туру {gamma}. Графически ситуация выглядит следующим образом: 

-4 

Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 

Значения, принимаемые функциями $+/2, <Eli2, групповыми лара-> 
метрами функции g и ее первыми производными вдоль контура {gamma}.. 
соединяющего точки Q и R, и являются начальными данными, 
определяющими матричные элементы g во всем пространстве 
•ШЙ. Решению задачи Коши соответствует контур, параллель­
ный оси х {рис. 2), задаче Гурса — контур на рис. 3. При этом 
решение последней совпадает с полученным в разделе 1.1. (та­
кой подход в частном случае обобщенной цепочки Тода с за­
крепленными концами предложен в работе [83J.) 
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1.5.1. Алгебра внутренней симметрии: определяющая и ха­
рактеристическая системы; локальные интегралы движения. 
В предыдущих разделах при изучении способов описания точно 
интегрируемых систем мы исходили из наперед заданной пары 
операторов типа Лакса, которая позволяла построить как сами 
точно интегрируемые системы, так и получить явные выраже­
ния для их решений. Однако, сам факт существования такой 
пары у системы является следствием наличия у нее алгебры 
внутренней симметрии ® с конечным числом образующих, из 
которых вся алгебра © в целом восстанавливается последова­
тельными коммутациями. Поэтому весьма желательно и даже 
необходимо иметь критерии, позволяющие, исходя из вида сис­
темы, сделать заключение о свойствах ©, нетривиальность кото­
рой обеспечивает интегрируемость соответствующих уравнений 
путем сопоставления им операторов типа Лакса с заданным 
градуировочным спектром. Иными словами, задача ставится 
следующим образом: пусть дана некоторая система уравнений, 
спрашивается, имеется ли у нее нетривиальная алгебра внут­
ренней симметрии и каковы ее свойства. Сформулированная во 
Введении гипотеза связана именно с этим кругом проблем. 

Применительно к системам вида (1.8) исследование алгебры 
Ли—Беклунда сводится к изучению так называемой определя­
ющей системы ШЭД 

дtg-lJ,z„g)ldz^[/., Г у + , flgl, (1.31а) 
d(gf.**8Tl)/dz_=[J+,glf,J±fr*], (1.316) 

/•—-g-'fg, которая получается из исходных уравнений (1.8) диф­
ференцированием по некоторому параметру т с последующим 
отождествлением g,xg-l==f. Решения системы (1.31) ищутся на 
классе решений уравнений (1.8): функция f предполагается за­
висящей от векторных аргументов 

A ^ S p ^ - M g - ^ . O / ^ - " 1 ) » A r ^ S p K ^ C i . ' X 1 ) / ^ ; " 1 ) . 
причем все смешанные производные могут быть исключены с 
помощью (1.8). (Здесь, как и ранее, е0

а — произвольный эле­
мент ©о, не зависящий от z+, z_). Полный набор решений опре­
деляющей системы (1.31) для операторнозначных функций f, 
принимающих значения в ©0, определяет алгебру Ли—-Беклунда 
уравнений (1.8). 

Отметим, что сама система (1.8) не является, вообще гово­
ря, лагранжевой, тогда как дополненная (1.31) обладает лаг­
ранжианом 

который при независимом варьировании группового элемента g 
и операторнозначной функции / приводит, соответственно, к 
уравнениям (1.8) и (1.31). 
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Критерием точной интегрируемости системы (1.8) является 
наличие у системы 

dldz+Wn (Л?, . . . , Д«)=---0; dldz-Wn(&£, •.•- А^) = 0, (1.32) 
называемой характеристической [11, 19,40], rf0.—-(rank.®0) функ­
ционально независимых решений (локальных интегралов). Это 
условие эквивалентно конечномерности алгебры Ли—Беклунда 
системы (1.8). 

Остановимся кратко на общем способе нахождения интегра­
лов системы (1.8). В обозначениях As^ds~l(g~1g,zJ/dzs_^1, Д,-+= 
= g - 1 / + g=/ / ( [A, •Л.]-=-= —-О из (1.8а) получаем 

a / d ^ S p ^ o - O - S p ^ / l e o 1 , / J . ) - 0 , (1.33a) 
где во1-—некоторый элемент @0. Из (1.33а) вытекает, что если. 
существует несколько элементов е^, "l<v1</ti, из @0> инва­
риантных относительно Аъ [е^, /_] = 0 (т. е. скаляров по Лг), 
то имеется ровно столько же (щ) интегралов Wx первого 
порядка, \F1

Jl = Sp(-5o1A1). Дифференцируя (1.8а) по 2_ и выпол­
няя ряд тривиальных пребразований, получаем соотношение 
д/^+{Д2 + (1/2)[[Д,Д].> Л1}=-(1/2)[[[Д, У/1, / J_ , /_]_, (ЬЗЗб) 
благодаря которому, если существует, например, п2 элементов 
е^, i<v2</z2 . таких, что ' [[е%*, •/_]_, /_1-—'° (т- е- ч и с л 0 

мультиплетов ©по А{ с полным моментом. 1 равно я2), то 
система (1.8) обладает щ интегралами W2 второго порядка, 
lF22 = Spgo2(A2-f(W2)[[A, А]_, /_]_ . (Отметим, что, по крайней 
мере, один интеграл второго порядка у системы (1,8) всегда 
имеется, поскольку элементы подалгебры Аг в @ (/±, Я) 
образуют мультиплет с единичным моментом). Интегралы 
третьего порядка определяются из соотношения 

d/dz+{A3 + fi,2_, Д](1) + (1/3)[Д[Д, А]](2)}=-

- - ( ^ i S p . / j U w , (i-ззв) 

где символом R^ обозначен 5-кратный коммутатор [•••[-R, 

Таким образом, результат построения интегралов системы 
(1.8) заключается в следующем. С каждым мультиплетом 
вложения Л- в @ связан локальный интеграл Wi, порядок кото­
рого совпадает с моментом (/) мультиплета; полное число функ­
ционально независимых интегралов равно числу целочисленных 
мультиплетов, что совпадает с размерностью подпростран­
ства <В0. 
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Для интегралов точно интегрируемых систем (1.1) может 
быть получена производящая функция. С этой целью перепи­
шем (1.2) в виде 

g.*+ = g(El+' 2 Е?\> £.*-. = * 2 Е- (1-34) 
l<m<m+ / Кт<.т-

и рассмотрим матричные элементы (p\g\q) = ^ 1 ^ ^-го пред­
ставления (S, векторы {р\ и \q) которых подчинены усло­
виям ®-m\q)=0, <pj@+m=0, m>\. Согласно (1.34)* 
дЧЮ/дг.^О. Вычй&лим производные' 'WW по аргументу z+ 
вплоть до /Vrro порядка, где /V/ —размерность /-го представ­
ления @. Имеем 

• 3*®1дг. - < р\ s[El+ 2 Е?) | ? > _ 
* l<m<m+ / 

и, аналогично, 

*~i;>/a**--.2<.'i*i->/?«. 
г. 

Исключая из (7V-+l)-ro соотношения выражения для производ­
ных Nt матричных элементов < р \ g 11 > , приходим к одному 
уравнению Nrvo порядка 

2 WndW$/dzS = 0, (1.35) 
0<n<.Vj 

решение которого от аргумента z„ не зависит. Следовательно, 
от г.. не зависят и коэффициентные функции (1.35), т. е. 
dldz„ {WnW~^1) = 0 и, таким образом, WnWZl суть интегралы 
характеристического уравнения системы (1.1). 

1.5.2. Построение явных решений на основе интегралов 
движения. Здесь мы опишем общую схему нахождения явных 
решений точно интегрируемых систем, исходя из полного набо­
ра интегралов характеристического уравнения. Проиллюстри­
руем вначале технику расчета на примере уравнения Лиувилля 
с явным образом введенной «постоянной взаимодействия», 
JC.~+2_ == А,2ехр2л:„ Алгеброй его внутренней симметрии является 
si (2, R), образующие которой удовлетворяют соотношениям 
[h, &±\_ == ± 2#?±, [й?+, «2?_]_ == №h. При нулевом значении к2 

она переходит в алгебру группы движений псевдоевклидовой 
плоскости, а уравнение Лиувилля —в двумерное уравнение Лап­
ласа, XQ,Z+Z_ = 0, общее решение которого хорошо известно, 
jc0 = q>+(z4) + <l>_(zj). Вспомним, что характеристическое уравне­
ние всегда имеет интеграл второго порядка, W2 — x>z_z_ — x2

f2_ 
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(dW2jdz+—0), не зависящей от А,2. Это означает, что W2 со­
храняется при любом значении Я2 и, в частности, при А.2--0, 
т. е. xtZ_z_ —-x2

z_ = Ф-,-_г_ — 4>2_z_ или, эквивалентно, 
d/d;z_[exp( — 2ф_).3/.52^ехр(Ф_ — .х)]=0. Интегрирование по­
следнего соотношения автоматически дает явное решение урав­
нения Лиувилля, зависящее от двух произвольных функции. 

В общем случае преобразование беклунда системы (1.8) 
может быть записано в виде 

wT ( А ? , . . . , Ana)—-w!v) (A?, ..... к), 
о о \ (Lob) 

^ v ) (Af , . . . . A ^ W f ) (д5-, . . . . A*), 
где индекс «О» означает, что соответствующие групповые эле­
менты, входящие в определение А" и А", заменены на g0" (•---) и 
go+(^+)> соответственно. Это преобразование гарантирует, что 
решением системы (1..8) без правой части является gogcf-

Рассмотрим теперь процедуру построения общих решений 
уравнений цепочки Хода (1.12), исходя из преобразования 
(1.36), снабдив правую часть (1.12) множителем X2. 

С этой целью перепишем (1.34) для данной системы в 
форме 

1 (1.37) 
(б)£.ж-«£2б}/2 ехр(А*)у#_, 

j 

[x^jmihjXjj; искомые решения ехрл:£= < i | g | t > = ^ 1 / удов­
летворяют уравнению (1.35), в котором коэффициентные функ­
ции» согласно (1.376), не зависят от z_. (Здесь в качестве 
векторов \.i > берутся младшие базисные векторы г-х фунда­
ментальных представлений в.), Поэтому их можно выбрать, как 
и в простейшем случае уравнения Лиувилля, при № — 0, и, 
соответственно, заменить х в (1.37а) на произвольную опера-
торнозначную функцию ^(z+)^^ih]^J(z^). С учетом этого из 

j 
(1.37а) вытекает, что gexp( — _з) подчиняется уравнению (1.4) 
с Л+('ф) = 2,51/2ехр(йф);.й?+у и представима Z+-упорядоченной 

j 
зкспонентой 

£exp({to}^g0(z_)Z+expj dz+'L+to{z+% (1.38) 
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где go (г_) — произвольная пока функция G0. Отождествляя 
«-exp[(A^)j,+ (l/2)ln5j] с Ф+Н2:+) и определяя go(z-) из соотно­
шения (1.376), приходим к выражению (1.9) или (1.14) для ис­
комых общих решений системы (1.12). 

1.5.3. Применение теории возмущений для построения точ­
ных решений системы (1.8). Полученные в предыдущем разде­
ле преобразования Беклунда (1.36) для системы (1.8) допуска­
ют следующую интерпретацию ![25] на языке операции сжатия 
алгебр Ли. Именно, постоянную взаимодействия Я2, введенную 
в виде множителя в правой части (1.8), можно рассматривать 
как параметр сжатия алгебры ®. При этом ее нулевому значе-

гнию отвечают более «плоские» алгебры, связанные с которыми 
системы уравнений интегрируются тривиально. Данное обстоя­
тельство наводит на мысль, что поскольку операция сжатия не-
лрерывна, то разложение решений по' степеням ее параметра 
должно приводить к сходящимся рядам. Поэтому естественно 
применить к системам типа (1.8) стандартный аппарат теории 
возмущений. С этой целью разложим,элемент g из (1.8а) по 
степеням %2 и с учетом того, что g(z+) z~) |л- =o=go+,(z+)go~(z-), 
представим" его в виде 

g=go41+Vvi+№v2+...]g(r^gQ+p(v)g0-. (1-39) 
.Подставляя (1.39) в (1.8а) и проводя тривиальные преобразова 
ния, получаем уравнение 

C / r ^ - U - V [L- (go'), Г% (go+) PU (- -40) 
редукционная процедура интегрирования которого приводит к 
выражению (1.9). 

1.5.4. Двумеризованная система дифференциально-разност­
ных уравнений типа Кортевега-де Фриса как преобразование 
Беклунда цепочки Тода и их полное интегрирование. Двумер­
ная цепочка Тода (1.12) тесно связана с рядом нелинейных 
дифференциально-разностных уравнений первого порядка по 
производным. В частности, конечная система 

-N2i-i,z+=—N2i-i(IV2i—N2i_2); N2itz. = N2i(N2i+l — N2i^),(lAV 
l . ^ i ^ r + 1 , No—N2r+2 = 0, где функции Na, l ^ a ^ 2 r + l , зависят 
от двух независимых переменных г+ и z_, может рассматри­
ваться как преобразование Беклунда уравнений (1.12) для се­
рии Аг. 

(Подробная библиография по одномерному случаю цепочки 
,(1Л1), Na=*Na(z+ — Z-), бесконечной длины, в том числе ее 
приложениям в физике плазмы, экологии, радиотехнике и т. д.; 
периодической задаче и интегрированию при быстроубывающих 
начальных условиях содержится в [4, б, 8, 30, 69, 103, 1 0 6 - 108].) 
Непосредственно из вида системы (1.41) вытекает, что функции 

j>i=ln(N2i-iN2i), p/--ln(-V2iA/"2i+i) удовлетворяют системе (1.12 
•с матрицей Картана серии Аг. Поскольку общие решения 
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каждой из систем (1.12) для р- и р/ содержат по 2г произволь"' 
ных функций (4±t(z±) и <p'±(z±)), тогда как общие решения (1.41'' 
зависят от 2г+1 произвольных функций, то (1.41) как пре­
образование Беклунда для (1.12) обладает функциональным 
произволом в оДну произвольную функцию, Фо(2'_). Таким обра­
зом, схема интегрирования системы (1.41) заключается в уста­
новлении связи между функциями 4±i(z±) иф^(.г±), которую 
проще всего получить, исходя из следующей формы рекуррент­
ной записи решений F;. = exp( — xj) цепочки Тода: 

YJ = (-1)JU+1)I2AJ(X), Х^Г1 = [Аг(Ф^Аг(Ф.)Г1Пг+1)Х 

х[1+2(-1УФ+у(2+)Ф-у(г.)]. 
j 

Здесь 0±i(z±)-- произвольные функции своих аргументов^ 
которыми обозначены кратные интегралы (1.16); At(X) и А/(Ф±) — 
главные миноры 1-го порядка матриц {didzA)i'l{dldz^j~i X » 
Oii±J==(d/dz±yG)±j, соответственно. Тогда можно показать [26],, 
что Ф'+1=Ф+{, Ф'_1 = Ф_1-\-%(г^)Ф„1,г^ и окончательное выра­
жение для решений системы (1.41) имеет вид 

# 21-1---V 1дг (ф-')/Дг (Ф-)]1/(г+1) Yi-iYi' {Y'^YirK 
N2i==% [Ar (Ф_)/Дг {<bJ)]W+4 Г : _ ^ + 1 (Fir/)-1, (L42)" 

где У,- и У/ определяются формулой (1.14). 
Уравнения (1.41) могут рассматриваться также и в случае.' 

четного числа функций Na как преобразование Беклунда, свя­
зывающее решения системы (1.12) алгебры Аг с решениями для-. 
Аг„ъ что фактически соответствует замене граничных условий 
NQ—N2r+2=Q на Ajo —A/"2r+i = 0. Возникающие при этом и.3-
(1.42) выражения определяются 2г произвольными функциями-» 

1п(со+2 с-ф~*) - c = <-onst. 
Переход к одномерному варианту (1.41) и (1.42) осущест­

вляется в полной аналогии с соответствующей подстановкой) 
для цепочки Хода (см. (1.18)). 

Отметим, что до настоящего времени установить вид пре­
образований Беклунда в форме дифференциально-разностных 
уравнений, аналогичных (1.41), для обобщенных цепочек Тода,, 
ассоциируемых не только с серией Аг> пока не удалось. 

Одномерные уравнения типа (1.41) тесно связаны (дискрет­
ным преобразованием Миур а [86], -Vj=(l—iTj) (l+iTj_i)) с 
другой интересной для приложений цепочкой 

-Tj,*« (1-ЬЗГ/») .(ri+i—r^O, (1.43>, 

так как тогда ф-1 —- — 
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конечной при T_i=—Tr+i — £. Исходя из известных решений ис­
ходной системы, решения (1,43) легко могут быть построены в; 
явном виде ,как непрерывные дроби (см. [26]). 

§ 2» ВПОЛНЕ ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СИСТЕМЫ 

2.Г. Вводные замечания. Этот раздел посвящен изложению* 
нового метода- [16, 17, 73] построения явных выражений для 
солитонных решений вполне интегрируемых динамических сис­
тем с использованием свойств их алгебры внутренней симмет­
рии (в традиционных методах единственным фактически упоми­
нанием о ней остается явное выражение для ЬЛ-пары в некото­
рой матричной реализации). Это позволяет получить в терми­
нах теории конечномерных представлений простых алгебр Ли. 
явные решения с произвольным числом солитонов для весьма. 
широкого класса многокомпонентных вполне интегрируемых сис­
тем 8. Развиваемая общая схема не требует, в отличие от мето­
да обратной задачи рассеяния, обращения к матричной реализа­
ции представления Лакса. Иначе говоря, она «инвариантна» 
относительно выбора конкретного представления алгебры в-нут~ 
ренней симметрии @ и аппелирует непосредственно к свойствам 
последней. (Именно благодаря этому обстоятельству, здесь не 
возникает вопроса о неоднозначности выбора L.-4-пары, равно 
как и самом факте ее существования.) В развиваемой ниже-. 
конструкции уравнения —4-пары заменяются системой линей­
ных уравнений с высшими производными на одну единственную 
скалярную функцию W, условием совместности которых и яв­
ляются уравнения для j . Каждому неприводимому представле­
нию веса / алгебры ©, порождающей з посредством представле­
ния Лакса, может быть сопоставлена такая система. При этом 
число входящих в нее уравнений на единицу превышает размер­
ность Ni представления, а максимальная степень производных 
в них равна Nt. В дальнейшем функцию Wi, связанную указан­
ным образом с представлением ®" веса I, будем называть вол­
новой функцией представления /, а систему, которой она удов­
летворяет,— уравнениями скалярной пары данного представ­
ления. 

Предлагаемый метод построения солитонных решений при­
меним для широкого класса вполне интегрируемых систем. Для. 
придания его изложению большей конкретности, будет подроб­
но рассмотрен случай периодической цепочки Тода. 

2.2.1. Групповой смысл спектрального параметра и уравне­
ния скалярной пары. Примем следующую (одну из возможных) 
форму записи уравнений обобщенной периодической цепочки 
Тода: 

•*/.*+*_=ехр (£#)/; (2.1a> 
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ei)-+2_=exp(^0)i—-^71exp I - 2 tycyJ, и,==(Ае)у. (2.16) 

Здесь ku, 1 < / , J < r + 1 , — матрица Картана бесконечно­
мерной простой алгебры Ли ё конечного роста ранга г + 1 , 
•обладающая [12] единственным нулевым собственном значением, 
отвечающим собственному вектору и, (kn)j=0; k^^kij, K t , 
j < г, — (невырожденная) матрица Картана соответствующей 
6 конечномерной простой алгебры Ли @ ранга г; ^-коэффи­
циенты разложения максимального корня М алгебры 6 по ее 
простым корням. 

Уравнения (2.1а) инвариантны относительно преобразования 
Х/~^Х/-^-п/[Ф+(г+)-\-Ф^(г^)], где Ф±-произвольные функции 
своих аргументов. Система (2.16) эквивалентна (2.1а), в чем 
можно убедиться посредством соответствующего конформного 
преобразования. Она является непосредственным следствием 
представления Лакса 

i 

+ -V 12 ®-i exP х*+А"-ч-л ехр ( - 2 tfitj)] - 0, (2.2) 

тде X —спектральный параметр. Для корневых векторов «2?±лг 
максимального и минимального корней @ примем нормировку, 
в которой [й7-лг, ^+ж]_= - 2 ^ i " 1 A j s / / < 

. _ • • . / 

Алгебра Ли, локальная часть которой образована подпро­
странствами 

является бесконечномерной алгеброй конечного роста © 
.[12, 88, 89]. При этом показатель степени параметра А, разли­
чает в градуированной алгебре -® одинаковые элементы исход­
ной конечномерной алгебры Ли @, приписывая их соответствую­
щим подпространствам •§,--. Тем самым он почти полностью 
снимает вырождение представлений (В, реализуемых элементами 
.конечномерной алгебры @. Картановские образующие @ возни-
.кают в подпространствах @т со значениями т, кратными 
увеличенной на единицу высоте М максимального корня @. 
Единственным элементом ©, который не различается в подпро-
•странствах <§от с помощью X, остается #6@о. С этим обсто-
лтельством и связано понижение на единицу числа неизвестных 
.функций в (2.16) по сравнению с (2.1а). 
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Таким образом, пару Лакса в (2.2) следует рассматривать 
как операторнозначныё функции, принимающие значения в ко­
нечномерном представлении бесконечномерной простой алгебры 
Ли конечного роста -3, которая и является алгеброй внутрен­
ней симметрии уравнений обобщенной периодической цепочки 
Тода [28,40]. Спектральный параметр А, осуществляет при 
этом градуировку @. 

Представление (2.2) означает градиентность пары операторов 

^-1 = (/ге) + 2^+^ + 1 ^-^ , (2-3а) 
j 

i ' r ^ ^ - y e x p ^ (2.36) 

зтде g — функция в комплексной оболочке группы Ли С? с алгеб­
рой Ли ©; g==giZ+i gf=~giZ_. Они получаются из соответствую­
щих операторов (2.2) преобразованием g->exp(/zc)g, ct= const, 
исключающим зависимость от X у слагаемых с корневыми век­
торами простых корней. Формулы (2.3) можно рассматривать 
как систему уравнений на параметры элемента g, которая, 
естественно, не зависит от выбора конкретного представления 
элементов алгебры @ в (2.3). 

Параметризуем g разложением Гаусса ^=Z_exp(At)Z+. 
При этом (2.3) представляет собой существенно нелинейную 
систему дифференциальных уравнений, св!язывающих групповые 
.параметры нильпотентных элементов Z± и exp(ftt). Примеча­
тельным' является то обстоятельство, что уравнения для пара­
метров TJ отщепляются от полной системы, все еще оставаясь 
.нелинейными. Однако из них, в свою очередь, выделяется уже 
линейная подсистема для функций ¥*.= </|g|/> = exp(2/jTj). 

Последние — волновые функции представления / алгебры @, 
равные, согласно определению, матричному элементу g, взято­
му между старшими векторами |/> базиса данного представ­
ления. 

Для построения уравнений скалярной пары представления / 
нет, однако,, необходимости выписывать полную систему для 
параметров ехр(/гт) и затем выделять из нее линейную подсис­
тему для функций Ч?и Достаточно, используя (2.3), вычислить 
производные "Ч. до (Ni—1)-го порядка включительно и выра­
зить их через линейные комбинации матричных элементов 
<«|g"|/>, где \п> — произвольный вектор. Рассмотрим диффе­
ренцирование, например, по z+. Тогда из (2.3а) имеем 
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j ' 

Для производной s-го порядка аналогичным образом получаем 
^i— 2d fns{n\g\l)* Обращая последнее равенство 

/ - 1 

(в случае его обратимости), находим 
—- + I-sl 

<n\g\l)~ 2 F,BY. 
o<.-<.v/-i 

Матричные элементы (n\g\l) могут быть вычислены с по­
мощью (2.36) также через производные ¥ по аргументу z^ 

В результате возникают соотношения 
N,-1 , , N,—1 . , . , 

2/-.-Т- 2-'."'• 
5=0 <=0 

которые и представляют собой ,.Л.—1 уравнений скалярной па­
ры представления L Два недостающих уравнения получаются, 
если исключить Nt матричных элементов (n\g\l) из Ni + l ли­
нейных соотношений, связывающих их с производными 4fi по 
обоим аргументам вплоть до JVVro порядка включительно. Их 
мы будем называть спектральными уравнениями пары. 

В общем случае структура спектральных уравнений следу­
ющая: 

/„^Ч^Х^/н^-гф)^ (2-4) 
где через fn(&) обозначен дифференциальный оператор п-то 
порядка, коэффициентные функции которого суть однородные 
(относительно дифференцирования) полиномы функций 8j, вхо­
дящих в (2.1) — (2.3). Если Л/"г = т + 1 , то правая часть (2.4) 
дифференцирований не содержит. Такая ситуация имеет место 
лишь для простейших представлений (низших размерностей) 
алгебр Аг, €т, (ВА)Г. Для серий Dr и Вг степень дифференци­
ального оператора в правой части (2.4) равна 1 и 2, соответ­
ственно. 

2.2.2. Обобщенные потенциалы Баргманна. В этом разделе 
будут установлены условия, при которых дифференциальное 
уравнение (г+1)-го порядка 
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¥ (г) + 2»Дг)*(г)«ЛЛ"Р(г) (2.5) 

имеет решение с аналитической зависимостью от параметра X 
вида 

п 

Ф(2Нехр(Яг) -П[М*)-Ч- (2-6) 

Задача такого типа применительно к одномерному квантовоме-
паническому уравнению Шрёдингера была решена Баргман-
ном 1[48] (см. также '[32]). Поэтому в дальнейшем функции 
и5(г) в (2.5) будем называть обобщенными потенциалами 
Баргманна. 

Для нахождения искомых условий нам потребуются выра­
жения для коэффициентных функций обыкновенного дифферен­
циального уравнения через полный набор его линейно незави­
симых решений. Имеет место следующая теорема (I) Фробе-
ануса: 

Уравнение типа (2.5) с нулевой правой частью представимо 
.в виде 

V7l (V2
rV7li (V7lvUV7h (.. Wlvp ( V T ^ T ^ = 0, 

-+1 
, [-(/-Dl 

где Т/у — главные миноры матрицы Вронского ! / / = ЧГ/ , 
К / , У < г + 1 ; ^J—полный набор (г+1) независимых реше-
ний этого уравнения, 

Действительно, из условия постоянства вронскиниана Уг+г 
вытекает [15,75], что 

г 

z г1 

W3= <Pi J dZ% И J dZ*% (02), , . . 

. . . , ¥ r+1 = Ф- J <fc-<Pa (2-)... J dz^r+1 (zr), (2.7) 

тде функции Ф7 подчинены единственному соотношению 
г+1 
Пфу+2~У-=Т/г+1=---1, Набор (г + 1) функций "̂у (2.7) с очевид-

. /=1 
яостью удовлетворяет уравнению 

(%(V(--4V(VT)T^ne--0- (2-8> 
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Остается выразить функции фу через Т л Как следствие урав­
нения для ¥ и определения Vj находим 

s 

./=1 
Подстановка полученных выражений для <рв в (2.8) завершает 
доказательство сформулированного выше утверждения. 

Решение задачи об обобщенных потенциалах Баргманна-
дается следующей теоремой (И): 

Решение уравнения (2.5) имеет аналитическую зависимость 
рт параметра X вида (2.6), если ad(z) определяются из усло­
вия равенства нулю функции 

г+1 п г+1 

Ф = 2 ^ (М ехР (*"*) П (ае- М =_ 2 - Л , &/+1 ™ ̂ г
я (2.9а> 

в я различных точках %r
b
+1{\<b<n) плоскости .V+I таких, что* 

I I кгь+1 = 1» При этом обобщенные потенциалы Баргманна* 
Uj{z) выражаются через симметричные комбинации функций1 

ас (z) и их производных посредством величин В/, определяемых-
формулой для производной произвольного порядка функции Y 

У-(»+ _ гЛ'+ 2 --£-;)•*- (2Л0> 
Именно, 

\ 0</< i-2 j 
причем £ / = 0 при y<i-j-2-

Уравнение (2.5) пред ставимо в виде 
[ехр (2ег —- ег_!) [ехр (—ег + 2er-i - е-„2) [.. . [ехр- (2Bi.- Э2) X 

Х[ехр(-е1)Ч ;]Т...1Т-=^+1^ехрвг; е х р е - - - / ] ° Л П ^ (&Щ 
' ?+1 1<С<И 

Здесь Vf) (yj°>H==l)—главные миноры матрицы / сохраняющих­
ся интегралов, 

A^n+B.'-'Z *1?Г' (2.13а), 

при нулевом значении параметра "к. 
Вычисляя логарифмическую производную Иг получаем. 

*-"(Н-2 ;£*)*. 
."=1 

126 



Для 5-ой производной имеем по индукции 
••$-----Ф-^, ф--+'-=ф--+ф-чр1, (2.Г4) 

откуда вытекают рекуррентные соотношения для величин В* 
и Ас\ входящих в (2.10). 

.Подставляя (2.10) в уравнение (2.5) и приравнивая коэффи­
циентные функции при различных степенях X в обеих его час­
тях, приходим к выражению (2.11) для обобщенных потенциа­
лов Баргманна. Из обращения в нуль вычетов при (ас—Л,)--
получаем систему нелинейных дифференциальных уравнений, 
которым подчиняются функции Ос (z), 

K i < r — 1 l<z<r—I 

Покажем, что функции ас, определяемые условием теоремы, 
удовлетворяют (2.15), С этой целью рассмотрим вронскиниан. 

1<С<Л \ 1<С<" С 

.....V+ .2 Br'v+2£ix 
0<i<r— 1 1<--<71 

= П (^+ 1 - ^+1) Wr+l (A,lf..., Яг+1) detr У, (2.1ва> 

где Wr+1 — определитель Вандермонда, а матрица У определена 
формулой (2.13а). Отсюда вытекает, что, за вычетом Wr+1, Vr+1 
является полиномом я-го порядка аргумента Xr+1, обращающим­
ся в нуль в /г точках Я£+- (в силу линейной зависимости 4fj 
по условиям теоремы), т. е. 

п 

^Г + 1=1Г/ г + 1П(^+ 1-^+ 1) . (2.166) 
l .(r-l)] I.(r+1)] 

Поэтому detr+1 (!/) = (¥, ¥ , . . . , ¥, *F ) = 0 и расписывая 
detr+1(l/) в полной аналогии с (2,16а), убеждаемся, что это 
соотношение имеет своим следствием уравнения (2.15). Для до­
казательства (2.14) воспользуемся тем, что как функции uIt 
так и уравнения (2.15) для определения ас, не зависят от пара­
метра X. Согласно теореме I, по индукции получаем 

. . / • = - 1 л-^° с-=1 

Отсюда, используя (2.8), приходим к соотношениям (2.14), кото­
рые перепишем в виде 
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(ехр нг (exp xr_- ( . , . (exp щ (¥ exp (—6i))')'...)')' -= 
- • „ и - -

r+1 
= A/+-Yexp0r, (2.17a) 

где %s=(kQ)s, &—-матрица Картана серии Ar, a exp0s опреде­
лены формулой (2.12). 

Форма записи (2.17) уравнения (2.5) с коэффициентными 
функциями uh совпадающими с обобщенными потенциалами 
Баргманна, устанавливает их теснейшую связь с алгеброй Аг и 
позволяет построить простейшие солитонные решения уравне­
ний периодической цепочки Тода. 

2.2.3 Простейшие солитонные решения периодической цепоч­
ки Тода. Здесь проводится построение уравнений скалярной па­
ры векторного представления (размерности г+1) алгебры Лг 
и с помощью результатов предыдущего раздела находится их 
волновая функция и солитонные решения периодической цепоч­
ки Тода. 

Старший вектор 11> базиса векторного фундаментального 
представления Аг удовлетворяет условиям (1.13); полный набор 
сто базисных элементов 

11 > , Я?.!11 > , ЭС^2С-Х 11 > , . . . , 57_ r ^_ ( r -D . . .#_-11 > 
( ( 1 | , < 1 | — +̂1» < - | ^+1—^+2) • « • • > ( - | —41 • • • «27+(г—1)92+г)-

Введем волновую функцию ¥== < 1 | g | 1 > и, используя равенст­
ва (2.3) и (1.13), вычислим по индукции ее производные, вначале 
по аргументу z+, откуда 

ехр (е, — е,_i) (exp KS_X (ехр к,_2 ( . . . (ехр щ (Y ехр ( - еО ' ) ' . •.)')' —-

= = < l | ^ + 1 . . . ^ + i | l > , 1 < 5 < г . (2.18а). 
Наконец, из производной (r-j-l)-ro порядка вытекает спектраль­
ное уравнение (2.17а). Совершенно аналогично, дифференциро­
ванием ХУ по г_, получаем 

ехр%s+1 (exp%s+2(...(ехр кг (¥' ехр ( - 0 ! - 0 , ) ) ' ) ' . . .) ') ' = 
r—s 

= X ^ + 1 ) < l | ^ + 1 . . . ^ + i | l > , (2.186) 
и второе спектральное уравнение 

(ехр к2 (ехр щ (... (ехр хг (¥' ехр (- 0-. — ег))')'. • •)')')' = 
= Я" { г + 1 )^ехр(-^). (2.176) 

Из соотношений (2.18а) и (2.186) непосредственно следует 
г уравнений 

ехр (0, — 0,_.) (ехр хаЛ (ехр и,_2 ( . . . (ехр щ (¥ ехр ( - 9i))T ».-)*)'= 
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-= V+- expx,+1 (exp%,+2(... (expxr(Wexp(-61-®г)УУ^УУ> (2-17в) 
r—s 

образующие совместно с (2.17а, б) уравнения скалярной пары 
векторного фундаментального представления алгебры Аг. Отме­
тим, что система (2.17) инвариантна относительно замены z+^z^, 
4r-̂ ¥exP(—ei), x^k-1, ei^-0i,...,er+2-,->8--e, (er+-=o, 
_ < s < r + l ) , отвечающей вейлевскому отражению первого про­
стого корня Аг. 

Волновую функцию системы будем искать в «солитонной» 
форме 
WJ = exp(Xjz+ + 'k71z_) П [ac{z+,z_)-X4; Xr

y
+1 = Xr+l. (2.19) 

1<С<.-

Проводя последовательное исключение производных па z, из 
[•г] 

Вронскиниаиа (¥, Т , . . . , Ч?) с помощью уравнений (2.17в) при 
s==r, s = r - l , . . . , приходим к следующей цепочке равенств 
для определителей: 

(Y, * , . . . , ^ ) = V + 4^ , * , . . . , И ¥ 1И, ¥0exp(—Gr-G1)-— 

.--^+1) ( ¥ , ¥ , . . . , [ ' V ) ! , ¥" ,¥ ' ) ехр (-в г-1—26i)«. . . 

^ ( r + D ( ¥ ) ^ ? < . . / 'V 1 , ^ . . . . , ¥').ехр ( - е ^ н - 5 6 ^ . . . 

. . . =Г ( г + 1 ) OF, l$,....',1-r ,)exp-[-(-'+0ei]-
_ — -'1- ._ 

= Яг(г+1)(^, ¥ ' , . . . , ¥)(-1) г ( г~1 ) / 2 , ч/--¥ехр(-01) , (2.20) 
которая, будучи дополнена двумя спектральными уравнениями 
{2.17а, б), полностью'эквивалентна уравнениям скалярной па­
ры. Из (2.17) вытекает, что первый член в цепочке (2.20) не за­
висит от Z+, а последний — от Z- и, следовательно., каждый 
член в (2.20) равен некоторой постоянной. 

Относительно уравнений скалярной пары в форме (2,17) 
имеет место следующая теорема (III), естественным образом. 
обобщающая теорему II предыдущего раздела. . 

'Система уравнений скалярной пары (2.17) имеет решения 
(2.19), где функции ac(z+, z_) определяются из условия равен-
ства нулю функции 

Ф — 2 ^ ( М г Ь (2.96) 
./=-1 

в п различных точках Я£+1 (1<&</г) плоскости kr+1, таких, что 
П А.£+1=1. При этом решения периодической цепочки То да 

К.Ь<п 
серии Аг даются соотношениями 
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ехре,==П ав 'Л-1--П a7{r+1)+s7{r%-s. (2.21> 
с-=1 с=1 

(0) Здесь Js — главные миноры матрицы J (а, %; z+, z_) вида (2.13а)-
при к=0, a /j00)—главные миноры матрицы /.-=а/(#~-, Аг1;;, 
z_,z+)o, Oij — b^r+i-j, при бесконечном значении Я; 

/ i j=exp(—е-) 
+ 1 - * / - l \ j - i . П -дГ+1~1 /п-1\ 

Л - ( г + 1 ) _ 1 - ( г + 1 ) 
(2.136). 

5 и Л получаются из соответствующих величин 5 и А преобра­
зованием Вейля {ас-^ас~\ Х-^Х"\ z+^zJ). 

Как следует из результатов предыдущего раздела, спект­
ральное уравнение (2.17а) выполняется, если отождествить. 
exp'0s с первым из равенств (2.21), а (2.176) —со вторым. Та­
ким образом, остается доказать непротиворечивость этих 
отождествлений и соотношение связи параметров Хьг+1. С этой, 
целью вычислим определители цепочки (2.20), первый из кото­
рых дается формулой (2.166). Функция W может быть записа­
на в виде 

я 

¥ = П а-- ехр (te4 + Ar-2L) (ae - Ц = 
с—1 

= ( - 1 ) « ( 2 + ^ „ , А,-*-*,-1, а ^ а - " 1 ) . 
По этой причине для последнего определителя из (2.20) имеем' 
^ ( -+ l ) («+r ) ( _ 1 ) «( ,+ l ) ( __ 1 ) r ( r - l ) / 2^ + i ( ^ 1 ) J J ( A . _ ( r + 1 , _ _ _ ^ { r + 1 ) ) s _ 

1<С</1 

-№Г+1(Х) П (^+ 1-Я,^-).^+ 1 , 
1<с<л 

откуда, после сравнения с (2.166), вытекает искомое ограниче­
ние на допустимые значения lb—Hlr

b
+l=\, Аналогично, об-

ь 
щий член (2.20) дается выражением 

№г+1ехр( — ег_,+1) П (aj+--V+1)detr/(,), 

где первые r — s строк матрицы J{S) совпадают с соответст­
вующими строками матрицы /__вида (2.13а), а последние 
s;-. строк-с элементами матрицы J (2.136). В силу условий тео­
ремы III, определитель (У, V, . . I'l'^T ¥,]. . . , ¥ ' ) Г ( г + 1 ) обра­
щается в нуль в п точках плоскости %г+г и по этой причине, 
будучи полиномом /г-й степени по Xr+1, может отличаться 

[ • - J 
от (Y, ¥ , . . . , ЧГ) лишь, общим множителем. Окончательно, имеем. 
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exp0r_J+1== 
=-= I I (^+- — V+1)(^+--^+1)-1.(det r/ (5 ))exp( — se1). (2.22) 

1<с<л 
Вычислим теперь значения (2.22) при Я — О и %=>оо. В первом 
случае / переходит в верхнюю треугольную матрицу с едини­
цами на главной диагонали и поэтому из (2.22) вытекает пер­
вое из равенств (2.21). При Л,=юо / превращается в нижнюю 
треугольную матрицу и мы приходим ко второму равенству 
(2.21). Таким образом, решения (2.21) периодической цепочки 

Тода серии Аг могут быть переформулированы эквивалентным. 
образом в виде (2.22). 

В заключение этого раздела приведем некоторые соотноше­
ния, полезные для конкретных вычислений солитонных решений. 
Введем функцию F = 2 - ^ ( M e x P ( ^ z4-\-X~lzS) и обо-
значим через S?- - (элементарные) однородные симметричные 
функции ас порядка I, 9>t= 2d асАсг • • • #С/, через которые 

функция (2.96) записывается в форме 
-А 1-е] ИН-Ш ГС+.0] . . . . 

0 = 2 ( - - l ) c ^ _ c J P , ^o--- ; F = hr+1F, F = l-{T+l)F, 

Тогда система, определяющая 9>х, принимает вид 

2 ( -1)^-^ = 0, \<Ь<я> 
0<с<п Ь • 

где функции Fъ удовлетворяют уравнениям 

Для матрицы / (0 ) имеет место рекуррентное соотношение 
связывающее каждую последующую строку с предыдущими 
и позволяющее, таким образом, восстановить всю матрицу, 
зная элементы ее первой строки. Пользуясь формулами (2.14) 
и учитывая, что, согласно их определению, матричные элемен­
ты j£\ возникают в разложении ф- по степеням X, интересую­
щие нас зависимости записываются в виде 

J s+1, f = - Js, i - p _^j Js, jJ l, . . - / • 
l< j<i—1 
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