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МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЙ ИНТЕГРАЛ 

О. В. Мантуров 

§ 0. ВВЕДЕНИЕ 

Основные идеи и понятия теории мультипликативного ин­
теграла весьма просты и естественны. Основные конструкции, 
связанные с мультипликативным интегралом, возникают в раз­
личных разделах математики, механики и физики. Однако 
нельзя сказать, что в настоящее время теория мультипликатив­
ного интеграла является «особо популярной» теорией среди со­
ветских и зарубежных математиков, хотя эта теория имеет 
долгую историю и довольно обширную библиографию. 

Впервые мультипликативный интеграл был определен Воль-
терра в конце XIX века. В начале XX века теория мультипли­
кативного интеграла получила развитие в работе Шлезинге­
ра [21]. В 1912 году эта работа была удостоена Казанским фи­
зико-математическим обществом премии им. Н. И. Лобачев­
ского. 

В последнее время теорию мультипликативного интеграла 
применяют в физике (исследования по голономным квантовым 
полям), теории вероятностей, теории нелинейных дифференци­
альных уравнений (уравнения нулевой кривизны). 

Различные интерпретации мультипликативного интеграла 
представляют собой целые математические разделы. Иногда 
это является удобным описанием такого раздела математики, а 
чаще имеет место почти тождественность. Примеры — теория 
систем линейных дифференциальных уравнений, теория связ-
ностей, теория уравнений в частных производных нулевой кри­
визны, теория «хронологической экспоненты», экспоненциальное 
отображение и др. 

В § 1 настоящей работы дан очерк основных идей и понятий 
теории мультипликативного интеграла, описано в общих чер­
тах, каким образом можно истолковать многие математические 
теории в терминах мультипликативного интеграла. Приведены 
начальные факты, начальные примеры. 

По нашему мнению, игнорирование основной конструкции 
мультипликативного интеграла (в таких математических разде-
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лах как линейные дифференциальные уравнения, связности, хро­
нологические экспоненты и др.) существенно обедняет возмож­
ности исследований. Общая «мультипликативная» точка зрения 
позволяет ставить «разумные» задачи, подсказывает некоторые 
ПОДХОДЫ к решению задач и в известном смысле экономит тру­
ды по изучению предварительного материала. 

Несмотря на большую универсальность идеи мультиплика­
тивного интеграла, она не занимает в настоящее время подо­
бающего ей места в математической науке и математическом 
образовании. 

На русском языке практически нет монографий по теории 
мультипликативного интеграла. В США в 1979 году вышла 
монография Долларда и Фридмана [20], в которой наряду с опи­
санием многочисленных приложений мультипликативного ин­
теграла поднят вопрос о том достойном месте, которое должно 
занять в математике понятие мультипликативного интеграла. 

Начиная с 1982 г., было предпринято исследование ряда во­
просов, которые показались нам естественными и интересными. 
Оказалось, что происходящие из понятий и конструкций муль­
типликативного интеграла задачи имеют приложения к обще­
признанным вопросам. § 2, 3, 4 посвящены описанию этих ис­
следований, 

Мы выражаем уверенность в том, что фундаментальная мо­
нография, посвященная теории мультипликативного интеграла, 
необходимость которой очевидна, наконец будет написана. 

§ 1. МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЙ ИНТЕГРАЛ 
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 

1°. Определение мультипликативного интеграла. Пусть А — 
произвольная ассоциативная топологическая алгебра с единицей 
Е и f(t)'—функция вещественного переменного ^принимающая 
значения в алгебре A, a, 6(=R, a<&, [а, &]-={zteR, a<z{le}&},, 
Т — разбиение отрезка [а, Ь] точками t0—a, tu t2, . .., tn.u tn = br 
*.</.+., t----0, 1, 2 n— 1; l(T)=ma\ (ti+i—tt), Mt=U+l—U 

Рассмотрим произведение 

(E+f(t0)M0)(E+f(tl)Ml)...(E+f(tn)Atn)=n(f, T). 

Если при любом изменении Т, при котором /(Г)->0, произве­
дение П(/, Т) стремится к некоторому пределу, то этот предел 
называется мультипликативным интегралом функции f(t) по 
отрезку [а, Ь] и обозначается через 

\'Е+/(0«*. (U 
а 
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Аналогичным образом по f(t) и Т МОЖНО построить произве­
дение 

(E+f(tn)Atn)(E+f(tn.l)Atn.l)...(E+f(t0)M0) 

и, в случае существования предела этого произведении, полу­
чить другой тип мультипликативного интеграла, обозначаемый 
через 

„ ь 

jjE+/(*.)d*. (2) 
а 

В дальнейшем мультипликативные интегралы (1) и (2) бу­
дем называть соответственно прямым и обратным. 

Описанные конструкции во многом аналогичны конструкции 
риманова интеграла. Действительно, риманов интеграл являет­
ся пределом суммы большого числа слагаемых, близких к ну­
лю, а мультипликативный интеграл равен пределу произведения 
большого количества сомножителей, близких к единице. 

Упомянем еще об одной общей точке зрения на риманов и 
мультипликативный интегралы. Как в одном, так и в другом 
случае речь идет о пределе произведения элементов, близких к 
единице, только произведение понимается в разных смыслах: в 
римановом случае произведение понимают в смысле групповой 
операции сложения в аддитивной группе R, а в случае мульти­
пликативного интеграла произведение понимают в смысле опе­
рации в ассоциативной алгебре. С этой точки зрения главное 
различие между римановым и мультипликативным интегралом 
состоит в том, что произведение, лежащее в основе определе­
ния, является в одном случае коммутативным, а в другом — во­
обще говоря, некоммутативным. 

Разумеется, свойства мультипликативного интеграла во мно­
гом определяются алгебраическими свойствами алгебры A, не 
говоря уже об ее топологических свойствах. 

Рассмотрим частные случаи мультипликативного интеграла, 
выбрав ассоциативную алгебру А особым образом, с таким рас­
четом, чтобы пределы произведений (1) и (2) были бы по­
проще. 

П р и м е р 1. Пусть алгера А разлагается как линейное про­
странство р прямую сумму одномерного линейного простран­
ства, натянутого на единичный элемент E, и дополнительного 
линейного пространства A, состоящего из элементов аеА та­
ких, что 

а-—0. (3) 



Если значения функции /(t) принадлежат А, то предел про­
изведения (1) имеет вид 

lim (E + f(t0)M0){E + f(tl)Ml)...(E + f(t„)Mn) = 
/(7)->-0 

= lim E+ 2 /("OA-n 
при этом 

., * * 
5E-f/(t)dt-=E + J/(t)dt, 
a a 

b 

где \f(t)dt означает обыкновенный риманов интеграл. 
а 

Пример 2. Пусть алгебра А коммутативна. Тогда 
lim (E+f(t0)M0){E+f(tl)Ml)...(E + f(tJMa)~ • (.")-о 

= lim E + 2/(--)A^ + 2/(-*)/(*;) —.Л'; + 

+ 2 /(-1)/W(<*)-J '(--'y--'*+''.-c '0+c 'l + '2+...+l--. 
/</'<fe 

где сть ст2) • •-, cr„ — элементарные симметрические полиномы от 
переменных f{tQ)Mo, /(ti)Ati, f{h)M2 f(tn)Atn. Пусть 
Pi, p2, ..., pn — симметрические ПОЛИНОМЫ Ньютона от тех же 
переменных: j 

Р*<=2[/СО *'«]*• k = l , 2 , . . . , « . 

Легко видеть, что 
,0, А>0, ft.^1, 

•-а 

Вычислим 
lim аА, 

/(7)->-0 

разлагая полиномы од по р, (k, 1=1, 2, . . . , п) и применяя ра­
венство (4). 

Известно, что 

Рт — pM-l-t + Рт-202 + • • • + PiОя-1 ( — - Г"1 + ( - -У^т = 0-
т = 1 , 2 , . . . , й . 
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Отсюда следует: 

1im(T1--=limpi — jj/(t)fl,t, 
а 

1imff2=(jj/(*)dt) / 2 , 

l ima„=--K/(t)dt j п, 
вследствие чего 

„О О 

jjE + /(x)dx=--expC/(..)dt. (5) 
а а 

Очевидно, что формула (5) справедлива и для некоммута­
тивной алгебры A, если только элементы вида f(x) при всевоз­
можных x коммутируют между собой, в частности, если f (х) =•= 
=const. 

Представляет интерес изучение мультипликативного инте­
грала в конкретных ассоциативных алгебрах. Здесь следует 
ожидать весьма причудливых формул, связывающих мульти­
пликативный интеграл, структурные константы алгебры и ри-
манов интеграл. 

Пример 3. Пусть алгебра А имеет базис {1, е., е2, /} и оп­
ределяющие соотношения 

\х=х-\=х Vx<-~-A 

и х-у=0 для всех остальных пар элементов (х, у) базиса (1, 
• 3 1 . 6 2 , / ) . 
Пусть задана функция f(t)=a{t)ei-\-b {t)e2-\-c(t)f. 

п 
Произведение 11(1+/(t()Ati) в этом случае равно 

п 

1+2/(^)А-г+2/^)/(^)—'^/-
Легко видеть, что 

« * » Ь / и \ 

jj Е + / (t) dt-=E + jj / (t)dt+^ U{y) jj b (y)dy) dy. 
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2°. Простейшие свойства мультипликативного интеграла. На­
чальные конструкции мультипликативного интеграла естест­
венно строить по аналогии с римановьш интегралом. 

Рассмотрим мультипликативный интеграл 
„ х 

\fit)dt 
а 

с переменным верхним пределом. Обозначим его через F(x). Вы­
числим производную F'x(x). Имеем: 

/„Х+&.Х „ X \ 

.Р'(*) = Нт---Ц J f(t)dt- ^f(t)dt\ = 
\ а а I 

= lim[ lim (Я+/(*,)Д*,)(Я + /(*2)Д*2)...(.£+/(:.^,)Д*1..+,) — 
Дх-ьО /(7")-»0 

- (E + / (*1) Д*1) (E + / (*2) Д̂ 2> • • . ( - + / (fn) Ып)\ = 
= Нт lim [(-£ + /(ti)At1)(.e + /(t2)'A*2)... 

Дл--*0/(7")-*0 

. . . (E + /(t„)At„)(E + /(tn+1)At„+1-E)]; 
здесь tn+i=x-\-Ax, A/n+i = Ax, tn = x. 
Имеем далее 
F'(x) = [ Jim (E + f{tl)Ml)(E + f(t3)Mi)...(E + f{t„)Mn)]f(x 

цт)->-о 
или 

F'(x)=F(x)-f(x). (6) 
-.* 

Аналогичным образом для обратного интеграла \ E + / ( t )d^ .= 
а 

= E(x) получаем 
F'(x)=f(x)F(x). (7> 

Функции F~1(x)F'(x) и Ff(x)F~1(x) называют мультиплика­
тивными производными (прямой и обратной). 

Доказанные равенства являются аналогами теоремы Нью­
тона—Лейбница для риманова интеграла: прямая (обратная) 
мультипликативная производная от прямого (обратного) муль-

X 

типликативного интеграла $E-\-f(t)dt по верхнему пределу x 
а 

равняется значению подынтегральной функции f при t=x. Ра­
зумеется, при этом требуется выполнение некоторых условий 
непрерывности для f (t). 

Из ассоциативности алгебры А вытекает 

nE+/(wnc-+/(o^j="S^+/(o^ 
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•я 

(г. с \ / о Ь \ г\ с 

$£ + /(<)-#)( jjE+/(t)dH = jjE-f/(t)dt, 
вследствие чего справедливы формулы 

ь \E + f(t)dt~F~^a)-F{b), (8) 

JE + / (0d t — F(.5).F-I(a) (9) 
а 

— аналоги формул Ньютона—Лейбница. 
Пусть E(x)—первообразная ДЛЯ мультипликативного инте­

грала1-' SE-\-f(t)dt, т. е. функция вещественного переменного со 
значениями в алгебре А такая, что выполняются равенства (8) 
(прямой мультипликативный интеграл) или (9) (обратный 
мультипликативный интеграл). Тогда первообразной функцией 
будет также CF(x) (прямой мультипликативный интеграл) или 
F(x)C (обратный мультипликативный интеграл). Здесь С — 
произвольный обратимый элемент в А. При этом всякая перво­
образная функция имеет вид CF(x) или F(x)C при подходящем 
•обратимом элементе С. 

3°. Мультипликативный интеграл и система линейных диф­
ференциальных уравнений. Пусть A = Mat(n)—алгебра всех 
вещественных квадратных nXn матриц с операцией умноже­
ния матриц. Мультипликативный интеграл 

X 

jjE + /(t)dt (Ю) 
а 

является функцией F(-v), принимающей матричные значения и 
удовлетворяющей уравнениям 

F'(x)=F(x)f(x), F'(x)~*f{x)F(x) (11) 
соответственно для прямого и обратного мультипликативного 
интегралов. Рассмотрим для определенности уравнение 

F'(x)=f(x)F(x), (12) 
где f(x)—заданная, a F(x)—искомая матричные функции. 
Каждый из столбцов у(х) матрицы F{x) является решением 
векторной системы уравнений _ 

y'(x)=f(x)y(x). (13) 
Таким образом, вычисление мультипликативного интеграла (10) 
(т. е. первообразной функции F(x) (обратной)) эквивалентно 
решению системы линейных уравнений (13). 
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Среди всех решений уравнения (12) часто выделяют такое, 
которое при х=х0 имеет значение Е. 

Аналогичным образом можно описать связь между прямым 
мультипликативным интегралом и системой линейных диффе­
ренциальных уравнений. 

В [2] дано изложение начальных конструкций мультиплика­
тивного интеграла, [20] представляет собой обстоятельную мо-
нографию, содержащую большое количество приложений муль­
типликативного интеграла. 

4°. Мультипликативный интеграл и задачи классификации. 
Пусть С(х) —произвольная функция вещественного переменно­
го со значениями в ассоциативной топологической алгебре A. 
Если f(x)—обратная мультипликативная производная некото­
рой функции F(x), то мультипликативная производная функции 
C(x)F(x) имеет вид: 

lC'{x)F{x)+CF'{x)][C{x)F{x)'\-^\C'{x)F{x) + 
+ CF'(x)]F-1(x)-C-i(x) = C'(x)F(x)F-i(x)C-i(x) + 

+CF'(x)F-i(x)C~1(x)=C'(x)C-i(x)+C(x)f(x)C-1(x). 
Можно сказать, что преобразования 

F(x)->C(x)F(x) (14> 
порождают преобразования прямой мультипликативной произ­
водной 

^Tc:f(x)^C'C^+CfC-\ (15) 
так что группа всех обратимых функций С{х) (т. е. гладких 
функций вещественного переменного х, принимающих обрати­
мые значения в алгебре A) действует на пространстве функций 
F(x) и на линейном пространстве функций f(x) по формулам 
(14) и (15). 

Аналогичным образом можно определить действие 
F(x)-+F(x)C(x), (16) 

^ Тс : /(x){to}C-1fC+G-IG/. (17) 
Преобразования (15), (17) называются калибровочными 

преобразованиями (для обратного и прямого мультипликатив­
ного интеграла). Эти преобразования обладают свойством 

"Тс,с.,—'"Тс,. "Тс, (18) 
TClCl-=Tc,{cdot}Tc, (19) 

Действительно, 
"TclcJ~C1C2fC¥

lCri + (C'1C2 + C1C'<2)C^CV
i = 

= сгс2/с^ 'с Г ч £ iGr1+с{с,с-Ют\ 
"TcJ = C,fC? + C'£-\ 
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" Tc,Tcj = c1 (c2fc^+c;c-i) cr1+G ;Gr'= 
=G1G2/c-lcr

i+c1c;c-lCfi + c;crl, 
из чего следует (18). 
Аналогичным образом МОЖНО доказать равенство (19). 

Итак, множество X всех функций f{x) вещественного пере­
менного х со значениями в ассоциативной топологической ал­
гебре А с единицей можно рассматривать как G-пространство.. 
где G — группа всех функций С(х) действительного переменно­
го яг, принимающих значение во множестве обратимых элемен­
тов А* алгебры A, а действие определено формулой (15). 

Стандартным образом пространство X делится на орбиты, 
определяемые действием группы G, Элементы, принадлежащие 
ОДНОЙ орбите, будем называть эквивалентными. Задача клас­
сификации орбит в G-пространстве является, согласно Эрлан-
генской программе Клейна, основной задачей геометрии. Вве­
денное выше G-пространство X позволяет поставить конкретную 
задачу классификации, а также порождает множество новых 
G-пространств Х, для которых X является подмножеством в X, 
a G — некоторая подгруппа группы G. Для этих новых G-про­
странств задачи классификации являются содержательными и 
характеризуются интересными геометрическими свойствами. 

5°. Мультипликативный интеграл в алгебре дифференциаль­
ных операторов. Пусть A — алгебра дифференциальных опера­
торов, действующих в пространстве функций ср(и), определен­
ных на действительной оси и. Всякий элемент a-=A имеет вид:. 

d d2 dn 

a-Po(" ) + Pi ( "W + P 2 ( " ) s ^ + • • • + P " <")АРГ'. (20> 

здесь р.(и) — скалярные функции переменного и. Умножение 
дифференциальных операторов в алгебре А определяется как 
суперпозиция этих операторов. 

Рассмотрим мультипликативный интеграл 

\ *+£«-• < 2 1 > 
о 

Здесь•- элемент вида (20) иа Л, его можчо рассматривать как 

функцию вещественного переменного t, принимающую постоян" 
ное значение—-в А. Как было отмечено в I V при постоянной 
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подынтегральной функции имеет место формула (5), следовательно 
X 

о 

ДГ' 2 <32 х" дп \ ) 

Таким образом, мультипликативный интеграл E(x) как функция 
вещественного переменного х со значениями в алгебре диффе­
ренциальных операторов есть оператор в правой части (22), ко­
торый действует на функцию ср(и) следующим образом: 
F(x)9(«) = 9(«) + x ^ + fq/ ' («)+.. ,+Jr|<») (и)+...-= 

_ ^ ^ ) = ф ( х + и ) , (23) 

т. е. аналитическая функция cp(x) под действием F(x) перехо­
дит в ф(л+и ) . 

Рассмотрим мультипликативный интеграл 

*+2?Л- (24) 
о 

Согласно формуле (5), 

о 
Как действует оператор x---j2==E(x)? Поскольку этот оператор 
удовлетворяет уравнению 

то для всякой достаточно гладкой функции Ф(и) имеем: 

E (̂«)-(—-FU))rp(«)> (^ИФИЬ— ,у^ ", 
так что 1(х, и) =F(x)cp(u) удовлетворяет уравнению теплопро­
водности 

дх~ди? {Z0> 
и «начальному условию» 

/(О, и)-----ф(и). (26) 

Хотя решение уравнения теплопроводности (25) не определено 
однозначно «начальным условием», все же для достаточно «хо­
роших» функций ф(и) из всех решений этого уравнения с усло-
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вием (26) можно выделить вполне определенное, а именно 
f(x, «) = exp.x:-j---29 (и). 

Рассмотренные примеры показывают, что существенные черты 
конструкции мультипликативного интеграла естественным обра­
зом проявляют себя в задачах, связанных с уравнениями мате­
матической физики. По-видимому, решение уравнения в част­
ных производных вида 

% = L(tt, x ) / , (27) 

где L(---—,x]—функция вещественного переменного х со значе­
ниями в алгебре дифференциальных операторов, действующих 
на функции ср(«) переменного и, можно исследовать, изучая со­
ответствующий мультипликативный интеграл. Если дифферен­
циальные операторы L(u, х{) и L(u, х2) перестановочны при 
любых хх и х2, то имеет место формула (5), Если алгебра А 
близка к коммутативной в каком-либо естественном смысле, то, 
исследуя произведение 

(E+f (i,)Ai,) (E+f{b)At2) . . . (E+f(tn)Mn) 
или 

(E+f(tn)Atn)(E+f(tn.l)Atn.1)...(E+f(tl)Ah), 
можно получить некоторую информацию о решении уравне­
ния (27) (ср. пример 3.1°). 

В заключение пункта 5° отметим, что рассмотренные в нем 
вопросы трактуются в терминах хронологического исчисления (см., 
например, [1]). Так, если дифференциальный оператор L задан 
векторным полем, то решение уравнения —-Д==-VL, при усло­
вии Л|<„0-—id, называется правой хронологической экспонентой 

и обозначается ехр \ Id t . Аналогичный смысл имеет левая хро-
0 ^ t 

нологическая экспонента, обозначаемая через ехр \ Ldt; послед-
о 

няя связана с уравнением —- Bt = L°Bt. Однако в этой теории 
обычно не обращают внимание на определение, данное в 1°. 

6°. Криволинейный мультипликативный интеграл. Рассмот­
рим выражение 

" ГЕ+Р (х, у) dx+Q (х, у) dy, (28) 
где Р(х, у), Q(x, у) —функции двух вещественных переменных 
со значениями в алгебре Mat(n) матриц nXn с операцией мат­
ричного умножения. 
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Если на плоскости переменных х, у дана кривая 
x-x(t), y-=y(t), Ща, b], (29) 

то, подставляя х, у из (29) в (28), получим: 
"SE+[P(x(t), y(t))x'(i)+Q(x(t),y(t))y'(t)]dt, (30) 

что представляет собой прямой мультипликативный интеграл. 
Аналогичным образом можно получить обратный мультиплика­
тивный интеграл из выражения 

*!E+P(x,y)dx+Q(x,y)dy (31) 
и кривой на плоскости х, у. 

Можно рассмотреть и более общий случай выражений 
^XE+2P{(x\x2,...,xn)dx\ ^IE+^Pi(x\...,xn)dxi (32) 

и кривой 
х — x-(t) 

в n-мерном пространстве переменных x1, х2,. .. , хп. 
Как и в плоском случае, выражения (32) • обращаются в 

мультипликативный интеграл, если переменные х* связаны 
условиями xi=xi(t), т. е. если точки (х[,. . ., хп) принадлежат 
заданной гладкой кривой. 

Будем называть выражения (32) криволинейным мультипли­
кативным интегралом. 

Уместно сравнить структуру мультипликативного интеграла 
и параллельного перенесения векторов, определенного какой-
либо связностью. 

Если некоторый вектор параллельно переносится вдоль кри­
вой относительно заданной связности, то кривая у разбивается 
на мелкие кусочки, на каждом из которых параллельное перене­
сение вектора состоит в преобразовании этого вектора с по-. 
мощью некоторого линейного оператора, близкого к тождест­
венному оператору. Параллельное перенесение вдоль 
«макроскопического» куска кривой может быть (приближенно) 
описано линейным преобразованием, представляющим .собой 
суперпозицию большого количества линейных операторов, 
близких к тождественному, соответствующих каждому малому 
куску в разбиении кривой.. Таким, образом точное описание па­
раллельного перенесения вектора задается как предел произве­
дения большого числа линейных операторов, близких к единич­
ному, примененного к исходному вектору. 

Из этих рассуждений видно, что понятие параллельного пе­
реноса векторов тесно связано с понятием криволинейного 
мультипликативного интеграла (обратного). Разница между 
этими понятиями состоит только в том, что криволинейный 
мультипликативный интеграл является пределом произведения 
операторов, близких к тождественному, а параллельно перене-
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сенный вектор есть результат применения этого предела к 
исходному вектору. 

Если же вместо одного вектора рассмотреть параллельное-
перенесение нескольких векторов, составляющих базис некото­
рого линейного пространства, и следить за матрицей перенесе­
ния этого базиса и базисом перенесенных векторов, то, как 
легко видеть, эта матрица будет матрицей линейного операто­
ра, равного рассматриваемому (обратному) криволинейному 
интегралу. Так что с этой точки зрения криволинейный муль­
типликативный интеграл и связность являются эквивалентны­
ми (если не сказать — тождественными) понятиями. 

Разумеется, тот факт, что определение параллельного пере­
несения связано с суперпозицией большого числа линейных 
операторов, близких к тождественному, широко известен. Одна­
ко большинство исследований по теории связиостей исполь­
зуют ЭТОТ факт неявно, т. е. только лишь посредством анализа 
соответствующей системы дифференциальных уравнений. (Как 
было упомянуто в 3°, мультипликативный интеграл действи­
тельно определяет некоторую систему дифференциальных урав­
нений). 

По-видимому, толкование связности как криволинейного 
мультипликативного интеграла является разумной и естествен­
ной точкой зрения. Действительно, конструкция криволинейно­
го мультипликативного интеграла является естественной обще-
математической конструкцией. Благодаря этой общей точке 
зрения, можно рассматривать связности в ассоциативных ал­
гебрах более сложных, чем Mat(n). При этом возникают ин­
тересные геометрические аналоги, появляются возможности эв­
ристических соображений и единого описания различных си­
туаций. 

Т. Кривизна криволинейного мультипликативного интегра­
ла. Рассмотрим криволинейный мультипликативный интеграл 

^ SE+UPdr (33)! 
и замкнутую гладкую кривую у. 

* - х * ( 0 , t&[t0, ti], (34) 
в пространстве переменных хх, х2,..., хп. 

Вычислим приближенно этот интеграл в предположении, что 
кривая имеет небольшую длину и ограничивает двумерную по­
верхность 5 небольшой площади А5. Для простоты будем счи­
тать, что вся кривая принадлежит некоторому двумерному ли­
нейному пространству L, содержащему векторы х'(tu) и x'(ti)* 
При этих условиях мультипликативный интеграл 

„ t 

F(t)= \ E + 2LP,djc< (3S) 
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•будет обладать свойствами: 
F{t0)-E, F{tx)-E+AF, (36) 

где AF— линейный оператор, близкий к нулевому, причем су­
ществует предел 

Я - l i m ^ . (37) 

Линейный оператор К. называется кривизной криволинейного 
мультипликативного интеграла в точке x'---x'(O), i= 1, 2 , . . . , n, 
и в двумерном направлении, которое определено двумерным 
линейным подпространством L и лежащей в нем кривой y. 
Очевидно, что при истолковании криволинейного мультиплика­
тивного интеграла как связности построенный линейный опера-
тор К является аффинором, координаты которого могут быть 
получены из координат тензора R^u кривизны заданной связ­
ности после свертывания Я'м с бивектором, характеризующим 
двумерное направление. 

Приведем вычисление кривизны криволинейного мультипли­
кативного интеграла вида 

"SE+P(x,y)dx+Q(x,y)dy (38) 
вдоль прямоугольника (х0, у0), (xo+Ax, Уо), (xo+Ax, у0+Ау), 
(x0, Уо+Ау), {х0,у0). 

Как было доказано, вычисление мультипликативного ин­
теграла 

*х 
- (х )= jj E+f(t)dt (39) 

о 
•сводится к решению дифференциального уравнения 

F'{x)=f(x)F(x), F(0)=E. (40) 
Легко проверить, что (при соблюдении некоторых условий 
гладкости и сходимости) 

X t 

о о 
t t 

+$ f(t)dt\f(t)dt\f{t)dt+... 
0 0 0 ^ 
X t t 

+ S f(t)dt^f(t)dt.,.^f(t)dt+.... 

Интегралы в правой части этого равенства являются рима-
новыми, и каждое слагаемое в правой части понимается как 
результат последовательного интегрирования. 

180 



Рассмотрим мультипликативный интеграл вида 
„ Х+А.Х 

J E + f(t)dt, (42> 
X 

где А* — малые числа. 
Вычисляя этот интеграл с помощью формулы (41) с точ­

ностью до бесконечно малых более высокого порядка малости,. 
чем Дд;2, имеем: 

пх+Ах 
[ E + / ( t )d* = E + /(x)A.x: + 

+ /М*>-+/'С*)ДХ>, (43> 

Полученную формулу применим для вычисления мультипли­
кативного интеграла (38) по каждому из четырех сторон пря­
моугольника 

У\ • (х,у) — (х+Ах,у); у2: (х+Ах,у) — (х+Ах, у+Ау); 

y3. (x+Ax, у-\-Ау) — (x, y+Ду); y4: (x, y+Ay) — {x, у). 

Имеем по отрезку fi (dy = 0): 
Х+АХ 

F1----"jJ E + P(i ,y)d* = E + P ( x , y)Ax + - ^ ^ A * 2 . (Щ 
X 

по второму отрезку ч2 (dx =0): 

E2=Ajj E + Q(x+bx,t)dt — E + Q{x+Ax,y)by + 
У 

+ Q-^by2=E + Q{x,y)by+QJ£xby + 21+[2£-£iy*, (45> 

по третьему отрезку ч3 (dy=0)': 
X 

F 3 ="j j E+P ( .x + Ax, y + Ay)dt--= 
x+Ax 

= E + P(.x + Ax, y + Ay)(--Ax)+ Pi\Px A-*2-

= E—P(x, y)Ax—РлАх*-РуАхАу + р г + р * Ax', (46> 
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по четвертому отрезку y4 (d-A.=-0): 
п у 

E4= jj E + Q(x,y + &y)dt=*E — Q(x,y + by)&y + 
У+&У 

+^tSjLby2^E-QAy-QAy2 + ^±SlLAy2. (47) 

Мультипликативный интеграл (38), с точностью до бесконечно 
малых второго порядка малости, равен F4F3F2Fl. Используя 
<43) — (47), имеем: 

E — E 4 E 3 E 2 F 1 -

E-Qby^Qyby*+ Q3+
2

Q" Ay2) [Е — Р(Х, у)Ах-

- РхАх*—РуАхку + Р2+
2

РХ- А*2) (Е + Q А у + Q,AxAj/ + 

-, 2 A ^ j ^ + P A x - r - . " ^ r A x 2 j -
- E + [ Q - P — ( P Q - Q F ) ]AxA#. ' (48) 

Таким образом, формула (37) доказана для частного слу­
чая криволинейного мультипликативного интеграла, более то­
го, согласно (48), 

^-sf-^-P'Q-- (49) 

Пусть Tjk, i, j,k = 1,2, означают коэффициенты некоторой 
аффинной связности на двумерном пространстве аффинной 
связности; пусть Г1 и Г2 означают матрицы 2 x 2 с элементами 
Г и. Ггу, соответственно. Рассмотрим 

~^E + P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (50) 

г д е Р = Г„ Q=f2. 
Легко убедиться в том, что координаты i?'iftt тензора рас­

сматриваемой аффинной связности обладают свойством 

Всякий криволинейный мультипликативный интеграл вида 
•(33) превращается в интеграл вида (38), (50) от двух пере­
менных, если зафиксировать постоянными значениями все я*, 
за исключением двух. Тогда справедливы формулы: 

где г, s — номера незафиксированных переменных хг, х\ а кри­
визна (т. е. линейный оператор Krs) в двумерном направлении 
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r, s в системе координат х\ имеет коо-рдин а ТЕМИ 1псла 

где Я\8} — компоненты тензора кривизны аффинной связности, 
для которой коэффициенты связности Г/й, i, ], k,= 1, 2, . . . , n, 
совпадают с координатами (Pj)hi линейного оператора Pj. 

Таким образом, кривизна аффинной СВЯЗНОСТИ И кривизна 
криволинейного интеграла, соответствующего ЭТОЙ связности, 
являются эквивалентными понятиями J если не тождественны­
ми). Различие в этих понятиях заключается лишь в терминах, 
положенных в основу описания — параллельный перенос для 
аффинной связности и предел произведения линейных операто­
ров, бизкихк тождественному. 

8°. Потенциал для криволинейного мультипликативного ин­
теграла нулевой кривизны. Если кривизна криволинейного 
мультипликативного интеграла 

л 

^E + ^Ptdx' (54) 

равна нулю, т. е. 
KPq=0, p, . 7=1 ,2 , . . . ,n, (55) 

то существует такая функция Ф(х'^ х2,... , хп) со значениями в 
топологической ассоциативной алгебре A, называемая потен­
циалом, что 

Р , = |£-.Фг-, г - -=1 ,2 , . . . , а . (56) 

Верно и обратное: криволинейный мультипликативный ин­
теграл (54) при условии (56) имеет кривизну, равную нулю. 

Сформулированное утверждение аналогично известному 
.свойству криволинейного риманова интеграла: интеграл по 
замкнутому контуру от полного дифференциала равен нулю и 
обратно — если всякий интеграл по замкнутому контуру равен 
нулю, то (при соблюдении условий «гладкости и односвязно­
сти») подынтегральное выражение является полным дифферен­
циалом. 

Укажем основную идею доказательства обсуждаемого 
свойства криволинейного мультипликативного интеграла. Если 
кривизна равна нулю, то интегрирование по двум кривым, сов­
падающим на всем своем протяжении, включая начальную и 
конечную точки, за исключением маленького участка, где эти 
кривые немного отличаются друг от друга, приводит к одному 
и тому же результату. Отсюда следует, что значения криволи­
нейных мультипликативных интегралов по двум кривым, со­
единяющим точки A и В, совпадают между собой, если одну из 
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кривых можно непрерывно перетянуть в другую так, чтобы в 
процессе гомотопии подынтегральное выражение обладало бы 
необходимыми свойствами гладкости. Основываясь на указан­
ном свойстве независимости криволинейного интеграла от пути 
интегрирования, определим функцию Ф(х1, - -. , хп) формулой 

X П 

Ф (х1, х2, . . . , хп) -=" j E + 2 Pidx1, (57) 
A i - l 

где А — фиксированная, а X — текущая точка в пространстве 
переменных x1, х2,..., хп и интегрирование ведется по (произ­
вольной) кривой у, соединяющей точки A и X; а1, а2,..., ап и 
х1, х2 , . . . , хп — координаты точек Л и X. 

Покажем, что функция Ф удовлетворяет условию (56). 
Примем во внимание такой факт: если Ф удовлетворяет условию 
Ф.-'.Ф""1 — Ph то этим же свойством обладает Ф-=ФС, где 
С—функция переменных x1, x2, ...,хм, хт, ...,хп; в самом 
деле, Фл-.ф-1 — ( Ф С ^ . С ^ Ф - ^ Ф ^ Ф - 1 , 

Для проверки равенства Ф^ Ф~ — P,- для данного i выберем 
кривую у в (57) следующим образом: кривая у состоит из 
прямолинейных отрезков в пространстве переменных х\...,хп, 
причем все координаты точек /-го отрезка постоянны, за 
исключением /-ой координаты, которая изменяется от а3' до хК 
Первые п—1 отрезков, составляющих кривую у, выберем про­
извольно, а последним отрезком в у будем считать i-ый, т. е. 
тот, где i-ая координата изменяется от а* до х1. Мультиплика­
тивный интеграл Ф (57) по t'-ому отрезку у{ очевидно обладает 
свойством Ф.̂  Ф~1°=Р(. Что же касается мультипликативного 
интеграла Ф (57) по кривой у, то имеет место равенство 

ф —ФС, 
где С — функция пзременных х1, х2, ...,х1~г, хш, ...,хп. 
В силу отмеченного выше свойства, функция Ф обладает свой­
ством Ф>ггф~ —Яг- Обратно, если Р — ф'х.Ф-1, i==l,2, ..., п, 
и для некоторой функции Ф, то 

*» = Т* - Ш - I-V J = Ф v , r - + Ф^Ф-1 ( - Фх,) ФГ- + 
+ ФхгФ-1 ( - Фх J Ф"1 - 0'Xfx, Ф-1 - Фх^Ф.х.Ф""1 + 

+ Ф^ф-1Ф^гф-1-=0. 
9°. Уравнения нулевой кривизны. В последние 30 лет боль­

шой интерес математиков был вызван исследованиями некото­
рых видов нелинейных дифференциальных уравнений в частных 
производных. В основном это те уравнения, которые могут 
быть описаны следующим образом. 
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Пусть L(x,t,u), P(x,t,u)— две функции переменных 
х, t, и со значениями в кольце дифференциальных операторов, 
действующих на функции переменного х. Рассмотрим криволи­
нейный мультипликативный интеграл 

"J E+Ldt+Pdx, (58) 
где и — некоторая скалярная функция переменных х, t. Для 
всякой гладкой функции u(x,t) можно рассмотреть кривизну 
криволинейного мультипликативного интеграла — функцию Ф, 
определенную равенством (49) и принимающую свои значения 
в кольце А дифференциальных операторов. 
Для некоторых функций и (х, t) кривизна интеграла оказы­
вается равной нулю. Для того чтобы кривизна интеграла рав­
нялась нулю, необходимо и достаточно, чтобы функция и 
удовлетворяла уравнению 

- З Г - Ж - ^ Н О , (59> 
которое в специальных случаях, представляющих особый ин­
терес, является нелинейным дифференциальным уравнением в 
частных производных. Частным случаем рассмотренной ситу­
ации является уравнение 

4 г — -Р ' L] (60) 

случай -^-=0) . 
Наиболее исследованным нелинейным дифференциальным 

уравнением в 'частных производных является уравнение Кор-
тевега — де Фриза. Это уравнение получается описанным вы­
ше способом при 

L-=_<^ + «(jc,0, Р - = 4 д 3 - 3 ( 2 и ^ + и > 
Условие (60) при этом принимает вид: 

При исследовании уравнения Кортевега — де Фриза приме­
няются основные понятия и теоремы теории мультипликатив­
ного интеграла. 

Уравнения нулевой кривизны изучаются в i[9], [10], [11]. 
10е, Уравнения движения твердого тела с закрепленной точ­

кой. Как известно, при движении твердого тела вокруг закреп­
ленной неподвижной точки при отсутствии внешних сил в каж­
дый момент времени справедливо соотношение 

- - = [M,Q], (62) 
где М — вектор кинетического момента1 тела, a Q—вектор уг­
ловой скорости. Векторы трехмерного евклидова пространства 
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находятся во взаимно однозначном соответствии с кососиммет-
рическими матрицами: 

( 0 - х у\ 
а:хв1-{-уе2-\-ге3-*-\ х 0 — z . (63) 

\ — у z О/ 
При ЭТОМ отображение и обладает свойствами: 

1) ag{x)—ga,\x)g-\ 
(64) 

2) a(l[x- у]) = a{x)ta(у)—а{у)а(х), 
где g — произвольная ортогональная матрица с определителем 
единица, а <[ , ] означает векторное произведение. 

С учетом указанных свойств уравнение (61) можно перепи­
сать в матричном виде: 

^-^M-Q-Q-M, (65) 
где для краткости а;(М) и «,(0) обозначены через M и Q. 

Условие (65) совпадает с условием равенства нулю кривиз­
ны мультипликативного интеграла 

" §'E+Qdt+Mdy, (66) 
где матрица Q не зависит от у. 

Более того, движение твердого тела с закрепленной точкой 
под действием внешних сил, сумма моментов которых относи­
тельно закрепленной точки равна N, описывается уравнением: 

*£i-[M,Q] = N. (67) 

Если вектор-функции М, Q, N толковать как матричные функ­
ции а(ЛГ), а (Я), ia(iV), то закон движения твердого тела мож­
но будет сформулировать так: сумма моментов внешних сил 
равна кривизне мультипликативного интеграла (66). 

Таким образом, естественная геометрическая конструкция 
кривизны мультипликативного интеграла явным образом вхо­
дит в описание важной задачи механики. 

§ 2. О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ 
ИНТЕГРАЛАХ 

1°. В этом параграфе будет изложено решение следующей 
задачи, связанной с мультипликативным интегралом. 

Пусть А (х) — функция вещественого аргумента х со значе­
ниями в Mat (n) — ассоциативной алгебре матриц порядка п. 
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При изучении риманова интеграла в качестве первой (про­
стейшей) формулы обычно рассматривают 

fxndx*=xn+1/(n-\-l)-\-C, где n —целое. 
По аналогии с указанным случаем естественно рассмотреть 

\E+.f(t)dt = F{t) (1> 
о 

при условии, что f(t) есть полином от переменного t. Любо­
пытно было бы знать для каких функций f(t) мультипликатив­
ный интеграл F(t) будет также полиномом. 

Поскольку равенство (1) эквивалентно равенствам 
Fi - f - F , F(0)=E , (2> 

то 
f=Ft'F~K (3> 

Если F — полином от t, то Ft' также является полиномом; что 
же касается F~x, то, как известно, ' 

(F-i){j=A}i/uetF (4) 
(здесь (F~l).i — элемент с номером if матрицы F -1 , Л..--—ал­
гебраическое дополнение элемента с номером if в матрице E).. 
Из (4) следует, что f в (3) является полиномом /тогда и: 
только тогда, когда detF=const, т. е. с учетом (2), det F = 1-
При этом след матрицы F равен нулю. 

Можно более подробно и точно ответить на поставленный; 
вопрос в случае, если n=2, т. е. алгебра А состоит из матриц., 
размера 2X2. 

Согласно известной теореме о полиномиальных матрицах... 
всякая такая матрица элементарными преобразованиями мо­
жет быть сведена к диагональной .с 

:..'.• \ М '•: <5> 
где полином р2 делится на полином pi. Поскольку полиномиаль­
ная матрица F(x) имеет определитель единица, то pi —p-j—1-. 
т.'е. матрица (5) является единичной. ,.•• 

Известно также, что всякое элементарное преобразование: 
над некоторой матрицей X есть умножениях слева или спра­
ва на матрицу вида ' ' 

(И) а " <* 
где q—некоторый полином, или есть перестановка строк или 
столбцов матрицы X. В последнем случае элементарное преоб­
разование матрицы X состоит в умножении этой матрицы на 
0-=(9 I) слева или справа. 
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- С учетом вышесказанного матрица F имеет вид: 
F=-=Qn6Qn_ie...Q, 

или 
F = e Q „ 6 . . . Q 1 F=QneQ l l_1e. . .Q10 

F = QQneQn-i...@, 
-где 

Q-==(o f')' - - - - - .2 , . . . . 
и -7i—.произвольный полином от х. 

Очевидно, что достаточно ограничиться одним из случаев (7), 
(8), поскольку прямые мультипликативные производные функ­
ций F и F& совпадают (F'F-l = F'@(FQ)-l=F'e@F-1). Что же 
касается прямых мультипликативных производных F'F~l и &F' • 
• (6F) -1 от функций F и &F, то они связаны простым соотно­
шением 

JF'JF-i = e[eF'(0F)-1]e. (9) 
Таким образом, всякая полиномиальная матричная функция, 

мультипликативный интеграл от которой является полиномиаль­
ной функцией, имеет вид f—F'F~l или f — QF'F-1©, где 

• F-PnPn.l...Pl (10) 

/><-(?'о)- <"> 
Представляет интерес вычисление полиномиальных матриц f 
лри различных п и конкретных полиномах pi. 

2°. Будем говорить, что полиномиальная матрица F(x) при­
надлежит множеству Sn, если всякое представление матрицы 
F(x) в виде (10) содержит не менее п сомножителей и сущест­
вует представление F(x), содержащее ровно п сомножителей. 
* Чем больше индекс п у множества Sn, тем сложнее матрицы 
F(x) и f(x)=F'(x)F-l(x)i тем более сложным выглядит при­
мер системы дифференциальных уравнений с полиномиальными 
коэффициентами и пространством решений, состоящим из поли­
номов. 

Ниже будет построен мультипликативный интеграл 
„ • .-*- V . 
.;..•, • , F (.*).---.. \E-\-f(x)dx, (12) 

зз котором F(x), f(x) —матричные полиномиальные функции и 
F i(x).6Sn,n=l,2 

(7) 

(8) 
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Для этой цели сначала докажем следующее утверждение. 
Л е м м а . Полиномиальная матрица 

T»-{*of (13) 
принадлежит подмножеству Sm, m—0, 1, 2, . . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть pi, p2, . - . , pn, . . . — переменные. 
Положим 

<7(0)—О,<7(О) = 1,-7(0, l ) - p . , < 7 ( 0 , l , . . . , n ) = 
=pnq(Q,l,...,n—l)+q{0,l,...,n—2), n = 2 , 3 , . . . , 

-7(0, 2 ) = p2, 
.7(0, 2, . . . , n)=p n <7(0, 2 n—\)+q{0, 2, . . . , n—2), 

n = 2, З . . Л . " (14> 
Легко видеть, что 

о '0*6 'гУв-'-'-й -?)Mf" i)Cf--'o)'-.(f-о)-
(q(0,l,...,n) q{0,2,3,...,n) \ .',:,-. 

= [q(0,l,V..,n-l) q(0,2,3,...,ft-\)j- Л 1 ? ' 
Матрицу (15) будем обозначать через Q(0, l, 2, . . . , n). Если 

Рх{х)=ря{х)= . . . =pn(x)=-x, . 
то 

где F-l(x)=0> Eo(x) — 0, ETl(x)=xFn_,(x)+Fn-2(^), n - 1 , 2, ..., 
(степень многочлена Fn(x) равна n—\, d e g ^ n - n - A ) . Очевцд7 
но, что 
Q ( 0 , U » ) | Д и , А а а . 1 ) в - ^ - - 7 , „ /z = 0 , 1 , 2 , . . . (17) 

Утверждению леммы с учетом введенных обозначений можно 
придать следующий вид, 

Равенство 
, Q(0, 1, 2, . . . , n)A = Tm, (18) 

где A — диагональная матрица, не зависящая от х, а р\ур%, . . . 
,,•., рп — многочлены, от х, возможно только при ri^sm,. 

Мы покажем, что многочлены pi, р., . . , , р п имеют степень 
не превышающую единицу, и количество многочленов степени 
один в множестве {pi, р2, •••, Рп) равно т . Доказательство бу­
дет проведено по такому плану, использующему индукцию. 

Пусть при некотором &{le}ra справедливо равенство . 
tf,Q(0, 1. 2, . . . , k)B~Tm-„ ••••••-! (Щ 

где R и В — некоторые матрицы, не зависящие от x, В — д и а г о -
нальна, s — число многочленов1 степени один среди многочленов 
множества {ph+u . . . » pn). 
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Началом индукции (s = 0) является равенство (18) (R=E, 
-В —A, n=k). При s — rn имеем: 

£Q (0 , I , 2 , . . . , i ) 5 = - r 0 , (20) 

тде Ff, В — матрицы, не зависящие от x, В~диагональна, 
Q (0, 1,2, . . . , / ) не зависит от х; по этой причине многочлены 
рг,..., Pi имеют степень нуль; среди многочленов р1+х, /> , + 2 , . . . , " , 
•содержится ровно s = m многочленов степени единица. 

Утверждение о равенстве (19) проверяется при s = 0 и дока­
зывается индукцией по s для s = m. Утверждение о равенстве 
(20) эквивалентно утверждению леммы. 

Ш а г и н д у к ц и и. Если справедливо (19) и 

то, сравнивая первые столбцы в (19), получаем; 
(Q (0, I , . . . , к) •&! \ 1 /r22E,„_„+1 — rnFm_s \ , m 
[Q(0, I , . . . , k - 1 ) 6 j - d i T T l - r 2 l E m _ m + r „ F m _ J - ^ - ) 

если Г21#0, то из (21) следует 
degQ(0, 1,2, . ' . . , * ) = d e g Q ( 0 . 1, 2, . . . , k - l ) , degpft = 0. 

В этом случае из (19) имеем: 

7?(f* J)Q(0,1,2, ...,k-l)B = Tm_s, (22) 
т. е. справедливо (19), поскольку в (25) s равно количеству 
многочленов степени один среди многочленов {ph, Pk+u ..., рп}-
Если Г21=0 в (21), то 

(о"Й) Q (°. -.2- • • • • *>*-(о r ' f в)(о"г^) Q (он *)Л-
— ( J r i f 2 2 ) Q ( o , i , . . . , k ) a 

Здесь 
(j I^)Q(0.1>2,. . . ,k)(51 1

r°)==Q(0,l , . . . ,k) (23) 

к Q (0,1, 2, ..., k) выражается через ри p2. . . . , ри так же, как 
;Q(0, 1,2, . . . , k) выражается через p. , р3, ..., рь, при этом 
р„ i=--1, ...,k, отличается от pt лишь постоянным множителем, 
не равным нулю, 

в частности, deg p.--= d e g / v матрица В не зависит от х и 
диагональна, 
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В силу (22), 

Q(0, 1,2, . . . , £ ) £ — (*, ~%/Гю)тт_,. (25) 
Сравнивая первые столбцы в (25), имеем: 

q (0, 1, . . . , k) bx \_ (Fm_s+X - (г12/г22) E 
q(0,l, ...,k-l)bj \ F 

m-s 
m—s 

(26) 

где q{0, 1, . . . , I), 1=1, . . . , k, зависят от —,, р2, ..., p~t 
так же, как <~ (0, 1 /) от р ь р2, . .., pL, a pi, i=\,...,l, 
отличаются от pi лишь постоянным множителем. Примем во 
внимание 

q(0, 1, ...,k)=pkq{0, 1, . . . ,A-1) .J -^(0 , 1, . . . , k - 2 ) 
deg~q (0, 1, . . . , k) — deg Em_s+1 = m — s, 

uegq{0, 1, . . . , k — l) = degEm_,-=m — s + 1, 
deg?(0, 1, . . . ,k-2)<deg<7(0, 1, . . . , £ —1). 

(27) следует из (14), a (28) —из (26). Из этих соотношений вы­
текает, что deg/7ft=l, т. е. pk = cx-\-d. 

Покажем, что pk имеет вид: 
pk = X-\-d. (29) 

Действительно, в силу (26), 
q (0, 1, . . . , к) = 1 (Fm^ - (^-) Em_,) = 

• /..К" i P \ ' - ri2 ЕГ / „ rn \ -m-~ I Fm-s~i 1 / r - t I - - \ ' " 1 2 1 - - / ' 1 2 1 Ш -! 

==:-^[Xrm_s+rrn_s+{)-J-.— tm_s_^^X — ~j--J- * 1 

= - ( J C - ^ ) ? ( 0 , 1, . . . , Л - 1 ) + - ^ - . (30) 

Приравнивая правые части равенств (27) и (30), получаем: 

pkq{0, l, . . . , k - 1 ) - f q(p, 1, . . . . k — 2) = 

- = U - ^ - ) g ( o , i , . . . , k - l ) + - - = — - , 
V ' 22 / Ol 

откуда 
0=*[cx + d—(х—Г}г-)]^(0, 1, . . . , k - 1 ) - f 

,.-f̂ (0,T, ...,k^2)-Ab_. (31) 
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При сф\ многочлен в правой части (31) имеет степень 
т — s > 0 , что при s=f=m невозможно. Итак, с — \ и pk—x-\-d 
Учитывая это обстоятельство, имеем: 

(?-i)(o rHr22){Xtd o)Q(o, 1, . : ? ; А - 1 ) Я - Г ^ (32) 
или 

(^ d^r_21]Q(0,h...,k-l)B^Tm^_l. (33) 
\ .-"га / , 

Здесь s +1—-количество многочленов степени один среди 
pk, рь+i, ..., рп. Таким образом, формула (18) справедлива цри 
замене s Has-f-1 (s^rn) и наборе многочленов ри р2, .,., ph, 
отличающихся соответственно от pv р2, • • • > Р'и ненулевыми 
постоянными множителями. Шаг индукции завершен. Лемма 
доказана. 

.-3°. Рассмотрим полиноминальнук. матрицу 

. .. ::.'.'";\?гм?$:.:' ••'. w 
принадлежащую, в силу доказанное в 29 леммы, подмножеству 
sm. Вычислим 

f ^ X ^ ' " (35) 
в явном виде. 
Имеем: 

m 4 

JfJS 1\*ГУ(\ 0\(Х lV7 -̂* 'I 
Г-1 — 

m-l" 

1 о/ vo'-o, 111 О) ' (36) 
x 1\~i 

1.0. 

r=0 

Как обычно, 

i oj = l E m Fm_i (38) 

в этих обозначениях 

^'-^&&)1ашй)<-')'= 
г._0 
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пг-I 

/••=•0 

m-1 

=S(—E;F1fr W : 1 ) * - 1 - ' - (39> 
Вычислим каждый элемент матрицы (39) в явном виде. Будем 
использовать обозначения: 

U, g , p __ _ ; 

a + P==-x, a p = — 1 . 
При этом 

(40) 

поскольку, как легко видеть, 
-0 = 0, F1---1, F----xFr._1+Er_2, r = 2 , 3 

Элементе номером 11 матрицы (39) равен 
т—\ т~-\ 

m—l 

== ( 1 в у 2 - (а2Ж + Р2г+1-аГРг+1-а-«р-) С— 
m—l 

^Ts - i r . 2 [(a2r+i+p2^)(-ir+i+(«+p)]-

Элемент с номером 12 матрицы (39) равен 
..n—l m—i 

2 (-ir1E?+1 =-7^=6^2 <а^» + рЗ"*_2а*^)(--1)*---
/ • -О v ~ • v' r = 0 

m - 1 
1 ~У / 9 . , ( — 1)~а-"•<-•—-я» , ( —1)"»р»-г+-__р» , 

' = (а-Р)" £ 0
 К )+ «-+1 + ' Р2+1 ~" 

— (а-ру (2«+-+(---УиМ-Р2ян.1)' 
Аналогичным образом находим элемент с номером 21: 

- ^ [ 2 « - - 1 + ( - 1 ) - / . а я М ] -
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и элемент с номером 22: 

- ^ [ - 2 ^ + ( - i r w F 2 w ] . 
Таким образом, 

/ _ r ' r - 1 _ _ L _ / 2 / " J C 2т + \\ 
J — i mi т —• ^ 2 + 4 [2m — 1 —2mxJ~i~ 

+ *» + 4 * ^ lF2m-l ~E 2 m / -
1 (2mx 2m + \\ , 1 , UmT /0 - 1 \ . 

Формула (42) задает полиномиальную матрицу/, обладающую 
свойством ' ! 

j E + / ( x ) d x = rm(x) = (f о 

При этом полиномиальная матрица Тт{х) принадлежит множе­
ству Sm. Таким образом, формула (42) задает систему линей­
ных дифференциальных уравнений с полиномиальными коэф­
фициентами и с полиномиальными решениями и при этом «лю­
бой степени сложности», т. е. принадлежащую Sm при лю­
бом т. 

4°. С алгеброй полиномиальных матриц размера 2X2 и 
мультипликативных интегралов в алгебре полиномиальных 
матриц связана следующая задача. *' 

По данной полиномиальной матрице f(x) найти полиноми­
альную матрицу F(x) такую, что 

F'F-l=f(x) : (43) 
или, что то же самое, 

„х . • • ; 

^E + /(x)dx=-F(x). (44) 
о 

Разумеется, задача разрешима не для всякой f(x), так что в 
более точной постановке задачи нужно вместо слова «найти» 
употребить «найти, если существует». 

В этом пункте мы опишем алгоритм, решающий поставлен­
ную задачу. Следуя этому алгоритму, МОЖНО ДЛЯ каждой по­
линомиальной матрицы f(x) либо построить F(x) с условиями 
(43), (44) либо установить,, что искомой полиномиальной ма­
трицы не существует. 

Как указывалось в 3°, если E(x) .и f=F'F-1.— полишмиаль-
ные матрицы, то F(x) может быть представлена в виде 

F=*PnePn-i®..-PiQ-B (45) 



или 
.F-e.pne.p„-i....Pie-.B, (46) 

где 

M W е=Р- Но'У- '<*> 
Без ограничения общности можно считать, ЧТО В правых частях 
(45), (46) не более двух соседних матриц Pi+u Р( обладают 
тем свойством, что 

deg Pi = О, degPi.H=0. (48) 
Будем использовать в дальнейшем обозначения: 

Fi = P1ePi_1@....P1e, 
/ i - F / F r 1 , i = l , 2 , . . . , n . (49) 

Алгоритм, который мы опишем в этом пункте, позволяет (при 
выполнении некоторого условия) перейти от fi к fi_i (с вычис­
лением многочлена pi) или (при невыполнении этого условия) 
устанавливает, что исходная полиномиальная матрица f не яв­
ляется мультипликативной производной от полиномиальной ма­
тричной функции. 

Упомянутое выше условие состоит в следующем. Пусть 

/ - И = ^ ( Л ) -p,(jc)j (50> 
(след матрицы fi равен нулю вследствие того, что определитель 
матрицы F можно считать равным единице). 

Л е м м а . Если. Fi(x) и fi = Fi'Fi~1(x)—полиномиальные 2 Х 
Х2 матрицы, то 
min (deg a,- (x), deg yt (x)) {le}deg pi (л;).<тах (deg ai (x), deg -yi (x)) • 

(51) 
Доказательство леммы можно провести с помощью индукции 
по индексу и При этом следует учесть соотношения: 

a < + i = — 2 p i + i P i — p - i + i a i + y i + p ' i + i , 

•̂£+1 = —P-i-ЦОСг—i-г, 

Ч*+1 = *-.. (52) 
Если deg pi+1 > 0 , то условие (51) для /i+i легко вытекает из 
(51) для fi. Если же degpi+i = 0, то шаг индукции несколько 
осложняется и требует учета некоторых дополнительных обстоя­
тельств. Строгое доказательство дано в [8]. 

При выполнении условия (51) предписание алгоритма имеет 
вид: 

1) Если degai{le}deg fi, то от fi следует перейти к fi = 6fi0; 
при этом элементы матрицы fi 
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/«-ft -Й т 
и deg-yi-^degai. 

2) При выполнении условия (53) разделить pi на f, с остат­
ком ri: 

$i = <lib+ri> degri<degai. 
3) Подействовать на E. калибровочным преобразованием с 

матрицей 

т,. е. перейти от № _V j к матрице 

U oJU -pJ l - - d + l o оД1 qi 
ЯгЪ — Pi — •7/2Ч/+2P •̂7г + °•г + ?. 

7̂  Р/ — -7Л/ (55) 

Элемент 11 полиномиальной матрицы (55) имеет степень мень­
шую, чем элемент 11 полиномиальной матрицы .Fi. 

4) Для матрицы (55) следует проверить условие (51) и да­
лее выполнить предписания 1), 2), 3). 

Действуя согласно предписаниям алгоритма, на некотором 
шаге будем иметь одно из двух: либо на некотором шаге будет 
нарушено условие (51), либо в результате преобразований полу­
чим матрицу вида (0(х1о)' к о т о Р а я калибровочным преобразо­
ванием с матрицей П , Я\, р'(х) =а(х), сводится к нулевой 
матрице. 

В первом случае исходная матрица f не может быть пред­
ставлена в виде f=F'F~x, во втором случае матрица f может 
быть получена из нулевой матрицы калибровочными преобра­
зованиями с некоторой полиномиальной матрицей F(x) 

f-FOF-t+F'F-1,-

где E—произведение матриц вида (j Q) И 0; при этом и сами 

матрицы I j QI, И порядок их умножения однозначно определяют­
ся описаннчм выше алгоритмом. 

Пример. Пусть 
/ _ x 2 - l 1 \ 

fw — [—xi—2x*+2x — 1 1+х*)' 



Имеем: 
1) dega>degp>degf, 
2) Р —ЧЯ+г - x 2 - 1 = - . l ( - 1 - x - ) + 0 .7-= — 1-x2, 

/—1-.Х- 1W —jc?—1 1 WO I \ , 
6> [ 1 0Jl,-A-4_2x2 + 2 jc -1 1+x2jl1 1+*а/-Ь 

(-2x0)10 1 \ /._1_jc3 n / 1 O W O - 2 J C 
+ [ 0 ОД1 1+x- j = i 1 0Jil+x22.x /) + i0 О 

/О 2x\ , /0 - 2 x \ /О 0\ 
= 11 OJ + \0 0 j = U 0> 

F(x) — (1 x* + l)(x 1)=-(l+jc + .«- jc2+l). 

§ 3. КЛАССИФИКАЦИЯ ОРБИТ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ МАТРИЦ 

Г. Еще одной интересной задачей, связанной с теорией 
мультипликативного интеграла в кольце полиномиальных ма­
триц, является задача классификации орбит в пространстве по­
линомиальных матриц относительно действия калибровочных 
преобразований. 

Более точная постановка: назовем две полиномиальные 2X2 
матрицы А к В эквивалентными, если существует такая невы­
раженная полиномиальная матрица С, что 

B — CAC-i+C'C-1 . (1) 
Множество X всех полиномиальных матриц, как легко ви­

деть, разлагается в теоретико-множественную сумму непересе­
кающихся между собой подмножеств, состоящих из попарно 
эквивалентных между собой матриц. Требуется в той или иной 
степени описать эти подмножества (орбиты действия группы G 
всех полиномиальных матриц размера 2Х2 с определителем 
± 1 ) . 

Здесь мы опишем алгоритм, с помощью которого можно от­
ветить на вопрос, эквивалентны или неэквивалентны две задан­
ные полиномиальные матрицы. Будут указаны также приложе­
ния этого алгоритма. 

2°. Ограничимся рассмотрением подпространства X0 в X, со­
стоящего из матриц со следом нуль. 

Обозначим: 

Р, ( , н ; й>(х)). ®4U). ' (2> 
B----L1

 ь \ bj, &2-T--0, bv b2=const, (3) 
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Ct(x) = PleP,^Q...P19, г — 1, 2, . . . , (4) 
A ;-—C iAGr1 + G;Gr1 ' «'—-- 2 , . . . , (5) 

^^) -U(x ) -P/№ . . {6) 

Справедливо следующее утверждение. 
Л е м м а . Пусть A(x)CiM — такова, что для матрицы А\{х) 

справедливо неравенство degai (x)^deg Pi (x)^deg -fi (x). Тогда 
degai(x)^degpi(x)^deg"fi(x) для любого натурального i>\, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим по индукции, что еслиУг'б 
€JV pi и pi+i не являются одновременно числовыми матрицами, 
то Yk&N degak(x)^degf>k(x)^deg^k{x). Действительно, для 
k=\ утверждение справедливо по условию. Пусть утверждение 
справедливо для произвольного, но фиксированного числа k. 
Покажем, что deg ak+\ (x)>deg P/ i+i(x)>deg yh+l(x). Из (5) 
имеем: 

«fc+i (x) - - 2p*+1 (х) р* (х) — р\лл {х) ak (х) + Чи (х) + рк+1 {х), 
*+- (х) -= —Pk+x (х) ак (х)-pft (л:), (7) 
P+1(x}==aftUV 

Если deg pfc+i (х) Ф 0, то утверждение очевидно. Пусть 
degpfe+1(x) =0. Тогда degpft(x) =7-=0. Из (7) получим: degaft(x) = 
•=degpft

2(x)a,-,-i(x), degp;j(x)---degpft(x)afe-i(x), deg^ft(x) = 
= deg aA_i (x), т. e. deg csft (x) > deg pft (x) > deg fft (x). Из (7) да­
лее имеем: deg а^+\ (х) = deg $h+l (x) = deg 4ft+i (x) = deg ал. (л:). 

Пусть z/i = 0Pi9 . . . ©Pi, причем V&{le}i PA и P/v-i не явля­
ются одновременно числовыми матрицами. Рассмотрим Ci+2 = 
= e P i + 2 e P i + i e . . . e P i , где degPi+2(x)=degPi+ 1(x)=0. Тогда 
можно считать, что deg Pi (х) {ne}0. Рассмотрим Ai+г. 

0-/+2 (x) = (Pi+2pt+\ + I )2 «J (x) + 
+ 2P2+2(A+2Pi+l+-)P/( x)—p'l+i.'iiix), 

Pi+2 (л) = Pt+i (Pt+2Pi+\ + 1) «i (x) + 
+ (2P;+2pi+i + l)P i (•«) —Л+гТ< И . 

Ti+2(x) = a/+1 (•*)•— — Рн-1 a* (-*)—2--,.4iP. (x) + 4i (•*•)• 
Так как p.+2p.+i +1=^0, то deg ог..+2 (x) = deg p i+2(x) = degy i + 2 (x ) -
= degai(x). Таким образом, утверждение доказано. 

3°. Полиномиальную матрицу п-го порядка можно предста­
вить в виде матричного многочлена относительно х, т. е. в виде 
многочлена с матричными коэффициентами: 

A (jc)'-=i40x»n+.Aixm-1+ . . . +A m . 
Число т называется степенью матричного многочлена, если 
А0=ф0. Матричный многочлен A(x) называется регулярным, 
•если detAo-7--0, и сингулярным, если detAo = 0. Если хотя бы 
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один из двух матричных многочленов регулярный, то степень ИХ 
произведения равна сумме степеней сомножителей. Действитель­
но, пусть А=А0хт-1гА1хт-1+ ... -\-Ат и B=BUXT>+BXXV-1-\-
. . . + В Р , Ao{ne}0, Бо^О и detAo-7--0. Тогда А-В=А0В0хт+Р+ 
Jt.(A0Bl-\-AiBo)xm+P-{+...+AmBp. Так как detAo^O, Ao^O, 
50{ne}0, то A0B0-5-=0. 

Т е о р е м а 1. Пусть A(x) —регулярный матричный полином 
n-го порядка и deg А (х) > deg В (х). Тогда А(х) и В (х) не экви­
валентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, т. е. A(x) 
эквивалентна В(х) и degA (л:) =m, degB(x) =n, причем т>п. 
Тогда из (2) следует, что A(x) и -б(л;) удовлетворяют уравне­
нию 

С'{х)=А{х)С(х)-С{х)В(х). (8) 
Пусть degC(x) = q. Тогда degA (x)C(x) =degA (x)+degC(x) = 
— m-\-q, так как A (x) —регулярный матричный многочлен. Да­
лее deg C(x) -В (x) {le}deg С (х)-{-deg В (х) =q-\-n. Следовательно, 
•deg Л (jc) C(x) >degC(x)B (x) , Из (8) получаем, что deg С (х) = 
= degA (х)С(х), т. е. q—l = m-\-q, или т = — \. Полученное про­
тиворечие доказывает теорему. 

Т е о р е м а 2. Пусть A (x), B(x)&M, degA (x) = deg В (x) и 
A (л:) — регулярный матричный полином, а В(х) — сингулярный 
матричный полином. Тогда А(х) не эквивалентна В(х). 

т т 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А = {sum} Auxm~\, E —{sum} -9/.xra~ft. 
ft-=0 ft=-0 

Так как detA0T--0, SpA0=-=0, det.50-—0 и SpBo —0, то можно 
считать, что 

А° = (о —а)> Во = (о О/-

Предположим противное тому, что требуется доказать, т. е. что 
A эквивалентна Б. Из (8) следует, что матрица С не может 
быть постоянной, иначе было бы, что А — СВС-1, но A-T^C-BoG-1. 
Пусть degC==p>0, т. е. C—*.S Chxv~h, С0Ф0. Тогда из (8) 

= 0 
будем иметь A0Go= Go-So- откуда следует, что С0=0. Получен­
ное противоречие доказывает теорему. 

Удобным приемом классификации орбит является приведе­
ние элемента к каноническому виду. Будем говорить, что мат­
рица A (x) имеет канонический вид в своей орбите, если 
deg A (x){le}deg В (х), где B(x)—произвольная эквивалентная 
ей матрица. 

Рассмотрим 

W ~ V 1 (х) P(x)F ( ' 
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Пусть А (х) — сингулярный матричный полином. Тогда можно 
считать, что 

deg<z(;s)>max{degP(x), deg-.>(*) }• 
Т е о р е м а 3. Пусть A(x) такова, что deg а (я) > d e g у(х)^ 

^ d e g p ( x ) , y(x){ne}0, р(х)-7--0. Тогда: 
1) если dega(x)—degy(x)—четное число, то существует 

эквивалентная ей матрица В(х) такая, что deg-S(x) <degA(.tf); 
2) если dega(x)—degy(x)—нечетное число, то такой мат­

рицы В(х) не существует. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим матрицу P=QPAP-1©+ 

+6-° ' / - - ' 6 . Тогда 

п-.(-РЧ + Р Т ) / i f» 
D— 2»R — П27 4 - О С 4 - О ' — R 4 - n v • \luf 2pp—•p~"Y+cx-f p' — {5+pf 

1) Возьмем многочлен p так, чтобы 2 d e g p = dega—deg-у-
Тогда de.gpzy~dega, d egpp<dega . Имеем deg(—P+py) < 
<deg(2pp—p-y+a+p ' ) , иначе р(х) была бы регулярной и 
deg£?>degA, что противоречит теореме 1. Выбирая подходя­
щим образом старший коэффициент полинома р (а именно, по­
ложим роауо=ао, где ро, уо, ао — старшие коэффициенты много­
членов р, у, а соответственно), мы будем иметь, что deg(—р+ 
+PY) <deg(2pp—p-y+a+p') < d e g a , т. е. deg р (лг) <degA(x)„ 

2) Если deg a—deg у — нечетное число, то выбрать много­
член р так, чтобы degp-y—deg a, не удается. Поэтому 
deg(2pp—p-y+a+p') > deg (—/>Y+P)^(-egY для произвольного 
полинома р. Предположим противное тому, что требуется дока­
зать, т. е. что существует такая матрица R(x), что 6egR(x)<. 
< d e g A ( x ) и R(x) эквивалентна А(х), Тогда существует такая 
С(х), detC(x)---±1, что CAC-t + C'C-^R. Тогда С(х) имеет 
вид (4). Так как матрицы 9 и ,D не оказывают влияния на 
degR, то будем считать, что С(х) =ОРп® ... ©Pi или С(х) = 
= ©Р„& . . . QPiQ. Рассмотрим первую возможность, т. е. пусть 
С(х)—@Рп& ... 6P1. Так как в силу доказанного d e g a i > 
> d e g Pi^deg yi, где А\ (х) —B(x), то из леммы будем иметь, 
что degan>degp„>degYn— :dega---i. Отсюда следует, что 
deg a n > deg a, т. e. degR(x) > d e g A ( x ) . Полученное противо­
речие доказывает теорему. 

Пусть С(х) =вРп® • • . в Л в . Рассмотрим Ai (x) -=-
-^.елеле.Рг'е+е/уРг-е. 
Имеем: 

\ — 2#p— pi« + T + pi Р + Л « / 

Таким образом, dega i>deg Pi>degyi = deg a(x), где «i — 
= —-2p,p—Pi2a+y+pi/, Pi=—p—pia, 71=0. И опять из леммы 
будем иметь, что deg an^deg pn^degyn. Так как С (x)-*-const,. 
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то d e g a „ > d e g a и deg R (x) > deg A (x). Таким образом, теоре­
ма полностью доказана. 

З а м е ч а н и е . Теорема 3 остается справедливой и в случае, 
когда р = 0 . т. е. когда A(x) имеет вид: 

А(х\-(° а(хА 
где d e g a > d e g y , уфО. Доказательство аналогичное. 

Т е о р е м а 4. Пусть А (х) такова, что deg a > deg p > d e g y . 
•Y-7--0. Тогда: 

1) если 2 deg p^deg a+deg y, то существует матрица В(х), 
эквивалентная А (х), такая, что deg В (х) < deg А (х); 

2) если 2 deg p < d e g a + d e g у и deg a—degy—четное чис­
ло, то существует В(х), эквивалентная A(x), такая, что 
deg.6 (x)<degA(x) . 

3) если 2 deg p < d e g a + d e g Y и deg a—degy — нечетное 
число, то такой матрицы В(х) не существует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть 2 deg p > d e g a + d e g у. Рас­
смотрим В{х)= @РАР-Щ-{-@Р'Р~'[ из (10). Возьмем полином 
р так, чтобы deg p-=dega—deg p. Тогда будем иметь, что 
degp-y<dega . Действительно, deg p=-deg a— degp, 2degP== 
= 2 deg a—2 deg p. Далее 2 deg a—2 d e g p > d e g a+deg y из ус­
ловия. Поэтому deg a > d e g Y+2 degp-=degp2 у- Выбирая стар­
ший коэффициент многочлена р так, чтобы 2 p0Po+o.o—-0, где 
Ро, ipoi «о — старшие коэффициенты многочленов р, р, а соот­
ветственно, получим, что deg(2pp—p-y+a+p') < d e g a. Так как 
deg(—p+PY)<dega, T0 утверждение доказано. 

Пусть 2 deg p == deg a+deg у. Рассмотрим матрицу В(х) из 
(10), где в качестве р возьмем неполное частное от деления 
$(х) на у(х), т. е. p(x)-=p(x)v(x)+.7(x), где degq{x)< 
<degY(x) . Имеем: 

В(х) = (рр + м + а + р, _ q ) . 
Далее имеет deqpp=dega. Действительно, deg p=deg p—-deg у, 
degpp=degp+degP-—2degp—degY=dega. Если deg(pp4-
+p<7+a+p ) < d e g « , то утверждение доказано. Пусть deg (pp-j--
•\-pq-\-a-\-p') -=dega, т. е. deg Л (x) = degA(x). Но тогда име­
ем, что dega—degy — четное число. В самом деле, 2degP--=-
= deg a+deg у, т. е. сумма двух неотрицательных целых чисел 
есть четное число. Значит, либо они оба четные, либо оба не­
четные. И в том и другом случае их разность число четное. 
В таком случае воспользуемся уже доказанной теоремой 3. 

2) Возьмем р так, чтобы 2 degp — deg a—deg у. Имеем 
d e g p 2 Y = d e g a и d e g p p < d e g a . Действительно, 2 d e g p p = 
• — 2 d e g p + 2 degp—dega — degY+2 deg p < d e g . a — degY + 
+deg a+deg y—2 deg a. Возьмем старший коэффициент поли-
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нома р так, чтобы —p-2Y+ao = 0, где po. yo, а0 — старшие коэф­
фициенты многочленов p, 7, а соответственно. Тогда deg(2pp— 
—Р-Т+а+Р') < d e g a и утверждение доказано. 

3) Если deg a—deg у— нечетное число, то выбрать поли­
ном р так, чтобы degp2y—dega, не удается. Поэтому 
deg(2pp—p2y+a+p ')--2:c 'ega- Таким образом, для произволь­
ной матрицы Р degf-^degA. Предположим противное тому,. 
что требуется доказать, т. е. что существует такая матрица 
R(x), что deg R (х) < deg А (х) и R(x) эквивалентна A(x). Да­
лее аналогично доказательству части 2) теоремы 3. Теорема 
полностью доказана. 

Пусть сингулярный матричный полином A(x) имеет вид (9). 
Объединяя теорему 3 и теорему 4, будем иметь следующий ре­
зультат. 

Т е о р е м а 5. Пусть А(х)—сингулярный матричный поли­
ном. Тогда если 2 deg | 3<dega+deg у и deg a—deg у — нечет­
ное число, уфО, то А (х) имет канонический вид в своей орби­
те. Во всех остальных случаях существует В(х), эквивалент­
ная A (x), такая, что deg В (х) < deg А (х). 

З а м е ч а н и е . Если y—0 и degp>.deg-P, то существует 
В (х), эквивалентная А (х), и deg В (х) < deg А (х). Действи­
тельно, рассмотрим В(х) -— ®РАР-Щ~\-&Р'Р-Щ: 

-5U) — (2/?p + a + p' - pj-
Возьмем полином р так, чтобы degp=dega—deg р и чтобы 
2роРо+а--=0, где р0, Ро, ао — старшие коэффициенты полино­
мов р, р, а соответственно. Тогда deg(2pp-j-a+p /)<dega, 
deg В (х) < deg А (х). 

С л е д с т в и е . Пусть матрицы A(я) и .3(x) сингулярные и 
имеют канонический вид, т. е. наименьшую степень в своих ор­
битах; deg A = deg В. Тогда если A эквивалентна В, то A = 
= СВС-\ где C-=const. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А — СВС~1-\-С'С-1, где Сф 
=?--const. Так как В сингулярная и имеет канонический вид, то 
из доказательства теорем 3 и 4 следует, что deg A > deg В. Но 
по условию deg A — deg В. Противоречие возникло в связи с до­
пущением, что deg C-j^-const. Следовательно, С=-const 

4°. Пусть A(x) —регулярная матрица: 

л W - [а(х) ~ p(x)j' 
причем a(x) фО, у(х) ФО. Можно считать, что d e g P ( x ) > 
>max{dega(x) , degY(x)}. Обозначим A\ = CiACrl + C\/Cl-1

t 

где С1=вРи A i--=C iA i--iCr1+C/Cr1, где С ( = в Л , -°<----(of')-
Т е о р е м а 6. Пусть А(х) и В(х)—регулярные матрицы 

и deg Л =-deg Б. Если А эквивалентна В, причем ВФСАС~1, 
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где C=const, то B = CAC~l+C/C-1, где С имеет вид (4).. 
причем 

1) если C=DF или C=D®F, то pi есть неполное частное от 
деления 2р на —а, р. есть неполное частное от деления 2р._1 
на —- a.-i; 

2) если C=DF@ или C=DQF&, то pi есть неполное частное 
от деления 2р на y, pt есть неполное частное от деления 2р._1 
на y.-i. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как матрицы D и 6 не оказы­
вают влияния на deg.fi, то можно считать, что B=FAF~l-\^ 
+.PF- 1 либо B=--FQAQF-^+F'F~\ где &Рп@ . . . 0Р, . 

Пусть B=An—FAF~'[-\-F'F-1. Так как A и В регулярные,, 
то можно считать, что deg |3;>max{dega, degy} и d e g P „ > 
>max{degan , deg у-.}. Покажем, что ни одна из матриц р{ не 
может быть числовой. Доказательство проведем по индукции. 

Пусть p! = const. Тогда 

А ^(-Р^а-?> , а ) 
1 I —2/7,р—-la + if+jfi pia + P/ 

и deg a i^deg Pi^degYi--=deg a. Из леммы будет следовать,. 
что deg a n >deg p n >deg уп. Но deg pn>,max{dega„, degyn}. 
Противоречие возникло из предположения, что p2=const. 

Пусть утверждение справедливо для произвольного, но фик­
сированного числа й < п , т. е. p^const для любого натураль­
ного i{le}k. Покажем, что ph+\ Ф const. Предположим противное, 
т. е. что p,.+i — const. Если p/i+1—const, то dega.,+1-=deg P/.-+i — 
= degyft+1. Имеем, что матрица Ah такова, что для A.l+1 спра­
ведливо dega/ t+i^degp f t+i^deg7ft+i. Из леммы будет следо­
вать, что degan>degp„>degyn, но deg pn>max{deg an, 
deg Yn}. Противоречие доказывает утверждение. 

Далее, если deg pi> deg р, то будем иметь d e g a i > d e g P i > 
>degy i , и из леммы будет следовать, что d e g D > d e g A . 

Пусть degp i a<degp . Тогда degai=--deg(—2p tp—pi2a+y+ 
+ p / ) =degp iP. Имеем dega i>deg p!>degyi- Аналогично, из 
леммы следует, что degf i>degA. 

Таким образом, имеем deg pia==deg p. 
а) Пусть deg (p+p ia)<deg р. Тогда deg ai==deg(—2piP— 

—pi2a.+Y+pi /)=-leg(— piP--pi(P+pi«)+Y+yi/) = degPiP{cdot} Если 
предположить, что deg P i=deg(p+p i a )^deg a, то будем иметь 
deg a i > d e g Pi^degyi и в соответствии с леммой deg В>deg A. 
Пусть degP i<dega . Имеем deg a i > d e g y i > d e g pi. Рассмот­
рим 

А t — piPh — Pi , «1 ) 
2 \ —2p 2 Pi—p l ^+Ti+A .0201 + ft/ 

Имеем deg a2>degP2>degy2 и в соответствии с леммой 
deg A <deg.fi. 
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б) Пусть deg Pi = deg р. ЕСЛИ предположить, что deg ai^s 
^>deg P i = d e g p > d e g y b то в соответствии с леммой deg i3> 
> d e g A - Итак, имеем d e g a i < d e g p b Отсюда следует, что 
deg(2p+p1a)<dega . Действительно, если бы deg(2p-t-p la)^-
^ d e g a , то degai>degp1a--=degp. Так как deg 3-=degpia, TO 
2p+pji.-t-=r, где d e g r < d e g a . Таким образом, 2р=—pia+ 
+ г , т. е. полином pi есть неполное частное от деления 2|3 на 
—а, причем р\ определяется однозначно, в силу однозначности 
деления с остатком. Далее имеем «i ——pir+Y+p/, Pi = р—г. 
Получим: 

A=(f - - r , « ) 
1 V—Ar+T-fp, - p + r/' 

где degP1>max{degai, degyi}. Проводя для матрицы Ai те же 
самые рассуждения, что и для А. мы получим deg В = deg A и 
тем самым утверждение доказано. 

Пусть J5=/7@A©F_1+F /F_1. Матрица 0A6 имеет следующий 
вид: 

' - Р а' 
Ч Р 

где deg P>max{degy, deg а}. Поэтому те же рассуждения 
справедливы и для данного случая. 

З а м е ч а н и е . Согласно теореме 6 матрицы, эквивалентные 
А, получаются с помощью описанного алгоритма из матриц A 
и .4=GA6: 

A_> i41{to}A2{to} . •• 

А -> Д -> _42{to}.... 
Вместо того чтобы строить эти две последовательности, можно 
строить последовательность из матрицы A вправо и влево: 

. . . -> A_2{to} А..--> A--> Ai {to}A2-> . . . , 
причем, как можно показать, At = @AtQ. 

5°. Пусть А(х) эквивалентна В(х), где 

А^х)"[а,{х) -a,(x)j' 5 W = lO -bx{x)} 
и a2(x){ne}0, a3(x){ne}0. Тогда существует C(x), d e g C ( x ) = ± 1 
такая, что 

B = CAC->+C'C-1. (11) 
Пусть С (дг) имеет вид: 

cW-[c9(x) c4(x)j-
Тогда из (11) будем иметь уравнение 

2с3с4«1+с42а3—Сз^г+Сз'^—с4
/Сз=0. (12) 
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Если предположить, что с 4=0, то получим с3
2а2---=0, откуда 

Сз—0, т. к. Q.2-7--0. Отсюда следует, что d e t C = 0 , что противоре­
чит условию. Таким образом, с4¥=0. Разделим (12) на с4

2. По­
лучим: 

Обозначив 2 = --, будем иметь общее уравнение Риккати с по-
линомиальными коэффициентами 

z'=а2гг—2axz—аг, (13) 

которое имеет рациональное решение. Верно и обратное: если 
уравнение (13) имеет рациональное решение, то А эквивалент­
на треугольной матрице В. 

Пусть имеется общее уравнение Риккати г'=сг2—2аг—Ъ, 
где а, Ъ, с — полиномы от х- Рассмотрим полиномиальную мат­
рицу 

*-{' -4 
Приведем матрицу А к каноническому виду. Если канонический 
вид матрицы A представляет собой сингулярную матрицу, то 
уравнение Риккати не имеет рациональных решений, так как 
всякая треугольная матрица эквивалентна регулярной треу­
гольной. Пусть канонический вид матрицы есть регулярная 
матрица. Воспользуемся алгоритмом, описанным в теореме 6. 
Если в результате применения алгоритма получим треугольную 
матрицу, то уравнение Риккати будет иметь рациональное ре­
шение, в противном случае нет. Заметим, что описанный алго­
ритм позволяет установить не только существование рацио­
нальных решений, но и найти их в явном виде. 

Решение вопроса о том, когда мультипликативный интеграл 
от полиномиальной матричной функции второго порядка яв­
ляется полиномиальным, и о том, какие из полиномиальных 
мультипликативных интегралов эквивалентны относительно по­
линомиальной группы калибровочных преобразований, дано в 
[3], [ 6 Ы 8 ] , 

§ 4. РИМАНОВЫ ПРОСТРАНСТВА 
И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ АБЕЛЕВЫ СВЯЗНОСТИ 

В этом параграфе речь пойдет о римановых и псевдорима-
новых метриках, о криволинейных мультипликативных интег­
ралах, определяемых связностями этих метрик, и о свойстве 
«функциональной абелевости» таких связностей-
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Пусть gn, i, j = l, . . . , n,— метрический тензор. Как известно, 
коэффициенты связности r,.ft. метрики gv выражаются через ga 
следующим образом: 

1'к~2^ [dxk + dxi ~^TJ- t-> 
Обозначим через Г,- матрицу, у которой элементы в г'-й строке 

и k-ом столбе равны Г3..Д Построим криволинейный мульти­
пликативный интеграл 

п 

"U+2-v*'- (2) 
Как было отмечено в § 1, выражение (2) для каждой кривой 
x J=x-(t) задает некоторый мультипликативный интеграл, опи­
сывающий параллельный перенос в рассматриваемой связности. 
Вычисление параллельного переноса сводится к системе линей­
ных дифференциальных уравнений 

Г=*А.У, Y(t0)=E, (3) 

где 
п 

".1С-Л ( 0 = 2 Гу(•*'(*). xHt), ...,x"(t))xr(t), (4) 

a Y(t)—матричная функция переменного t и Y(t)% равно ре­
зультату параллельного перенесения вектора | . 

Известнб, что решение системы уравнений (3) становится 
простой задачей в предположении, что матричная функция 
A(t) удовлетворяет условию 

A(^)A(/ 2 )=A(t 2 )A (^) Vtu t seR, (5) 
которое будем в дальнейшем называть функциональной абеле­
востью. 

По-видимому, вычисления, связанные с параллельным пере­
носом (и геодезическими линиями), несколько упростятся, если 
криволинейный мультипликативный интеграл (2) будет обла­
дать свойством (5). 

Возникает вопрос о том, какие метрики и в каких системах 
координат порождают мультипликативный интеграл, для кото­
рого вдоль любоъ кривой выполняется свойство (5). 

На первый взгляд, условие (5) для каждой кривой x'—x^t) 
является столь сильным, что ему удовлетворяют лишь очень 
немногие метрики в очень немногих системах координат. Неко­
торое представление о множестве решений поставленной задачи 
дает следующий факт. 
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Имеются две замечательные метрики двумерного риманова; 
пространства постоянной отрицательной кривизны, а именно 

ds2=du.s + sh2udv2, ds2=d3e\df. (6) 
( П (1 ) (2) ( 2 ) 

Соответствующие операторы Г1, Г2; Г1, Г2 имеют вид: 

— _ v
 ( 7 ) 

sh и/ \sh и J 

Легко видеть, что рассматриваемая метрика в системе коор­
динат и, v не обладает свойством функциональной абелевости,, 
а в системе координат х, у этим свойством обладает. 

Несложно проверить, что интересующее нас свойство мет­
рики и системы координат в двумерном римановом пространст­
ве имеет место, когда 

ds2=%(x, y)(dx2+dy2), (9) 
ds2=a2 (x)dx2+2ka (x) b (y) dxdy+b2 {y) dy2, (10) 

ds2==c2(#)d*2+2c2(£/)A(x, y)dxdy+(A2{x, y)+d2)dyz; (11) 

здесь а, о, с, Л — гладкие функции, причем --•(.«, у) = -77.74. 

a, k,deR, | /г |<1> d=£0. 
Известно, что всякую риманову метрику в двумерном рима­

новом пространстве МОЖНО локально в подходящей системе ко­
ординат записать в виде (9). Таким образом, положительный 
ответ на поставленный вопрос имеет место для всякой римано-
вой метрики на двумерном локальном многообразии в некото­
рой особой системе координат, называемой изотермической 
(конформной), 

Метрики (10), (11) имеют нулевую кривизну. 
В работе [19] показано, что указанный список исчерпывает 

все решения поставленной задачи в локальном двумерном ри­
мановом пространстве с точностью до изменения системы коор­
динат линейным преобразованием в пространстве перемен­
ных х, у. 

Укажем матрицы Г7, Г., для метрик (9), (10), (11). 
Метрика (9): 

-р 1 (дХ /1 0\ . дх( 0 1\ 
[^2Х(х,у)\Ш\0 \)+Ту[-1 0)' 

« 1 (дх(\ 0\ дх( 0 1\\ (12) 
Т2=2Х\Ту{0 1 / - . Я . Ц - 1 О))' 
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метрика (10): 

1*-тщ[о о)> Г2=Т77)1о ij' (13) 
метрика (11): 

r---£-Aooj- r2~7a-io 1j- <14) 
Более сложным является случай трехмерного риманова про­

странства. 
Имеют место следующие утверждения. 
1. Если собственно риманова метрика имеет вид: 

ds2=a2(x, у, z)dx2+b2(x1 у, z)dy2+c2{x, у, z)dz2 (15) 
и ее коэффициенты связности обладают свойством функцио­
нальной абелевости, то либо 

ds2=a2(x)dx2+b2(y)dy2+c2(z)dz2, (16) 
либо 

ds2=b2(x, у) (dx2+dy2)+c2(z)dz2 (17) 
(с точностью до постоянного линейного преобразования пере­
менных х, у, z, сохраняющего форму (15)). 

2. ЕСЛИ метрика трехмерного собственно риманова простран­
ства не сводится к (15) линейным преобразованием переменных 
х, у, z с постоянными коэффициентами, то ее коэффициенты 
связности обладают свойством функциональной абелевости тог­
да и только тогда, когда эта метрика (с точностью до линейного 
преобразования с постоянными коэффициентами) имеет один 
из следующих видов: 

-) 
(а{х) 0 0 \ (а(х) 0 0 \ 

й = 0 Ь(у) 0 \А[ 0 Ь(у) 0 , (18) 
V 0 0 с (г)) \ 0 0 c(z)J 

где Л—симметрическая положительно определенная матрица 
с постоянными коэффициентами; 

2) 
{ а(у) 0 0 W 1 0 0\fa(y) Ь(х, у) с(г)\ 

gi=.\b(x,y) а (у) 0 0 «2 о 0 а (у) 0 , (19) 
V с (z) Ос (z)J \ 0 0 f / \ 0 0 с (z)/ 

где g~ = a'(#). a>Y6R; 
3) 

/ a{z) 
£ g - b (У, Z) 

\c(x,y,z)b(y,z)a{z)/\Of> t2J 

208 



(a (z) Ъ(у, z) c(x,y, z)\ 
X 0 a(z) b(y,z) , (20) 

V 0 0 a(z) J 
n -.о i к i r, i do db da дс db 

где a, p,-r6R- |«Т|>1Р|. b^ = dlj = Tz' ^ = 5 ? 

0 0 \ / l a 0\/a(z) 0 c(x, y, z)\ 
a(z) 0 a as p 0 a (z) b(y,z) ,(21) 

\c(x,y,z)b(y,z)a(z)/\Q$&a/\0 0 a(z) J 
n s-.n i i 4 I O I -*-• .5.5 da dc db где a, p, Tf, 66R, | o ^ | > | p | , ^ - - - ^ — ^ 5^ — ̂ ; 

5) 
/ 1 0 ON/1 0 0W1 6(x,2) c(y,z)\ 

ffe-U(y.e) 1 0 0 a* p 0 1 0 , (22) 
\c(y,z) O l / l O p fS/ VO 0 1' / 

Г д е d? _ ду • 
Матрицы Г1, Г2. Гз связностей метрик g1, g2> g3, g4> gs та­

ковы: 

,, . п о о\ .,. , /о о о\ . , , /о о о\ 
а . f , = - . M 0 0 0 Г2 = ^ О 1 0 , Га — - ^ 0 0 0U в (*Нооо/ * ( г / )1ооо/ с ( г ) 1 о о и 

Й : Г , - Ь ^ 0 0 0 , Г Я - 0 SLM 
а (У) 

а' (У) д 1Ь{х. у)\ QN 

О 
О" О, 

a (z) dz а (г) 

О О 
V0 О 

а' (г) d 6 (л:, г/) д с(х, у, г) 
а (г) д? а {г) dz <-.(-) 

v - 1 П д ' (-") d & (-*•• У ) 
1 я _ • и а (г) дг a (z) 

0 0 —£-

а '(г) 
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'О 0 --—--, / 0 0 0 

*:Г---(00 Т\^[00Ш 
,0 0 0 / \ 0 0 0 

а' (г) ^ д с(х. у, z) — b(y, z) 
а (г) dz a (z) 

0 а' ^ д ь(У'г) 
а {г) ду а (г) 

О О а'{") 
а {г) 

/ п дъ ^ ' -*) ^(у . г)Л /п д6(У'г) д°(У-г)^ 
ду ду \ „ j u <Эг dz 

,gs: Г-==0, Г 2 = о О О I. Г 3 = О О О 
V0 0 0 / \0 О О 

В заключение укажем один из результатов, относящихся к 
n-мерным римановым пространствам. 

Т е о р е м а (l[18j). MaTpnnbi связности n-мерной римановой 
метрики 

ds2*= 2 Su id*1)2 

являются функционально абелевыми тогда и только тогда, 
когда метрика ds2 является метрикой прямого произведения 
некоторого числа двумерных конформных метрик и одномер­
ных метрик. 

Необходимые и достаточные условия функциональной абе­
левости семейства матриц выведены в статье [12]. В работах 
[18]. П9] получен ряд результатов о функциональной абелево­
сти римановых связностей. 

§ 5. О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ, 
СВЯЗАННЫХ С МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ ИНТЕГРАЛОМ 

1°. В этом параграфе мы укажем некоторые задачи, кото­
рые нам кажутся содержательными и интересными. Эти задачи 
мотивированы общей «мультипликативной» точкой зрения. 

1°. Пусть gij—метрика в (локальном) римановом простран­
стве, Г'А-риманова связность, Гу—линейные операторы с эле­
ментами V)k-

Пусть коэффициенты связности Г}/. обладают свойствами фун­
даментальной абелевости. Это значит, что линейные операторы 

Г1> Г2>. • •» Ги (" 
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перестановочны между собой не только в каждой точке, но и 
в различных точках, т. е. 

fr(x)fs(y)-Ts(y)Tr(x), r,s = l,2,...,n, (2) 
для любых_двух точек х, у рассматриваемого риманова прост­
ранства, х = (х\ х 2 , . . . , x"). У —(У1, У2,...,(/"). 

Пусть дана кривая L 
xi==xi{t), 

Вектор !-, параллельно перенесенный из начальной точки вдоль 
кривой L, в точке t имеет вид 

g(t) — [ JE+sr^dxm. (3) 

При выполнении условий (2) 

g (*)----Up jSrV-^j-l- (4) 

Если кривая L является геодезической, то вектор i-o—x' (t0), 
касательный к кривой L в точке tQ, будучи параллельно пере­
несен в точку t, должен быть коллинеарен касательному век­
тору х' (t) к кривой L в точке t. Отсюда 

х' = \ (ехр J ZTbdx^ x' (t0). (5) 

В правой части формулы (5) выражение 
t 

A(g,L) = exp§-ZT%dxJ (6) 

представляет собой матрицу, выраженную с помощью квадра­
тур через исходные данные — метрику gti и кривую L. Иными 
словами, A(g,L) является функцией, сопоставляющей каждой 
гладкой кривой матрицу. 

Задача вычисления геодезической линии, согласно (5), мо­
жет быть сформулирована следующим образом: по известной 
функции A (g, L) найти такую кривую x(t), чтобы 

A{g,x{t))x~r{tQ)^%xy{t)> (7) 
где %— некоторая числовая функция. 

Заметим, что условия (2) естественно возникают при рас­
смотрении мультипликативного интеграла; в то же время эти 
условия не так легко мотивировать, оставаясь на традицион­
ной точке зрения. 
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2°. Рассмотрим криволинейный мультипликативный инте­
грал вида 

°SЕ-\-Р(х,у, u)dx-\-Q(x, y,u)dy, (8) 
где Р, Q — известные матричные функции от трех переменных 
х, у, и, а и — неизвестная скалярная функция двух перемен-' 
ных х, у. 

Кривизна К криволинейного мультипликативного интеграла 
есть матричная функция переменных х, у, и. По аналогии с 
мультипликативным интегралом в кольце дифференциальных 
операторов, можно поставить задачу о вычислении такой функ­
ции и(х,у), для которой кривизна К будет нулевой матрицей. 
В случае кольца дифференциальных операторов эта задача яв­
ляется очень глубокой, интересной и содержательной. В мат­
ричном случае задача будет по-видимому проще. Неизвестно, 
однако, насколько она содержательна, т. е. неизвестно, сводит­
ся ли эта задача, хотя бы в некоторых частных случаях, к 
интересным задачам математики и физики. Все же есть на­
дежда, что рассматриваемая задача будет довольно содержа­
тельной. 

Для коммутативного кольца А, которому принадлежат зна­
чения функций Р(х,у,и), Q(x.y,u) в криволинейном мульти­
пликативном интеграле 

JE-j-P (x, у, и) dx-\-Q (x, у, и) da, (9) 
кривизна К имеет вид: 

" дх "•" ди дх ду да ду ' ^ ' 

и условие К=0 является дифференциальным уравнением в 
частных производных первого порядка. 

Пусть теперь A является кольцом матриц размера 2X2 и 
Р(х,у,и), Q(x,y,u) в (9) принадлежат А. В этом случае кри­
визна также имеет след нуль. Оставляя без внимания случай, 
когда матрица К имеет в качестве канонического вида жорда-
нову клетку, можно вместо условия /< — 0 рассмотреть условие 

jjTr/</C*dcD = 0, (11) 
а 

где Тг означает след, £2 —область, содержащая начальную 
точку х0, у0, da — элемент площади. 

Вычисление функции и{х,у), удовлетворяющей условию 
(11), сводится к решению вариационной задачи на минимум. 
скалярного функционала: 

G( t f)-jj Tr КK*dm. 
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В общем виде эта вариационная задача является весьма СЛОЖ­
НОЙ, однако наверняка существуют ее частные случаи, в кото­
рых можно получить в том ИЛИ ином виде искомое решение. 

Важным обстоятельством является следующее. Можно вы­
числить (с точностью до бесконечно малых первого порядка), 
как связаны вариация функционала G и вариация функции 
и(х,у). Если в каждой точке х, у, и(х, у) знать, .какое прира­
щение функции и{х,у) приведет к уменьшению значения функ­
ционала G, то легко построить последовательность функций, 
начинающуюся, например, с константы и приближающуюся к 
искомому решению и(х,у) уравнения (11). При этом возникает 
некоторый численный метод решения уравнения К— 0. 

3°. Качение сферы S2 по поверхности в трехмерном евкли­
довом пространстве. 

Пусть в евклидовом пространстве Rb задана поверхность V 

r U ^ ( a , v) (12) 

и сфера радиуса R с центром в точке 

?{и,г>) + п#, (13) 
где п—единичный вектор нормали. 

При описанной ситуации возникает криволинейный мульти­
пликативный интеграл, определенный следующим образом. 

Пусть 

u=u(t), v=v(t), и (to) —"о, v(t0) = vQ (14) 

задает кривую на поверхности V, проходящую через точку 
—> 

(«о, Vo). Обозначим через t единичный касательный вектор к 
—> —> —> 

этой кривой в точке (и0, vQ); пусть b=[t, n]. Можно рассмо­
треть вращение вокруг оси, проходящей через точку (и0, и0), в 

—> 
направлении вектора Ь и бесконечно малое вращение, соответ-
вующее этому вращению. Это бесконечно малое линейное пре­
образование (плюс тождественное преобразование) является 
тем близким к единичному преобразованием, предел произведе­
ния которого равен мультипликативному интегралу. 

Если сфера 5 2 катится без скольжения по поверхности вдоль 
кривой s, то при продвижении от точки (и0, v0) к точке 
(и 0+Аи, ю0-\-Az>) точвд касания (с точностью до бесконечно 
малых более высокого порядка, чем Да.) перейдет в точку 
r(u,v)-\-tAs, где As—длина дуги (и0, v0)~(и0 + Аи, •э0+-Д<г)), и, 
кроме того, будет осуществлен поворот сферы, вокруг оси, про­
ходящей через ее центр и параллельной вектору Ь, на угол As/JR. 
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•Это же движение можно рассматривать как поворот на угол 
As//? вокруг оси, проходящей через точку (и0, v0) и параллельной 
•вектору Ь, Производная угла поворота по s равна -----. Таким 
образом, угловая скорость характеризуется вектором -к-Ъ. 
Известно, что трехмерное евклидово пространство вместе с опера­
цией векторного произведения является алгеброй Ли, изоморфной 
•алгебре всех вещественных кососимметрических матриц с опера­
цией коммутирования матриц. Изоморфизм может быть задан, 
например, так: 

/ 0 г-у\ 
Ф:.х:е1+у."2 + .—з-М — z 0 х\. 

\ у —х О/ 
При заданном соответствии очевидно, что вышеописанный кри­
волинейный мультипликативный интеграл, связанный с каче­
нием шара по поверхности, имеет вид; 

"jj E + ^-<D(l)d.s — "jj £ + ---!--(]>([£ [raxh])ds= 

~* 1 Е+~Ш Ф ([г>" Х ^"X^ j) da+Jir0 & х Й X^D dv> 
где A = yE(? — E2 и ds2=Edu- + 2EdMd'0 + Gdt)2. 

Можно вычислить кривизну этого интеграла и выразить ее 
через коэффициенты первой и второй квадратичных форм по­
верхности. 

Задача качения сферы по поверхности описана в [4]. 
В стаьях (5], [13] рассмотрены различные частные вопросы 
теории мультипликативного интеграла. 
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