
Ф. Ф. СУЛТАНБЕКОВ 

О РЕГУЛЯРНЫХ ФУНКЦИЯХ ТРЕУГОЛЬНИКА 

В заметке предлагается альтернативное определение функ­
ции треугольника, названной ^-функцией. Его полезность 
иллюстрируется конструкцией некоторых ^-функций, для ко­
торых выполнен закон сокращения. 

Пусть В — семейство непрерывных слева, невозрастающих 
функций а : (0, 1] —>/?+, упорядоченное стандартным образом: 
а < р<=Фос(/) < р (t), /£ (0 , 1]. Функция 9, тождественно равная 
нулю, является наименьшим элементом В. Обычным образом 
определяется умножение функций из В на неотрицательные 
вещественные числа. 

Ассоциативный, коммутативный закон композиции v на В, 
согласованный с порядком в В, назовем В-функцией, если 0 
нейтральный элемент относительно v. Аналогично работе [1], 
обозначений и терминологии которой мы придерживаемся, 
можно показать, что если S ассоциативный, коммутативный, 
согласованный с порядком в R+ закон композиции на R+ с 
нулевым нейтральным элементом и непрерывный справа, то 
есть lim S(a + s, b + 8) = S(a, b), a,b^R+, то законы ком-

s i о, б 4- о 

позиций на В, заданные соотношениями 

5(а,Р)(0 = 5(а(0,Р(/)) , /6 (0 ,1 ] 

Х6 (0, 1) \ A 1 — A J 

являются 5-функциями. 
Пусть В — множество „хвостов" функций распределения 

неотрицательных случайных величин. Тогда отображение 
%:В-*В, х(I)(t) = inf U : S(x) < / } , l^B, /£ (0 , 1] является изо-
тонным, причем х (Ао£) = Хх (£), х (А) =6 , х - 1 (a) (*) = sup {t: a(t)> 
>х) S, Д £ £ ; а , 9 £ 5 ; Х£/?+, л: £/? (мы полагаем sup{/:*£ 0}=О). 
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Л е м м я h Пусть р—функция треугольника на В,ч—В-
функция. Тогда законы композиции 

являются соответственно функцией треугольника и В-функ-
цией. v 

Доказательство довольно простое, и мы его опускаем. 
Будем говорить, что функции треугольника ц соответ­

ствует 5-функция V, если \x^=\i. 
Л е м м а 2. Д^я любого л = 1, 2,... законы композиции на В 

\*ЧКч)(х)& inf."'".,,max {Ё(X, ... Хлх)гт;((1--Х,)...(1 -Х„)х)},x6/? 

являются функциями треугольника на В. Более того, функ­
ции треугольника цп соответствует В-функция 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать вторую часть 
леммы; первая будет следовать из леммы 1. Очевидно, функ­
ции треугольника Мах(£, т?) (х) = тах(?(л:), ^(х)), £, ̂ ^ 5 , x£R 
соответствует 5-функция Мах (а, (3). Заметим, что 

(^(Ё,^)= inf ^ ( I оЁ, - Д - огЛ, я - 2 , 3 , . . . 
Х€ (0, 1) \ Х 1 — X "'/ 

p.x(S, ^) = ji0(S, ^ ) = inf M a x / - oS, - — o7]l. 
X€(o.l) U 1-Х J 

В силу изотонности отображения * 

. « ( ^ ( ^ л ) ) — inf x V - ' f - 1 o-Sf - Ц - о т Л ] , я = 2 , 3 , . . . 
X€(0,1)' L \A_ 1 — X / J 

х( Р Ч5;Ч))* inf Max{ |x(E) , - J -x(7 ] ) \ S, 4 £ B . 
X6(o, l) . IX 1 —X J 

Функции tp, (X)ц= max{a/X, ft/1 -X}, сря+1 (X) - [(a/X)1^ + (f t /1--
— X)1" ]" a, *£/?•+-, ^'6(0»!)» ^ = 1 , 2 . . . достигают минимума 
в точках \x~aja + ft, ХЛ+1 ±=al'n+lfal'n+l + ft1/"*1 соответствен­
но. Отсюда 
inl 9i .(*) = a + ft, inf cprt+i (X) - (a1 "+i + *i;/»+i)»+i /г = 1,2,... 

X€(0, 1) .... X€(0, 1) 

и индукция по п завершает доказательство. 
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О п р е д е л е н и е . Функция треугольника ^ называется ре­
гулярной, если для любых \ ^, C£fi имеет место 

Аналогично определяется регулярность 5-функций. 
Теорема . Для любого /г = 1, 2,... функции треуголь­

ника JI/1, определенные в лемме 2, регулярны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из регулярности ^-функций 

Sn и очевидного утверждения: если функции треугольника ^ 
соответствует Л-функция v, то регулярность одной из них 
влечет регулярность другой и обратно. 

З а м е ч а н и е . Проведенные рассуждения можно применить 
и к мультипликативным законам композиции [2]. В частности, 
справедливо 

П р е д л о ж е н и е . Пусть тс0 —мультипликативный закон 
в В, заданный соотношением 

* o ( ^ ) ( * ) e inf ma*/?(—), щ(я)\ь &,ч£Я, x£R. 
0<q<oo [ \ q J J 

Тогда ему соответствует закон т0 в В 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что длй~ лю­
бого x£R+ и у£/?+ такого, что ^ (у) >£(*)» ч (у + 0 ) < $(.*), 
имеет место Ко(Ь,.ц)(ху) = 1(х). 

Для любого q £ (0, сю) имеем: тг0 (£, т?) (ху) < max {с (xy/q), 
yi(q)}. Возьмем последовательность чисел qn, сходящуюся 
к у справа. Тогда п0 ($, т?) (ху) < lim max {t(xy/qn), n (qn)} = 

П-+оо 

= max {1{х — 0), ^(y + 0)} =£(x). Обратно для любого е най­
дётся такое (?з, что ^0(^ ^)(^У) > max [b(xy/q*)y (̂<7е)1•— £. 
Если qt > у, то $ (xy/q,) > $ (х); если же qz < у, то r\ (q&) > 
>ri(v)>Hx). В силу произвольности г ти0(£, ^)(xy)>i(x) , 
что и доказывает предложение. 

Можно показать, что мультипликативный закон кТ (Г — 
любая /-функция) дистрибутивен относительно (х0. Тогда, в 
силу регулярности \х0, (В, |л0, тгг ) может быть вложена в слу­
чайное нормированное кольцо с законами композиций \xQ и ът * 
Частный случай для закона я0 рассмотрен в [3]. 
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