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1. Пусть ^  — комплексное я-мерное компактное аналитическое многооб­
разие и К -п о л е  однозначных мероморфных на $  функций. Речь идет о 
доказательстве следующих теорем:

Т е о р е м а  1 . Любые п +  1 функций из К алгебраически зависимы.

Т е о р е м а  2. Если в К существует п алгебраически независимых 
функций Д,  . . . ,  /п, то К есть конечное алгебраическое расширение поля 
рациональных функций от . . . ,  fn.

Важным вспомогательным средством для доказательства наших теорем 
является одно обобщение леммы Шварца, которым мы и займемся в первую* 
очередь. Переменные гг, . . . ,  zn мы объединим в я-мерный комплексный вектор 
и через \г\ условимся обозначать наибольшую из абсолютных величин \zk \. 
Очевидно, что для любого числового множителя X имеем |гХ| =  |г||Х|.

Л е м м а .  Пусть у (z) —степенной ряд от переменных zl9 . . . , z n, схо­
дящийся в области | z | <  г и ограниченный в этой области по модулю по­
ложительной постоянной М. Если в этом ряде нет членов порядков• 
0, 1, . . . ,  h — 1, то справедливо неравенство

\9 (z)\< М ^ У  (\г\<г).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для 2 =  0 утверждение тривиально; рассмотрим 
случай 0 < | г | < г .  При фиксированном г функция комплексного параметра X

? ( г Ч  =  Ф(Ч
регулярна в круге |Х|<г/|г| и имеет нуль не ниже h-rо порядка в точке 
1 =  0. В этом же круге регулярна функция

» Л ( Ч “ х(Ч-
На границе круга справедлива оценка

1Х(х)1=1м-'\1?(^):|<^(^у.
Эта же оценка имеет место для <p(z) =  <]> ( 1) =  ^ ( 1) в силу принципа макси­
мума.

2. Предпошлем доказательству обеих теорем краткие исторические сведе­
ния. Пусть — аддитивная группа всех комплексных векторов г я-мерного 
пространства и G — ее дискретная подгруппа с 2п независимыми элементами 
щ {1 =  1 , . . . ,  2я), так что многообразие *(S =  9ft/G компактно; пусть К — поле 
абелевых функций с группой периодов G. Для этого специального случая 
наши теоремы были найдены около 100 лет тому назад. В 1860 г. Риман

0  S i e g e l  К. L ., Meromorphe Funktionen auf kompakten analytischen Mannigfal- 
tigkeiten, Nachr. Akad. Wiss. Gottingen. Math. — Phys. Kl-, 4 (1955), 7 1 — 77.
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сообщил посетившему его Эрмиту о соотношениях между периодами wL — так 
называемых тэта-соотношениях. Хотя Риман и не оставил никаких записей 
об этом открытии, можно предположить, что оно было сделано в связи с 
решением им якобиевой проблемы обращения с помощью тэта-функций, при 
котором им были доказаны соответствующие соотношения для периодов абе­
левых интегралов первого рода. Представляется вероятным, что Риман руко­
водствовался теми ж е соображениями, что и Вейерштрасс [ 1] в своих много­
летних исследованиях по доказательству соотношений между периодами. Именно 
Вейерштрасс понял, что, используя теорему 2, посредством обращения систе­
мы п абелевых функций можно получить систему абелевых интегралов пер­
вого рода, соотношения между периодами которых дают нужный результат. 
Хотя Вейерштрасс своими важными результатами в алгебре степенных рядов 
и заложил основы общей теории мероморфных функций многих переменных, 
все же он не смог дать безупречного доказательства теоремы 2 для рассма­
триваемого случая.

Труды Вейерштрасса [2] были полностью опубликованы только после его 
смерти, когда идея доказательства стала известна благодаря независимо от 
Вейерштрасса возникшей работе Пуанкаре и Пикара [3]. В ней, однако, име­
лись те же самые недостатки; аналогичные возражения относятся и к работе 
Виртингера [4]. Существенное затруднение, возникающее при проведении точ­
ного доказательства в соответствии с идеями Вейерштрасса, состоит в том, 
что появляется необходимость исследования обращения некоторого определен­
ного п абелевыми функциями отображения. В учебнике Осгуда [5] сделана 
соответствующая попытка, но опять-таки не вполне удовлетворительная. 
Только недавно Тимм [6] дал безупречное обоснование теории мероморфных 
отображений и, в частности, доказательство теорем 1 и 2 по методу, указан­
ному Вейерштрассом.

3. В 1902 г. Пуанкаре [7] опубликовал первое полное доказательство 
тэта-теоремы с помощью теории потенциала и получил отсюда, используя 
известные результаты Фробениуса [8], доказательство теоремы 2 для поля 
абелевых функций. Еще раньше тэта-теорема была другим способом для п =  2 
доказана Аппелем [9]; совсем недавно Конфорто [10] дал ее общее доказатель­
ство. Однако в работе Пуанкаре указан подход к прямому доказательству 
теоремы 1, имеющий большое значение для дальнейшего развития. Он строит 
полином Р степени т с неопределенными коэффициентами от п +  1 заданных 
абелевых функций /0 (г), . . . ,  /п (z). Число коэффициентов этого полинома равно

Пуанкаре подбирает коэффициенты многочлена Р так, чтобы он и все его 
частные производные порядков 1 , . . . ,  h — 1 были равны нулю в некоторой 
точке z =  С, в которой все функции fk (z) регулярны. Это дает

однородных линейных соотношений для коэффициентов Р. При данном т вы­
бирается h как наибольшее целое число, для которого b <  а. Следовательно, 
получающаяся система линейных уравнений имеет нетривиальное решение. 
Далее можно показать, используя аналитическое поведение fh (z), что при 
достаточно большом т из наличия у Р нуля h-го порядка в некоторой точке 
■г=£ вытекает тождественное обращение Р в нуль как функции от г. Пуан­
каре здесь, конечно, использует снова свойства мероморфных отображений, 
не обоснованные еще тогда с достаточной строгостью.

Подход Пуанкаре автор [11],  [12] применил к исследованию однородной 
алгебраической зависимости между известными автоморфными формами. При

т +  П+  1

п +  1
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этом возникает лишь небольшое затруднение, так как рассматриваемые функ­
ции не имеют полюсов. Оно преодолевается с помощью сформулированной 
выше леммы. Этот метод был развит Эрве [13], который вместо одной точки 
интерполяции использовал любое конечное множество их. Благодаря этому 
появилась возможность проводить рассуждения в целом, а не только локаль­
но. Дальнейшие обобщения принадлежат Бохнеру [14] и Мартину [15]. 
В важной работе Чоу [16] также существенно применен подход Пуанкаре. 
Наконец, Серр [17] выяснил, что теоремы 1 и 2 можно очень просто дока­
зать, применяя для доказательства теоремы 2 известные результаты Кузена 
[18]. В настоящей работе и это вспомогательное средство наконец устранено 
и заменено простым алгебраическим рассуждением. Вначале доказывается 
теорема 1 по образцу, данному Серром. Потом с помощью теоремы 1 дока­
зывается теорема 2. Полное доказательство обеих теорем настолько кратко 
и элементарно, что его можно изложить в часовой лекции, предполагая, ко­
нечно, известной однозначность разложения на простые множители в кольце 
степенных рядов.

4. Условимся переменную точку Щ обозначать через В окрестности 
каждой точки ctg можно ввести координаты zv  . . . ,  zn, с помощью которых 
область | 2 1 <  г гомеоморфно отображается на некоторую замкнутую окрест­
ность точки а , причем точка г =  0 переходит в а . Если пересечение двух 
окрестностей Ша и Йь не пусто, то в нем обе локальные системы координат 
za, 2ь связаны аналитическим преобразованием.

Мероморфная на ^  функция f  ($) имеет в окрестности каждой точки a 
представление

« » > = Ш  ( о

где ра и — степенные ряды от г19 . . .  , гп, сходящиеся при |г|<г =  га, и 
qa (z) не равно тождественно нулю. Из теории делимости степенных рядов 
вытекает, что обе регулярные функции ра (г) и qa (z) в области |г|<гможно 
считать всюду локально взаимно простыми. Отметим, что радиус га и зам­
кнутая окрестность ®а в точке а  зависят, вообще говоря, от выбора функ­
ции /(§). Если пересечение не пусто, то

ШЧь {^ь)=  jabib) Qa( â) (Зб^аП^ь)» (2)

где аналитическая функция /аЬ ($) является локальной единицей.
Рассмотрим n - f - 1 функцию / и fk (k =  1, . . .  , п) поля К . Для 

имеет место локальное представление ( 1); числитель и знаменатель в нем мы 
обозначим через pka(z), <7*а (г), а в (2) введем соответствующее обозначение 
уkab(b)- Обозначим, далее, через йа окрестность точки а ,  определенную не­
равенством |г|<р =  е~1/\ Как известно, существует конечная система точек 
av  . . .  , am, такая, что окрестности fiai, . . .  , Sam покрывают все Мы 
выберем два таких положительных числа р. и со, для которых имеют место
неравенства

п

| /аь (ь) 1 <  ^ >  П  / * »б  ( 8 )
k=i

3V

(3)

( 8 € ^ a f l ® 6 ' .  я .  Ь =  а х , . . .  ,

Положим
s  =  [а)пт] +  1 . (4)

Пусть, далее, /  = th — наибольшее неотрицательное число, для которого

stn <  m h n ( / 1=  1 ,  2 , . . О* (5)
Следовательно,

m h n < s { t +  1 ) "  <  ( s +  ! ) ( / +  1 ) " (6)
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и, значит, th —> со при /г—> со. При достаточно большом h

s >  (  у  +  <"} т
и ввиду (5)

ps +  w/</z. (7)

5. Образуем теперь полином F (х, х , , . . х„) от // !- 1 переменных х и 
xft (& =  1 , . . . ,  п) с неопределенными коэффициентами, степень которого по х 
равна s, а по каждому xk — t. Число его коэффициентов равно

Л =  (5 +  1) ( ^ + 1)п- (8)
Положим

П
Qa =  <£ П  С  > Pa =  QaF(f ,  fu  . . . , /„), (9)

fc=l

где функция Ра =  Ра (г) регулярна в области | z | <  га. Потребуем, чтобы при 
z =  0 обращались в нуль все частные производные этой функции порядков 
0 , 1, . . .  , h — 1 для каждой точки a =  a1( . . .  , ат. В каждой точке а число 
производных, которые должны быть равны нулю, будет равно

/= 0  k = l

Приравнивая любую из производных нулю, мы получаем каждый раз одно­
родное линейное уравнение. Всего получим

B =  m b^ m hn ( 10)

однородных линейных уравнений с А неизвестными. Ввиду (6), (8) и ( 10) 
В < Л  и, следовательно, существует нетривиальное решение.

Обозначим через М максимум абсолютных величин | Ра (г) | для | г| < гв, 
где a =  alt . . .  ат. Пусть этот максимум достигается при а =  Ь и г& =  z*, и, 
значит,

| Р а ( г ) | < Л 1  (| г  | <  /•„; а  =  а 1( . . .  , а т ) ,  | Р ъ ( г * )  | =  Л 4 > 0 .

Пусть j  — точка Йь с координатой z* — лежит также в некоторой окрестно­
сти 2Я, и, значит, по нашей лемме, имеет место неравенство

| Р а ( 2 ) | < Л 1 ( ^ Л = М е " Л.

Обозначив
п

^аЬ ~  lab П  llab ’
k=\

из формул (2), (9) получим соотношение

Pb {%ь) =  Jab (b) Ра{%а) (j G

применяя неравенства (3), получим оценку

Следовательно,
\ Ja b (b )\ < ^ s+u>t ( 5 € ® а П ® б ) -

М. = | Pf) (г*) I < Ме^+ы -ь,

где показатель ввиду (7) — отрицательное число. Значит, М < 0, М =  0 и 
функции Ра (z) я F ( f ,  fx, , /„) тождественно равны нулю. Теорема 1 
доказана.
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6. Степень по / найденного алгебраического соотношения F (fly . . .  , fn) = 0  
не превосходит s. Для доказательства теоремы 2 достаточно показать, что 
встречающиеся в [4] числа со, т можно выбрать независимо от /, если 
между Д, . . .  , fn нет алгебраического соотношения.

Как было доказано выше, имеет место соотношение
G Jv  +  G J v - i - f  . . .  + G V =  0, ( И)

где G0, G19 . . .  , Gv — многочлены от Д, . . .  , /п и G0 не равно тождественно 
нулю. Пусть степень алгебраического уравнения (11) по каждой из функций 
fk не превосходит g. Мы рассмотрим теперь представление (1) для функций 
fk и определим окрестности Sfa, исходя только из f k и не обращая внима­
ния на f. Употребляя теперь га и в новом значении и обозначая для 
краткости j

п

П С  =  # « (г ), ( 12)

R lG f<ri Gl =  H a l(z) (1= 1 ,  . . .  v), (13)
RaG0f =  Sa (z), (14)

мы получим из ( 11), умножая на R„ Go-1 , уравнение
V

s : + ^ H als r l = o  (5 e t a ) .  (15)
i=i

Из ( 12) и (13) ясно, что произведения RaG i(l =  0 , . . .  , v) и функции 
Hai ( l =  1, . . .  , v) регулярны при |z|<re. В тех же областях, согласно (15), 
Sa ограничена. С другой стороны, ввиду (14) Sa мероморфна и, следова­
тельно, регулярна в Положим

Pa =  Sa, qa =  RaG0. (16)

Для f(%) имеет место представление (1), где окрестности й а не зависят от f. 
Однако мы не можем утверждать, что введенные нами ра и qa взаимно 
просты. Несмотря на это, соотношение (2) выполняется; именно, следует, 
согласно ( 12) и (16),  положить

п

/йБ =  U  I'kab-
k=i

Мы можем теперь в ранее проведенном доказательстве теоремы 1 считать,, 
что окрестности SDa, £ а и точки а =  а19 . . .  , ат выбраны независимо от /. 
Тогда величина а), согласно (3), не будет зависеть от /. Следовательно, f  
в поле рациональных функций от f l9 . . .  , fn удовлетворяет неприводимому 
уравнению ограниченной степени v. Выберем f  =  f0 так, чтобы v было наи­
большим. Присоединяя /0 к полю рациональных функций от f l9 . . .  , fn9 мы 
получим все К . Теорема 2 доказана.
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