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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВОЗМУЩЕНИИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ 
Р.М.Ларин 

Рассматривается метод решения задач оптимизации, в основу ко­
торого положена идея включения решаемой задачи в однопараметриче-
ское семейство задач таких, что при некотором значении параметра 
решение известно. Тогда,опираясь на непрерывность траектории ми­
нимумов (в зависимости от параметра) и двигаясь вдоль этой траек­
тории от известной начальной точки, можно получить реиение исход­
ной задачи. 

Предлагаемый метод представляет собой разновидность метода 
возмущений, который сравнительно давно используется для исследо­
вания свойств различных математических задач,в том числе и задач 
оптимизации (см., например, [l,2,I0]). Однако упомянутым методом 
рассматриваются малые возмущения целевой функции и ограничений, 
что позволяет исследовать локальнне свойства решений. 

С другой стороны предлагаемый метод примыкает к методу ре­
гуляризации, развитому в шестидесятне годн А.Н.Тихоновым [4-, 5]. 
Этот метод формально можно отнести к методам возмущений, так как 
с его помощью исследуются решения специально возмущенных задач, 
при определенных условиях эти решения сходятся к решению исходной 
задачи. Заметим, что в некоторых важных случаях метод, рассматри­
ваемый в настоящей работе, формально близок к методу регуляриза­
ции, что позволяет использовать ряд результатов теории регуляри­
зации при обосновании нашего подхода. Однако основной упор в ме­
тодах регулярияеции делается на обоснование устойчивости по отно­
шению к различным ошибкам, в том числе и к оиибкам, возникающим 
в процессе вычислений. Поэтому в литературе по теории регуляриза­
ции не рассматривается вопрос о непрерывной зависимости решения 
от параметра регуляризации во всей области задания параметра, тем 
более не возникал вопрос о диффереяцируемости по параметру. Не -
прерывная хе зависимость решения семейства однопараметрических за­
дач оптимизации от параметра позволяет предложить конструктивный 
метод его нахождения, а наличие диффереяцируемости упрощает этот 
процесс, а этом, по-видимому, принципиальное отличие предлагае­
мого метода от метода регуляризации. 

Ближе всего в идейном плане к рассматриваемому нами методу 
примыкает прием, использованный в [з] для установления глобал!,-
ного свойства одной вариационной задачи. Суть его в следующем. 
Наряду с функционалом С/, используется функционал У0 , обладающий 
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свойствен об . По данный функционалам строятся функционал t 2, + 

, где t - параметр, 0 * t * i . Показывается, что при оп­
ределенных условиях свойство oL при непрернвном изменении парамет­
ра t переносится на функционал 3 (. 

Хотя в статье метод иллюстрируется на задачах конечномерной 
оптимизации, в частности, на задачах математического программиро­
вания ; тем не менее из дальнейнего будет ясно, что он применим для 
ревения общих задач оптимизации. Диапазон его применимости по край­
ней нере так хе широк, как и метода регуляризации. 

§ I. Постановка задачи 

Пусть на некотором множестве М, П -мерного арифметического 
пространства Rn задана функция i/x) переменных X - (Xi,..., Л я,). 

Требуется найти 

mln }Лх) /I/ 
осе м, 

я точку I*такую, что 

X** M*s {x*Rn\x6 M1t St(x)= mln } /2/ 

где снивол ^ означает "равен по определению". 
В некоторых случаях потребуется конкретный ввд множества М,, 

а именно: 
Мл ={xeRn\ Jj(x)6(? (j=bm)}. /г/ 

В дальиейнем, если речь идет о множестве М, вида /3/, будем 
говорвть о задаче /1/-/3/, в противном случае - о задаче /1/-/2/. 
В обовх случаях рассматриваемую задачу наэовеи основной (или ис­
ходной) - задачей At. 

§ 2. Идея иетода 

Задача А, включается в однопараметрическое семейство задач 
d(t), t0 *t : 

mln F(X,t) /4/ 
XeMtt) 

таких, что 

F(x,t,)*i((x) (xtM,), Mlt) - M, , /5/ 

а при t - Ь0 инеем 
P (X, tt) ш J0(X) (X€ M, ), M Ctt) a M„ , / 6 / 

и реиеяяе задачи A(0) а Л 0 сунествует в взвестяо. 
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Пусть задачи А1 , А„ и A(t), tt± t 6 t1% имеют соответственно 

ревения X*, Х0 и Х(6). Беля функция X(t), отобрахаюная отрезок 
[to, tf] * R n

t непрерывна и X(t0) = Xo, X(t1) = X*t то можно перей­
ти из точки Х„ в точку X* по траектории Xtt). В результате по из­
вестному решению Х0 задачи А 0 получим решение основной задачи Ai, 

Если функция F(X,t)e CUR4) для веет t б [t0/ Q „ МШ = К* 
то задача сводится к решению уравнения 

Fx(x,t)*0 /7/ 

для всех значений t , начиная с t ш Ь0, при этом 

Fx (я.,Ь,)-0. 

Если же существуют и непрерывны (Fxx) и pxt вдоль траек­
тории X(t)t то точку X* можно найти, ревая систему 

-*[f- - - ft7**)"' £г* , ^ Л.) = (U^t&t,). /в/ 

Здесь (Fxx) '•" матрица, обратная матрице вторых производных по 
X , a - вектор, составленный из смененных производных пох 
и t • 

Строгое обоснование этих утверждений дается ниже. 

§ 3. Примеры построения задачи A(t) 

П р и м е р I. Пусть М ф
а Ккк необходимо ренить задачу 

/1/-/3/, тогда в качестве функций F(X,t) и множеств М(Ь) можно 
взять 

F(x, t) - i f,(x) + 0 - t)h (x), /9/ 

M(t)-{x€R njt2j(x) + t-i&0 (j- /7»»)}• /10/ 
Здесь t 0 = 0, t, = 1 . 

П р и м е р 2 представляет собой обобщение примера I* 
Положим 

Fix, t) = V, it) i, (x) t ̂  (t) /, (xj, /11/ 
мш = {хб я*/ т)(£) e ;eo + *pj(t) &o (/ - J/rh)}, /12/ 

где ^(D^it) непрерывны, 
%(0) = 0, 4>0(0) = ci0>0, Vj(0) = 0, 4j(0)=fi0j<0, 

«f,(i) = <*,>(?, %(1) = 0, Vj(i)*fl,j>0, VjW-O 0-/7m). 
Оказывается, в некоторых случаях включения ввда /9/, /10/ 

недостаточно для получения непрерывной или непрерывно дифферен­
цируемой на всем отрезке [to,t<] функции Х(£) . 
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О при t О] , 
при t=-j любое значение Х€ [0,1] оптимально, т.е. функция Х(£) 
разрнвна при £ = • _ X 

Рассмотрим включение /II/, когда 
t при t fe [(?, y ] , 

V , U ; 1 ""-t) при t i] , 
где К > 2,. Здесь можно внделить непрерывную траекторию 

1 при t € [0, , 

I / ^ V 7 при 
Если взять функцию F(X}t) = |f-i-x|, то X(£) = i~t, т.е. по­

лучим не только непрерывную, но и непрерывно дифференцируемую по 
Ь функцию X(t) и притом единственную. В то же время функции 
i( (я) и /Ф(Х) как функции переменной X этим свойством не обла­
дают. 

Для построения функций F (X,t) , обладающих свойством траек­
тория X(t), непрерывности или непрерывной дифференцируемости, по­
лезно применить теории, изучающие поведение критических точек 
( см., например, [8,9]). 

З а м е ч а н и е I. В примерах I, 2 в качестве задача А 0 

часто удобво брать задачу следующего вида: 
mln^bx-x'J1, / 1 3 / 

где х'в - некоторая заданная точка, а 11*11 - евклидова норма. 
З а м е ч а н и е 2. Пусть задача А0 имеет вид /18/ и 

%(t)>0t %И)>0 при t б (О, i) . Тогда равенство /II/ можно пред­
ставить в виде 

F(x,t) = i,(x) • -jbjg- |х- х,\г
 /и> 

Отсюда очевидна связь метода регуляризации с рассматривае­
мый методом при включениях вида /II/. Можно отметить аналогичную 
связь с методами из [ю] и других работ, в которых изучается по­
ведение оптимального ренения при нелинейных возмущениях задач 
линейного программирования. 

З а м е ч а н и е 3. Пусть в примерах 1,2 точка Х*= Х ф е 
fe IntMit) при всех Ь б (.0,1) и функция F(X,i) дифференцируема в 

Пусть i,(X) = IXl, = \l-x\, /4,= M 0 = t f f . Заметим, что 
функции j,(X) и i„(X) выпуклы. Тогда при включении /9/ получим 

x ( i ) = | 1 п р и *«[<;,*)• 
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_——————____-——_____•_«__________________________ 

некоторой окрестности этой точки, тогда РдСх,,,^) з 0, Fxt(xt,t)aO 
и -^j-sO . это следует на определения функции F(X,t)t оптимально­
сти точек Я*и Х„ и уравнения /8/. 

П р и м е р 3. Пусть 
тп п 

i , (X) = - Z 2 х*, -^f- > /14/ 

n 
Mf = {осе ffnwJ £ - dj, £ xy- = ̂ ; xLj*o а - 1,т,}-1,п)}кУ 

Здесь O/>0, ̂ > 0 ; Д в / - ^ * . - С , - б рде p ^ O , 

Задача минимизации функции /14/ на множестве /15/ возввкает 
при расчете трудовых связей в градостроительстве [б]. 

При р = 0 решение известно: 

П О Л О Ж И В « Я, 
F(x,£) = -Z 2 хг; U , 

i-f j«f * у 

получим при £ 0 = 0 задачу с известным решением, а при £/ = Р - ис­
ходную задачу» 

Для решения задачи /14/, /15/ в настоящее время применяется 
итерационный алгоритм, называемый балансировкой Сб_. 

П р и м е р 4 показывает, как можно строить множества при 
наличии ограничений-равенств. 

Пусть М, » {х« Rn \ $j(X) - 0 j - / , tit} • 
Заменим каждое ограничение-равенство ва два неравенства и 

воспользуемся представлениями множества М ft) в виде /10/ или /12/. 
Получим соответственно ((7 * t * 1) • 

И ft)' - {л « Я.*/ Vj<t)$j(x) + VjftJ-.0, -Vj(i)2j(x) + $j(t)*0(/ = rTw)} . 

Здесь M(0) * Мо0 R\ и любая точка является допустимой. 

§ 4. Случаи непрерывности функции X(t) 

В дальнейшем, не теряя общности, будем считать, что t0 = 0 , 
t,-i. 

Введем следующие условия: 
1) Mft) = /к* (t-* •£<?,,_..)• 
2) функции F(X,t) , Fxi(x,t) , FXiX(X,t) и Fx.t(x,t) оп­

ределены и непрерывны при Хб Rn я t * [0,1} ; 
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3) сунествует ревение X (t) уравнения 

-iff - - - CV«r'»-« ж 
с начальный условием X (о)- Х в , определенное при всех t [0, l] ; 
причем вдоль траектории {xCt), t} матрица Fxx неособенная; 

4) Ml u{xeR«-\ }'1Х(X) = 0} - И,*. 
Т е о р е м а I. Пусть выполнены условвя 1)-4). Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представвм уравнение /16/ при 
Х=Х(6) в виде 

Отсюда следует, что 
Fx(£lt),t)+C- о (С =const). 

Иа условвй 
х(о) - х0> Fx'(х,о) = f'09(х) (x*Rn) 

в оптимальности Х0 получаем, что Fx (x0f0)s0, т.е. С = 0. 
Следовательно, имеем равевство 

F* (xrt). t)'0 (t«[о. i j ) . / i s / 

По определению функции F(X,t) , справедливо 

Fx(x,l)=f'1xlx) / I 9 / 

для всех Х € Я л . Используя /18/ я /19/, получаем 
}'1x(X(i)) = 0 , т.е. X(i)6 М? . 

Теорема I доказана. 
Условия 1)-4) являются достаточными для нахождения ревения 

задачи А1 путем интегрирования системы дифференциальных уравнений 
/16/. 

Рассмотрим задачу /4, в случае, когда 
М , '{XeR*lj(x)-0}, / 2 0 / 

где у- R n ^ R n (т<п). 
В качестве задачи А 0.возьмем задачу с М , * М , , т.е. I s М, , 

а задачу Ait) представим в ввде 

mln F(x,t). /21/ 
Хб Mi 

Введем функцию Лаигража 

L(x, А, I) - F(xft) + АТ0(Х>. /22/ 
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В силу необходимости, x(t) удовлетворяет системе уравнений 

При подстановке в эту систему ее решения X(t) , A(i) получим тожде­
ство, которое после дифференцирования по t принимает следующий 

("*)(*)-(-**) 
\а7 о) U / \ о Г /гз/ 

где IV — Fxx * £^Xj<jjXX- матрица размерности пх И ; 
Ат-у'х- матрица производных вектор-функции у (X) по X размер­

ности ТП * П ; 
$j'zx - матрица вторых производных j -й компонентн вектор-функ­

ции д(Х) по X размерности 71 * П . 
Вели матрицы W и A TW~ M неособенные, то матрица 

в < М , « - ( Г т о ) / 2 V 

также неособенная и систему / 2 3 / можно представить в нормальной 
Фор-е: - - - Р М Г ' Р ; . , 

где р - Е -ИГ 'Я (Л Т ЙГМ ) " ' / Г , 

Р a - f / T M r M f V , 

£ - единичная матрица размерности 71 * IV . 
Пусть Xt— реиение задачи А 0 , а Л 0 - соответствующий ему мно­

житель Лангража. 
Добавим к условиям I)-*) следующие: 
5) q (х) е Ci, (Rm) } 
6) реаение X(t)t A(t) системы /25/ при начальных уеловвях 

Х(0) = Х 0 , А (о) = Д 0 существует и определено при веет 
tb[0,l\ ; 

7) ранг матрицы Qx(X.Lt)) равен m при всех £ fc[0, iJ ; 
8) ыатрица В(хШ, неособенная при £^[0>1]. 
Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия 2), 5) - 8). Тогда 

Х(1) есть стационарная точка задачи А1 , а АО) - соответствующий 
ей множитель Лангража. Бели, кроме того, система уравнений 
fix№ +($x&))r^s0,$(X) = 0 имеет единственное решение X* , А* и оно 
соответствует иинимуму функции i f (X) на M f , то X (1) - X* АШ =А 
есть решение задачи А, . 

Д о к а з а т е л ь с т в о принципиально не отличается от 
доказательства теоремы I. Система уравнений /25/ при X - X Ш , 
А = X (t) может быть представлена в виде 
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?«(««И " 7 Г s °, h (x(t)) —£Г~ s 0, 

или [ f J (хм, t) *(y'xmt)))T о, at 
d / 2 6 / 

ИСПОЛЬЗУЯ условие X(0) = Хв € M1t из второго еоотиоиения сис­
темы / 2 6 / получаем 

$(X(t))-0 (UiO,i\). /27/ 
Откуда следует, что X(t) ̂  М1 ядя всех tt/tylj. 

Далее, так как Х(0)-Хд, Х(О) = Х0 есть оптимальное решение за­
дачи А0 , а Fx(Xf0)- fj,x(X) для всех Хе Mf, то 

F«(x^)7T;)+[^(xrt))JrJ(t; = 0 (t*L0,l]). /28/ 
Из равевств /27/ в /28/, верных при t = 1 , сразу хе следуют утвер­
ждения теоремы. 

Теорема 2 доказана. 
Следует отметить внеинее сходство свстем /23/ в /25/ с сис­

темами из [н]. Автором £ll] описана модификация непрерывного гра­
диентного метода, которая с учетом ограничений типа равенств по -
эволяет обеспечить вычислительную устойчивость метода. В описанной 
нами подходе это означает замену уравнения АТХ=0пл уравнение 
А ТХ=~у. В данной статье не рассматриваются вопроси вычислитель­
ной уотойчявоств метода в обвем случае задания F(X,Ь) . 

§ 5* Связь с иетодом регуляризации 

Функцию F(x,l) вида /II/ можно привести к виду /II*/ при Ь^(0,{] и применить для ясследоваввя методы теории регуляризация. 
Далее используем еледуюние обозначения: 

Q(x)u \х-х0\\ Q(x*)= mln ЯМ (х*ьМ,*), /29/ 
хб м* 

F(x, t) = %(t) ft(x) + %(t) Q(x), 

M(4)-M (. F*b F(x(l),t), 
где 
X(fc)e M*(t) А {хе Rnlx*M(t), F(x,t)= mlit F(y.t)}, 
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а точка X(t)e М, такова, что 

F(xit),t) * Ft*+ $<«>o (t*to,D). 

Т е о р е м а 3. Бели функция J,(X) непрерывна на замкнутом 
множестве М, , Mftfi, то при условиях 

%<t)>0, ЧЛЪ)>0 It €(0,1)). Cim,*£i\ = o, 

имеет иесто 
am S1(x(t)) = J,(x*). Umo(x(i). M y*)=0. 

Бели, кроме Toro,i((X) и множество M, выпуклы, то tittl ХШЯХ*. 
Бели учесть, что 4'1(t)Z0 при £б[0,1] , то доказательство этой 

теоремы в несколько иной записи можно найти в [ 5 ] . 
Рассмотрим задачу /1/-/3/ при следующих предположениях: 
9) Функции }j(X) и 9j(X)(j = i^rfi)выпуклы и непрерывны на Rn. 
ю ) м ; * 0 . 

Рассмотрим функцию 
Ф ( х , £ ) 4 (i-t)p [tft(x)*(i-l)S(x)]+t<el(x), 

где те , 
VIX) - Z ( m a x (0, ft (X))J , />>0 . 

Здесь множитель перед выражением в квадратных скобках есть итраф-
ной коэффициент, а функция Ф(Х,Ь) является штрафной функцией [ 5 ] . 

11) Функции Ф ^ . Ф ^ Х , * ) , Фх.4(Х;*)и (PxlxJ(X,t)(l,j = f/i) шь-
прерывны при Хб R.п и t б[0,1J . 

12) Сунествует решение X (t) уравнения 

е начальным условвем X(0) = Х0, определенное при всех £fc[0,1], при­
чем вдоль {xlt), t} матрица Ф х х неособенная. 

Т е о р е и а 4. Бели выполнены условия 9 ) - 12), то Х ( 0 * М * . 
Бели, кроме того, сунествует t ,0^£'*1, такое, что X(l)6 М , при 
tb(t',l] , то Х ( 0 = Х \ 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы принципиально не 
отличается от доказательства аналогичной теоремн (обаяй случай ре­
гуляризации) в [ 5 ] . Вид функции Ф(х,1) иожет быть более обиим; 
F(X;fc) можно взять в виде /II/ вместо / 9 / . 

Отметим некоторые особенности предлагаемого метода по срав­
нению с классическим методом регуляризации в случае, когда вневне 
они совпадают (функция F(X,t) имеет вид / 9 / ала /II/). 

Одной аз основных трудностей классической схенн регуляриза­
ции является вопрос о внборе начальных значений параметров регу­
ляризации в закона их дальнейнего изменения. При нанеи подходе эти 
трудности автоматически устраняются (например, для задач, удов-
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летворяющих условиям, рассмотренным выие). Более того, поскольку 
начальная точка известна, то,как показывают теоремы I, 2 и 4, для 
определения траектории X (Ь) не нужно реиать задачу оптимизации 
при t е £о,1] . Эта задача подменяется задачей интегрирования сис­
темы обыкновенных дифференциальных уравнений с известной началь­
ной точкой. Методы интегрирования для задачи Коти хороио разрабо­
таны н позволяют получить ревение о высокой точностью. Бели же 
траектория ХЛ) яедифференцируеиа, но непрерывна, то требуется ре-
ввть уравнение типа /7/, используя непрерывность и точку Х(0) = ХВ> 

Конечно, нельзя гарантировать абсолютной точности при числен­
ном интегрировании, но тогда помогает итерационная процедура, ко­
торая описана в следующем параграфе. Сохраняя все преимущества 
описанного подхода, она позволяет повнеить точность ревения. 

Эти же особенности имеют место и в случае общего задания 
функции F(X 7t). 

§ 6. Итерационный алгоритм повышения точности численного 
решения 

Алгоритм описывается для случая, когда целевая функция пара­
метризованной задачи имеет вид /II/, где }0(Х) «ЙХ-Х^К* . 

Ш а г I. Выбирается начальная точка Х0 . 
Ш а Р 2. Полагаем X к(0) = XK'4l) (к * 1,1, •• •), причем x W = X,. 

Здесь К - номер итерации. 
Ш а г 3. Решаем систему уравнений типа /8/ с функцией 
FK(x,t) = %(t)-^(x) + 4>t(t)lx-xK(o)\\l Ц Ф , Ф 

или с функцией <PK(X)t). В результате получаем Хк(1). 
Ш а г 4. Если Их* (1) - ХК(0)\\ 4 (Х«(/)) ~№*(0))\ * £ , 

где £ > 0 - заданная точность ревения задачи А1 , то процесс за­
канчивается. В противном случае переходим к вагу 2. 

Функции f, (t) , % (t) можно поставить в зависиность от К , 
т.е. рассматривать (t) и % К Ш , учитывая особенности функции 
fjiX) в окрестности точки X * . 

§ 7* Примеры численного решения задач 

Для численного экспериыента были выбраны те задачи нелиней­
ного программирования, которые часто используются различными ав­
торами как тестовые и играют роль "классических". Нами было об­
считано больввнетво примеров, помещенных в работе [7]. 

В качестве иллюстрации приводятся результаты вычислений для 
целевой функции },(х) = ЮО (хг- xf)1 + 0~ X,)1 , называемой функ­
цией Розенброка. Здесь М,ж Кг. 

Метод наискорейиего спуска, градиентный метод и метод Нью­
тона плохо сходятся для этой функции. Геометрически она представ-
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На рисунке приведена траектория (кривая I), которая была по­
лучена описанный в работе методом, а также траектория (кривая 2 ) , 
полученная иетодом Дзввдова-Флетчера-Паузлла [7* C.I28J. В каче­
стве начальной в обоих методах взята точка Х9 -(-1.1, 1). 

Таблица иллюстрирует работу итерационного алгоритма, описан­
ного в § 6 для случая Х0 - (-1,3) • 

К Хк (0) хк а) 

I (-2,3) (-0.6308219,0.4070491) 
2 (-0.6308219,0.4070491) (0.99999*3,0.9999888) 
3 (0.9999943,0.9999888 ) (1.0000000,1.0000000) 
4 (1.0000000,1.0000000) (1.0000000,1.0000000) 

Автор выражает искреннюю благодарность Г.М.Занкиной за внчнс-
лительную часть работы н постоянное внимание к ней. 

Поступила в ред.-над.отдел 
5 марта 1981 г. 

ляет собой овраг с крутыми склонами, идущий вдоль кривой Х*.~Х* , 
при атом дно оврага пологое в определяется слагаемым (/-£,) • 

Вычисления проводились яа ЭВМ ЕС-1033. Для интегрирования 
била использована стандартная программа метода Рунге-Кутта с 
удвоенной точностью (точность вычислений метода Рунге-Кутта - /0~6, 
наг интегрирования - 10~*)-
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