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П Р Е Д И С Л О В И Е Р Е Д А К Т О Р А 

Эта книга представляет собой второй сборник работ семинара по 
математической логике при Ленинградском отделении Математического 
института им. В. А . Стеклова Академии наук СССР. В отличие от 
первого сборника (Труды Матем. инст. им. В. А . Стеклова, LII, 1958 г.) , 
второй сборник составлен из работ, посвященных только одной области 
конструктивной математики, а именно конструктивному математическому 
анализу. Здесь термин «математический анализ» применяется в широ­
ком смысле, охватывающем теорию функций вещественных переменных, 
теорию функций комплексных переменных, теорию обобщенных функций, 
теории метрических, мультиметрических, нормированных и мультинор-
мированных пространств, теории функционалов, операторов и уравнений 
в таких пространствах. 

Исходным пунктом для всех работ по конструктивному математи 
ческому анализу, выполненных участниками семинара, явились исследо 
вания А . в А . Маркова о конструктивных функциях вещественной пере­
менной, кратко изложенные в его сообщении « О непрерывности 
конструктивных функций» (Успехи матем. наук, IX, № 3 (61), 1954 г., 
226—230) и изложенные подробно (за исключением последней части, 
посвященной выдвинутрму А . А . Марковым новому логическому прин­
ципу конструктивной математики и некоторым приложениям этого прин­
ципа в конструктивном математическом анализе) в его работе « О кон­
структивных функциях» (Труды Матем. инст. им. В. А. Стеклова, LII, 
1958 г., 315—348). 

Второй сборник работ семинара открывается работой А . А . Маркова 
« О конструктивной математике». В этой работе формулируются основ­
ные черты конструктивного направления в математике, формулируется 
выдвинутый А . А . Марковым критерий применимости алгорифма к за­
данному слову, обосновывается посредством этого критерия определен­
ный способ рассуждения, названный А . А . Марковым методом кон­
структивного подбора. На протяжении последних десяти лет эти во­
просы многократно освещались А . А . Марковым в лекционных курсах, 
в докладах на различных семинарах и на третьем Всесоюзном матема­
тическом съезде, но в печати были освещены лишь частично и весьма 
конспективно — в форме резюме докладов ^ (Успехи матем. наук, IX, 
№ 3 (61), 1954 г., 226—230; Труды третьего Всесоюзн. матем. съезда, 
т. II, 1956 г., 146—147). 

Публикуемая в этом сборнике работа А. А. Маркова дает более 
полное и более подробное, чем в предыдущих публикациях, освещение 
упомянутых вопросов. Кроме того, в этой работе дается общая харак­
теристика конструктивного математического анализа, формулируются 
некоторые определения и теоремы этого нового направления в матема­
тическом анализе и констатируется ряд существенных отличий кон-
структивного математического анализа от классического математи­
ческого анализа. 
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В упомянутых выше работах А . А . Маркова, посвященных конструк­
тивным функциям, вводится понятие конструктивной функции веществен­
ной переменной (А. А . Марков применяет термины «конструктивная 
функция действительной переменной» и «конструктивное действительное 
число»), опирающееся на понятие конструктивного вещественного числа 
и представляющее собой конструктивный аналог того понятия функции 
вещественной переменной, которое применяется в классической мате­
матике и является частным случаем понятия отображения одного мно­
жества в другое. Основная теорема этих работ утверждает, что кон­
структивная функция вещественной переменной не может иметь кон­
структивного разрыва ни в одной из тех точек, в которых она 
определена. 

Этот результат А . А . Маркова поставил под сомнение возможность 
использования понятия конструктивной функции эещественной перемен­
ной в качестве основы для определения таких понятий конструктивной 
математики, которые можно рассматривать как близкие конструктивные 
аналоги введенных Lebesgue 'oM понятий измеримой функции и сумми­
руемой функции. Одновременно этот результат А . А . Маркова поставил 
на очередь вопрос: какой подход даст возможность ввести конструк­
тивные аналоги только что упомянутых и некоторых других связанных 
с ними понятий классической математики? 

В работе Н. А . Шанина «Конструктивные вещественные числа и 
конструктивные функциональные пространства», следующей в сборнике 
за работой. А . А . Маркова, показывается, что использование конструк­
тивного аналога метода пополнения метрических пространств дает воз­
можность весьма простым и легко обозримым способом ввести кон­
структивные аналоги понятий измеримого множества, измеримой 
функции, суммируемой с заданной степенью функции, абсолютно непре­
рывной функции, конструктивный аналог интеграла Lebesgue'a. Значи­
тельное место в работе занимает выявление различий между теориями 
конструктивной математики, возникающими на основе этих конструктив­
ных аналогов, и соответствующими теориями классической математики. 
В работе рассматриваются также некоторые вопросы аксиоматической 
теории конструктивных метрических, нормированных и гильбертовых 
пространств. Изложение упомянутых вопросов опирается на теорию 
конструктивных вещественных чисел. Все необходимые сведения из 
этой теории изложены в первой главе. 

Основные результаты этой работы Н. А . Шанина были доложены 
в семинаре по математической логике весной 1953 года, а в 1953/54 
учебном году они излагались в лекционном курсе по конструктивному 
математическому анализу, прочитанном автором на математико-механи-
ческом факультете Ленинградского университета. 

В работе Г. С. Цейтина «Алгорифмические операторы в конструк­
тивных метрических пространствах», публикуемой в этом сборнике, 
устанавливается ряд результатов принципиального характера. Отметим 
здесь два результата. 1) Доказывается, что любая конструктивная 
функция вещественной переменной непрерывна в каждой из тех точек, 
в которых она* определена. Таким образом, в этой работе Г. С. Цей­
тина доводится до логического конца цитированная выше теорема 
А. А . Маркова о конструктивных функциях вещественной переменной. 
2) Доказывается, что любую конструктивную функцию вещественной 
переменной можно с любой степенью точности равномерно аппроксимиро­
вать конструктивной функцией, представимой в виде объединения алго-
рифмически заданной последовательности согласованных друг с другом 
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(в определенном смысле) угловых функций, т. е. функций, графики кото­
рых имеют вид угла. 

Основные результаты этой работы Г. С. Цейтина были доложейы 
в семинаре по математической логике в ноябре 1955 г. 

Вторая работа Г. С. Цейтина «Теоремы о среднем значении в кон­
структивном анализе» посвящена главным образом исследованию воз­
можности перенесения из классического математического анализа 
в конструктивный математический анализ теоремы о последовательно­
стях вложенных друг в друга сегментов, теорем Cauchy, Rol led , Lag-
range'a. В этой работе доказано, что перечисленные теоремы в их 
дословных формулировках не переносятся в конструктивный анализ. 
В то же время указываются измененные формулировки перечисленных 
теорем (отличные от тех, которые указаны в широко известных рабо­
тах R. L. Goodstein'a), доказуемые в рамках конструктивной матема­
тики. 

Основные результаты этой работы Г. С. Цейтина были доложены 
в семинаре по математической логике осенью 1954 г. 

В работе И. Д. Заславского «Некоторые свойства конструктивных 
вещественных чисел и конструктивных функций», публикуемой в этом 
сборнике, центральным результатом является построение такого алго-
рифмически перечислимого покрытия конструктивного сегмента откры­
тыми промежутками, из которого невозможно выделить конечное по­
крытие. Это построение доказывает, что лемма ВогеЛ'я о покрытиях 
сегмента открытыми промежутками не переносится в конструктивный 
математический анализ. Очевидно, что этот результат имеет принци­
пиальное значение. 

Основываясь на этом результате, И. Д. Заславский строит разно­
образные примеры конструктивных функций, вскрывающие ряд глубоких 
отличий теории конструктивных функций, определенных во всех точках 
заданного конструктивного сегмента (напомним, что, согласно теореме 
Г. С. Цейтина, любая такая функция непрерывна в каждой точке дан­
ного конструктивного сегмента!), от теории непрерывных в сегменте 
функций, разработанной в классическом математическом анализе. В ра­
боте исследуются также конструктивные аналоги понятия функции 
ограниченной вариации. 

Основные результаты этой работы И. Д. Заславского были доло­
жены в семинаре по математической логике осенью 1954 г. 

Последняя статья этого сборника — работа И. Д . Заславского и 
Г. С. Цейтина « О сингулярных покрытиях и связанных с ними свой­
ствах конструктивных функций» — посвящена некоторым тонким свой­
ствам конструктивного континуума и конструктивных функций веще­
ственной переменной. Основные результаты этой работы были доло­
жены в семинаре по математической логике в конце 1954 г. и в начале 
1955 г. 

Из приведенного выше краткого обзора работ, публикуемых в этом 
сборнике, видно, что основные результаты всех этих работ были по­
лучены и доложены в семинаре по математической логике 10—7 лет 
назад. Они были доложены также на третьем всесоюзном математи­
ческом съезде в 1956 г. (см. резюме докладов А . А . Маркова, 
Н. А . Шанина, Г. С. Цейтина, И. Д . Заславского и совместного до­
клада И. Д . Заславского и Г. С Цейтина в Трудах третьего Всесоюз­
ного математического съезда, 1956 г., т. I и II). 

При подготовке к печати подробных текстов работ авторы исходили 
из требования строить всё изложение, как в принципиальных пунктах, 
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так и во всех деталях, в полном соответствии с принципами конструк­
тивного направления в математике. Если иметь в виду конструктивный 
математический анализ, то в этом отношении авторы имели возможность 
опираться лишь на небольшое количество прецедентов в математической 
литературе. Такими прецедентами были только работы R. L. Goodstein'a 
и А. А . Маркова. Работы подавляющего большинства других авторов, 
применявших к математическому анализу точное понятие алгорифма 
(в том числе и работы A . M. Turing'a и Е. Specker'a, сыгравшие 
весьма большую роль в формировании конструктивного математического 
анализа), построены на основе включения точного понятия алгорифма 
(чаще всего — в форме понятия частично рекурсивной функции) в систему 
понятий классического математического анализа и поэтому не подходят 
в качестве образцов для выработки желаемого стиля изложения; эти 
работы естественно отнести к частично конструктивному направле­
нию в математическом анализе. Работы H. Weyl'n (1918 г.) и продол­
жающие направление H. W e y l ^ работы P. Lorenzen'a не могли слу­
жить образцами стиля изложения по другой причине: они основываются 
не на теории алгорифмов, а на теории предикатов и приводят к мате­
матической теории, коренным образом- отличающейся от той теории, 
с которой имеют дело авторы работ, публикуемых в этом сборнике. 

Эти обстоятельства привели к тому, что каждый из авторов в по­
исках приемлемого способа изложения прошел через несколько вариантов 
текста. Необходимо констатировать, что варианты, принятые при сдаче 
в печать в качестве окончательных, еще не -решают методической за­
дачи, которую авторы . вначале имели в виду: дать такое изложение 
основных разделов конструктивного математического анализа, которое 
достаточно простым путем и в систематической форме вводило бы чи­
тателей, в область основных понятий и теорем этого нового направле­
ния в математическом анализе. 

Публикуемые в этом сборнике работы, за исключением работы 
А . А . Маркова, адресуются читателям, знакомым с основами теории 
нормальных алгорифмов в объеме первых пяти глав монографии 
А . А . Маркова «Теория алгорифмов» (Труды Матем. инст. им. В. А . Сте­
клова, т. XLII, 1954 г.) и с основами конструктивного понимания матема­
тических суждений [желательно в объеме статьи Н. А. Шанина 
« О конструктивном понимании математических суждений» (Труды Матем. 
инст. им. В. А . Стеклова, т. LII, 1958 г., 226—311)]. Весьма желательно 
также знакомство с методами логического вывода конструктивной ло­
гики. 

Во всех работах, публикуемых в этом сборнике, систематически 
используется логическая символика. Она дает возможность особенно 
отчетливо выражать взаимное расположение логических связей в каждом 
утверждении и снимает возникающие в некоторых случаях значительные 
языковые трудности при формулировании теорем конструктивной матема­
тики посредством разговорного языка (например, при наличии в утвер­
ждении двойных отрицаний). Использование логической символики при 
изложении конструктивного математического анализа дает и авторам 
и читателям весьма ощутимый методический выигрыш, с избытком оку­
пающий труд читателя, затраченный на овладение этой символикой. 

Авторы стремились согласовать друг с другом терминологию и обо­
значения. Однако такое согласование проведено лишь в наиболее 
важных случаях (это необходимо иметь в виду при чтении работ!), 
и поэтому в каждой работе многие детали терминологии и системы 
обозначений, а также форма построения работы, носят заметный отпе-



Предисловие редактора 7 

чаток личных вкусов автора. Стремление переносить в конструктивный 
математический анализ некоторые традиционные обозначения и термины 
из классического математического анализа также оказалось неодина­
ковым у различных авторов. 

Между работами, публикуемыми в этом сборнике, имеется опреде­
ленная связь по содержанию. В частности, в каждой работе исполь­
зуются некоторые понятия и теоремы, имеющиеся в работах, располо­
женных ближе к началу сборника. Однако, чтобы обеспечить читателям 
возможность независимого ознакомления с некоторыми из этих работ, 
в отдельных случаях допущены повторения некоторых определений, 
а также некоторых утверждений вспомогательного характера. 

В настоящее время готовится к печати третий сборник работ семи­
нара по математической логике с таким же тематическим заглавием, 
как у первых двух сборников. В нем будут представлены работы, по­
священные различным разделам конструктивного направления в мате­
матике. 

Н. А. Шанин 


