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Введение 
Настоящая статья посвящена проблеме голоморфной эквива­

лентности областей в пространстве О. Задача состоит в следую­
щем: как по заданным областям D, GczO определить, существу­
ет биголоморфное отображение f: D-->G, или нет. 
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В этой работе проблема голоморфной эквивалентности рас­
сматривается в.классе ограниченных псевдовыпуклых областей с 
кусочногладкими границами. Если DczCn — область из этого 
класса и / — ограниченная голоморфная в D функция, то по тео­
реме Фату ([21], [68]) почти всюду на 3D она имеет допусти­
мые пределы в смысле Стейна—Чирки. Поэтому определен ее 
след feL^idD), который в обобщенном смысле является CR-
функцией на 3D (см. [22]). Обратно, если на 3D задана CR-
функция, то она голоморфно продолжается в D. Таким образом, 
если существует биголоморфное отображение f :D-*~G9 то почти 
вйюду на 3D определен его след / : 3D-+3G, являющийся CR-
отображением, а области D, G биголоморфно эквивалентны тог­
да и только тогда, когда их границы «CR-эквивалентны». Мы 
вынуждены здесь поставить кавычки, так как без дополнитель­
ной информации о граничном поведении / и f"\ вообще говоря, 
неясно, будут ли f я f~l в обычном смысле взаимно обратны (это, 
конечно, та^ если, например, f продолжается до гомеоморфизма 

;замыканий D и G). Приведенные соображения показывают, ка-
чсую важную роль должны играть вопросы соответствия границ 
в задачах голоморфной эквивалентности. Вопросы граничного. 
доведения являются и одними из наиболее трудных в этих за­
дачах. 

Напомним хорошо известные одномерные результаты. Пусть 
JD, QcC — области и f;D->G —конформное отображение. Тогда 
;• а) / продолжается до гомеоморфизма f:D-+G, если границы 
dDy 30 жордановы (Каратеодори); А _ _ 

б) / продолжается до С*-*0—диффеоморфизма f:D~*G, если 
[dD, 3GeCk(Kk< oo) (см., например, [23]); _ 
\ в) / аналитически продолжается в окрестность D, если 
&D, 3G вещественно аналитичны. 

В полной мере перенести эти результаты на голоморфные 
отображения в Сп пока не удается, однако при дополнительных 
ограничениях на области их аналоги получены. 

Ряд вопросов, связанных с голоморфными отображениями в 
Cf1, обсуждались в известной работе Г. М. Хенкина и 
Е. М. Чирки [20]. За последние годы в этом направлении до­
стигнут значительный прогресс. В настоящей статье дается 
обзор новых результатов. Некоторые результаты, не нашедшие 
отражения в этой работе, рассматривались ранее в обзорных 
работах Бернса и Шнайдера [33], Феффермана [46], Уэлса 
[75]. В последней из них приведен также исторический очерк 
по данной теме. 
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Глава 1 
ЗАДАЧИ ГОЛОМОРФНОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
И ГРАНИЧНОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОТОБРАЖЕНИЙ 

§ 1. Основные понятия 

1.1. Форма Лев**. Пусть Q — Область в Сп и p6C2(.Q) —ве­
щественная функция. Формой Леей функции р в точке £G-Q на­
зывается эрмитова форма 

п 

яр(£, &н 2 РЙ7(£)Я|Я» вес*. 
Здесь и далее мы используем обозначения 

Ф ^Р д-р 
Р д - - - , Р.---—-- P iw- -q - - r -

Из определения легко следует, что форма Леви инвариантна 
при голоморфных преобразованиях: если f:Q'-+Q—голоморфное 
отображение, то 

H9of(l,a)^H9(f(Z)]dft(a)), (1): 
где dfi — дифференциал отображения / в точке £. Пусть* 
в частности, Q' — комплексное подмногообразие в Q H /:Q'-*Q—* 
вложение; тогда 

#p(E,a)-tfP '(C,a) f р '«р |с (2> 
при Ш, aeTt(Q'). 

Пусть D c C 1 — область с границей класса Ck{k>\) иЙ — 
некоторая окрестность границы dD. Функция pgO (Q) называется 
определяющей функцией D, если .ОП^={^6й:р(2:)<0} и» 
йрфО на <?£>nQ-

Хорошо известно [52], что область DcCn с границей класса 
С2 и определяющей функцией р является псевд о выпуклой тогда 
и только тогда, когда #р(£, а)>0 для всех £вдВ, аеЦ(дВ), где. 
Т[ (3D)=» (абСл: 2 рц (£) %-=0} — комплексная касательная плос-
кость к dD в точке £. 

Область DcC* с границей класса С2 и определяющей 
функцией р называется строго псевдовыпуклой, если #p(g- a ) > 0 
при KAD, aerc"(<?D)\{0}, 

Строгая и слабая псевдовыпуклость не зависят от выбора 
определяющих функций. 

По существу, понятия определяющей функции и псевдовы- • 
луклости относятся не к самим областям, а к их границам, и, 
поэтому без изменения переносятся на случай вещественных ги-
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перповерхностей в О . В дальнейшем, говоря о форме Леви 
определяющей функции такой поверхности, мы всегда будем 
иметь в виду ее сужение на комплексную касательную плос­
кость. 

Хорошо известно, что при биголоморфных отображениях 
.псевдовыпуклые области переходят в псевдовыпуклые. Рас­
смотрим вопрос о голоморфной инвариантности понятия стро­
гой псевдовыпуклости. Пусть / :D-+G — биголоморфное отобра­
жение и область D строго псевдовыпукла. Если_/ продолжается 
до ^-диффеоморфизма^ между замыканиями D и G, то ввиду 
(1) область G также будет Строго псевдовыпуклой. В общем же 
случае это не так, поскольку граница 3G может не 'быть диф­
ференцируемой. Естественно поставить вопрос о том, будет ли 
•О строго псевдовыпуклой при дополнительном предположении 
о том, что ее граница достаточно гладкая. Эта задача упирает­
ся в сложные вопросы граничного соответствия. В § 2 главы 2 
приведены результаты, близкие к ее положительному решению. 
В связи с этим приведем следующий результат Форнесса [47], 
.тдоказывающий, что вместо диффеоморфности достаточно до­
казать гладкость f (или f~~l) вплоть до границы. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть D, GczCn — ограниченные псев­
довыпуклые области с С2-границами и f : D->G — биголоморф­
ное отображение, допускающее С2-продолжение f : D-*G. Тогда 
| есть С2-диффеоморфизм между D и G. 

В задачах граничного поведения отображений важную роль 
играют плюрисубгармонические определяющие функции, и мы 
коснемся вопроса об их существовании для некоторых классов 
областей. 

Пусть сначала, DczCn — строго псевдовыпуклая область и 
р£С2(й)—ее'произвольная определяющая функция (QczdD). 
Функция p=-p~f-Ap2 также будет определяющей функцией для D 
(возможно в меньшей окрестности Q). Выбирая постоянную 
А>0 достаточно большой, можно в силу (2) сделать ее строго 
жлюрисубгармонической вблизи 3D. Определяющая функция 
шах(р,—в) будет при достаточно малом е>0 плюрисубгармо­
нической в D и строго плюрисубгармонической вблизи 3D. 

Рассмотрим теперь случай псевдовыпуклой (не обязательно 
строго) ограниченной области DczCn с С2-границей. В -[54] по­
казано, что такая область уже может и не иметь плюрисубгар­
монической определяющей функции. В некотором отношении 
это может быть компенсировано существованием в D отрица­
тельной исчерпывающей плюрисубгармонической функции. Сле­
дующий результат принадлежит Дидериху и Форнессу [39]. 

-) Здесь и в дальнейшем СА-диффеоморфизм означает диффеоморфизм 
класса С \ Аиалогачлый смысл имеют выражения О-граница, С*-отоб,раже-
юие и т. д. 
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Лемма 2. Пусть D сСп — ограниченная псевдовыпуклая 
область с границей класса Ck(2<k<<x>). Тогда в некоторой 
окрестности Q I D D существует определяющая для D функция 
pQCk(Q) и такое число г)о>0, что для любого ц(<(0, %) исчерпы­
вающая функция р = — ( — р)*- будет строго плюрисубгармо-
нической в D. 

Число г]о, фигурирующее в лемме 2, зависит от D, и в общем 
случае нет такой постоянной с>-0, что к\0>с для всех областей. 
Однако для любых фиксированных t,£dD и т]б(0,1) существуют 
окрестность ЙЭ£ и локальная определяющая функция p£Ck(Q) 
такие, что —(—р)*- строго плюрисубгармонична в DflQ-

Применение плюрисубгармонических определяющих (исчер­
пывающих) функций к голоморфным отображениям основано на 
следующей классической лемме Келдыша—Лаврентьева— 
Хопфа. 

Л е м м а 3. Пусть р — отрицательная плюрисубгармоничес-
кая функция в ограниченной области DczO с С2-границей. 
Тогда существует такая постоянная 0 0 , что | р ( ~ ) | > 
>ce{z,dD) для всех z£D (здесь e(z,dD) означает евклидово 
расстояние от точки z до границы 3D). 

Комбинируя леммы 2 и 3, легко получить (см., например, 
{14], [63]) 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть Д GczC71 — ограниченные псевдо­
выпуклые области с (^-границами и f:D-+G— биголоморфное 
отображение, то существуют такие постоянные си ^2>0> 
a ^ f 5 > 0 , что 

сг \е (г, <?£>)]« < е ( / (г), дО) < с2 [е (г, дПр (3) 

для всех zbD. Если область D(G) строго псевдовыпукла, то 
можно считать, что р = 1 (соответственно а = 1 ) . 

Л Рассмотрим для простоты случай, когда D и G строго 
псевдовыпуклы. Пусть ср — определяющая функция области G, 
плюрисубгармоническая внутри G. Функция <р of (г) удовлетво­
ряет в D оценке 

yle(z,dD)^\q>of(z)\^y2e(f(z)1dG). (4) 
Левая часть этого неравенства вытекает из леммы 3, а правая 
есть следствие гладкости ср вблизи dG. Из (4) сразу следует 
правая часть (3) с a==p==L Повторяя эти рассуждения для 
f"1, аналогично получим правую часть (3). • 

1.2. Собственные голоморфные отображения. Напомним» 
что отображение / : D - > G называется собственным, если 
прообраз любого компакта K^G является компактом в D. Для 
ограниченных областей это эквивалентно тому, что для любой 
последовательности zv&D из условия e{z^t dD).-+Q следует 
*(/(**),dGK0. 
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Предложение 5 ([9]). Пусть D, О с Сп — строго псевдо-
выпуклые области KJ^ID-^G — собственное голоморфное отобра­
жение. Если f(<C2(D), то /- локально биголоморфно. 

< Достаточно показать, что якобиан ff(z)^0 на границе 
dD. Пусть <teC2(Q)(Qz)G) — определяющая функция области Gr 
плюрисубгармоническая в G. Тогда функция фо/. отрицательна 
и плюрисубгармонична в D. Ввиду условия /бС2(/)), она 
продолжается в окрестность 3D как функция класса С2. По 
лемме 3 й^о/фО на dD, т.е. фо/ можно считать определяю­
щей функцией области D. Следовательно, Яфо/-(£, а )>0 при. 
Z&D, аеТЦдО)\{0}. 

Предположим, что в некоторой точке l£dD / ' ( 0 = 0 . Тогда 
найдется такая комплексная прямая 1аСп, что dfz(t)=^0. Из. 
условия с1Ч>о/ф0 следует, что 1аТЦдО), и мы приходим 
к противоречию, так как для любого вектора ag/, в силу (1), 
имеем ЯФоГ(£,а) = 0. • 

Замечание . Отображение / в общем случае не будет 
глобально биголоморфным, как показывает следующий пример: 
D={zea: |^|4+|^|-4+|^2|2<3}, G={zea: | ^ | 2 +|^r+ 
+1 z212 < 3} и / (zb z2) — (z\, z2). Биголоморфность / можно 
гарантировать в каждом из следующих случаев: a) G — одно-
связна; б) D = G (см. [9]). 

Усилением предложения 5 является 
Предложение .6 ([41]). Пусть DczCn — строго псевдовьь 

пуклая область, GczCn — ограниченная область с С2-границей 
и f : D-+-G — собственное голоморфное отображение. Если 
f£C2(B)> то f локально биголоморфно и G строго псевдовы-
пукла. 

Результаты этого пункта довольно элементарны, однако они 
поднимают нетривиальный и важный вопрос, связанный с гра­
ничными свойствами отображений: будут ли предложения 5 и 6 
справедливы без предположения о том, что f&C2(B). В § 2 гла­
вы 2 приведены результаты, близкие к окончательному поло­
жительному решению этой задачи. 

1.3. Алгеброидные отображения. Пусть Dc=C£, GczC J — 
ограниченные области и Л — неприводимое «-мерное аналити­
ческое множество в DxG, обладающее тем свойством, что его 
граница ЬА=А\А содержится в остове dDxdG. Рассмотрим 
естественную проекцию С%ХС£-+С% Очевидно, что ее суже­
ние на А представляет собой собственное отображение щ : А-*~ 
—»-D и поэтому ,п\ является разветвленным аналитическим на* 
критием1). Это означает, в частности, что щ есть отображение 
<на» и существует такое однородно (п— 1) -мерное аналитиче-

-> По поводу определения и свойств таких накрытий см. [50, раздел Ш' 
С] и т. 7, статья III. 
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ское подмножество EczD, называемое множеством ветвления* 
что лм является /n-листным накрывающим отображением мно­
жества А\л\ 1(Е) на D\E. Всякая голоморфная на А функ­
ция f может быть представлена как алгеброидная функция 
степени m на D, т. е. существуют такие функции а\{г)>..* 
. . •» am(z)eO(D), что 

fm(p)+al(z)f^(p)+^. + am-l(z)f(p)+am(z)^0 
при рбЛ, z = Ki(p). В качестве f можно брать, например, коор­
динатные функции wv; в результате мы получаем, что А есть 
график m-значного собственного алгеброидного отображения 
w:D-*G, каждая компонента wv=wv(z) которого является 
алгеброидной функцией 

К + a-v (г) w™-1 + . . . + amv(z) =0 (5) 

(в действительности, степень алгеброидной функции wv может 
оказаться меньше т, если псевдополином (5) приводим). 

Обратно,, если / :D->G —произвольное собственное алгеб-
роидное отображение, то его график AczDxG будет аналити­
ческим множеством и bAadDxdG. Так как проекция jt2:.A->G 
также является разветвленным аналитическим накрытием, то и 
обратное к f:D-*G отображение f^iG-^-D оказывается 
собственным и алгеброидным. Степенью собственного алгеброид­
ного отображения f:D-+Q мы будем называть кратность 
накрытия щ:А-+0. Пусть / задается уравнениями (5), Rv(z) — 
дискриминанты функций wv(z) и Sy={zQD:Rv(z)=-0}. Тогда 
очевидно, что множество ветвления / содержится в дискрими-

т 

нантном множестве S=uSv. 
1 

Пример. Пусть D={ztC2: Ы 2 + Ы 2 < 1 } , 0={шбС2; 
: \wx\*+\w2\4<l} и A={(z, w)GDxG:zl=w\, 22=ш|}. Про­

екция an : A-+D является аналитическим накрытием кратности 
4 и Л есть график собственного алгеброидного отображения 
wiD-^G, w*—zi=*0, w\—г2=0, компоненты которого имеют 
степень 2. Обратное отображение or 1 : G-+-D является соб­
ственным и голоморфным. 

§ 2. Обзор некоторых результатов 
2.1. Голоморфные отображения областей с гладкими 

границами. Голоморфный'образ области DczCn с гладкой гра­
ницей может, конечно, иметь негладкую границу. Оказывается, 
что при этом гладкость не может портиться произвольным 
образом. Если в результате биголоморфного отображения глад­
кость границы нарушается, то нарушается весьма ^правильно, 
Мы будем называть область DcC 1 областью с кусочна 
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Ск-гладкой границей, если dD является топологическим 
•{2/1— 1)-мерным многообразием и в некоторой окрестности U 
замыкания D существуют такие вещественные функции 

т 
pv6Cfe(f/), v = l, . . . , т> что a) dDa\jSv, где Sv = 
={zQU:pv(z)=0}; б) для любого подмножества (v1? . . . , v r } c 
с{1, . . . , т] форма dpVt/\ . . . Adpv ФО на пересечении SVt Г) - . . 
* • • П *Ь vr • 

Т е о р е м а 7 ([13]). Пусть DczCn —ограниченная псевдо­
выпуклая область с кусочно С2~гладкой, но не гладкой грани­
цей. Тогда не существует биголоморфного отображения f из D 
на ограниченную область GczCn с С2-границей. 

Условие ограниченности областей D и G в этой теореме От­
бросить нельзя. Действительно, пусть f(zu Z2) = {z\, 2&); тогда 
/ биголоморфно отображает неограниченную область D = 
= {z6C2 :xi>0, r/i>0} с кусочно-гладкой, но не гладкой гра­
ницей на неограниченную область G = {z£C2: у\>0} с гладкой 
границей. 

Доказательство теоремы 7 основано на сравнении роста 
кер'нфункций KD(Z) и KG{W) областей D и G вблизи границ. 
В области G оценка для KG{w) получается следующим обра­
зом. Поскольку граница 3G имеет гладкость С2, существует та­
кое е>0, зависящее только от G, что любой точки wGdG мож­
но коснуться изнутри области G шаром радиуса е. Отсюда сра-
.зу вытекает оценка 

Ka{w)^cxe{w, <9(?)-<n+1>. 

С другой стороны, на границе dD можно указать точки, вбли­
зи которых кернфункция KD(Z) имеет более высокий порядок 
роста: для некоторого k^n на ее ^-мерном остове ГА найдутся 
точки, вблизи которых справедлива оценка 

К»(г)2*с2е(г, 1\)-(я+а). 

Отсюда вытекает, что якобиан f (z) s 0 . 
З а м е ч а н и я . 1) При дополнительном предположении о 

том, что D — аналитический полиэдр, теорема 7 была получена 
Г. М. Хенкиным [19]. 

2) Вопрос о голоморфной эквивалентности аналитических 
полиэдров подробно изучен в статье С. Э. Шаронова [25]. 

3) Теорема 7 допускает обобщения на случай собственных 
голоморфных отображений [13], [19]. 

Близкий к теореме 7 результат, но другими методами полу­
чен в [51]. 

Т е о р е м а 8 ([51]). Не существует собственного голо­
морфного отображения из ограниченной области DaCn с глад-
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кой границей на пространство голоморфного расслоения, у ко­
торого база и слой имеют положительные размерности. 

2.2. Области с некомпактными группами голоморфных ав­
томорфизмов. Всякая ограниченная однородная (т. е. облада­
ющая транзитивной группой голоморфных автоморфизмов) об-
ласть DczC эквивалентна кругу. В Сп при п>\ ситуация более 
сложная. Еще Пуанкаре [62], сравнивая группы голоморфных 
автоморфизмов бикруга и шара в С2 (эти области однородны), 
обнаружил, что они биголоморфно не эквивалентны. Система­
тическое изучение ограниченных однородных областей было 
начато Э. Карта-ном [37] и в конечном счете привело к пол­
ной их классификации (см., например, [16]). Оказалось, что в 
пространствах Сп при п<7 имеется с точностью до биголо-
морфной эквивалентности конечное число различных однород­
ных областей (в С2 — только шар и бикруг), а при п^.7 мно­
жество таких областей имеет мощность континуум. Мы не бу-
дуем подробно останавливаться на этих результатах, так как 
они носят ярко выраженный алгебраический характер, а нас 
интересуют больше геометрические условия голоморфной экви­
валентности. Следует также отметить, что методы, основанные 
на сравнении групп голоморфных автоморфизмов, имеют огра­
ниченное применение. Результаты настоящей статьи показыва­
ют, что голоморфным отображениям при п>\ присуща гораздо 
большая жесткость: эквивалентность двух, случайным обра­
зом выбранных областей, является скорее исключением, 
чем правилом, а основная масса областей в Сп вообще 
не имеет автоморфизмов, отличных от тождественного (см. 
гл. 3, § 1). 

Мы приведем в этом пункте два результата о том, что на­
личие богатой группы голоморфных автоморфизмов позволяет 
«биголоморфно отобразить область с «хорошей» границей на 
шар или произведение шаров. Первый принадлежит Б. Вонгу 
[761 и Розаю[64]. 

Т е о р е м а 9. Пусть D, GczCn —ограниченные области и 
граница dG строго псевдовыпукла в окрестности точки £°6dG. 
Тогда если существует такая последовательность биголоморф-
ных отображений fv: D->G, что для некоторой точки z°eZ) 
f?(zP)-+-l°GdG при v-^oo, то области D и G биголоморфно экви­
валентны шару В. 

^ Можно считать, что / v сходятся равномерно на компак­
тах в D к отображению / : D-+G. Пусть Ф(и?) —строго плюри-
субгармоническая локально определяющая функция области О 
в окрестности точки tp. Функция <P°f (г) определена, неположи­
тельна и плюрисубгармонична в окрестности 2°, а фо/(2°)=-0, 
поскольку f(z°) = tP' Поэтому фо/(£)==0, откуда / постоянно: 

» Пусть 7Dv=-=/v(2;0), £v-~ точка границы dG, ближайшая к wv. 
Для того, чтобы построить биголоморфизм между D и В, будем 



рассматривать отображения / v в различных системах координат. 
Сначала рассмотрим в окрестности Уэ£° такие голоморфные ко­
ординаты, в которых £°==0, dGf)V строго выпукла и тейлоров­
ское разложение ф имеет вид Ф(w)==&л + | ^ | 2 + о(|'-~,|2). Об­
ласть определения каждого отображения fv от этого уменьшит­
ся, но для любой области QaaD / v будут определены в Q> 
начиная с некоторого номера v0=—v(Q). Пусть A v - композиция 
сдвига и унитарного преобразования, которая переводит £v в О, 
a Tl*(dQ)— в плоскость <wn=0. Тогда определяющие функции 
Ф^Фо(^)-1 областей Gv = ti*(Vf)G) имеют вид <(v(w) = cvtin + 
+ rv(w), где 

| r v ( w ) - \w\2\<Qv\w\2 + a(w)9 (6) 

причем £V~>1, ev->0, a(w) = o(\w\2). Пусть Fv = hvofv. Тогда 
Jpv(2;o) = (/0, -6V) !> и 6v-»-+0. Сделаем в образе еще одно 
линейное преобразование ('w, w^ = {VWrw, bvwn) (координаты 
'w в комплексной касательной плоскости растягиваются в 
l/]/6v раз, а нормальная координата wn — в 1/6V раз; для про­
стоты будем далее знак волны опускать). В новых координатах 
i7V(zo)=(/0, -1 ) , а определяющая функция области Gv имеет 
вид 

б о 

(множитель 1/6V перед <pv взят для нормировки). Последнее 
слагаемое неотрицательно и равномерно на компактах в С J 
стремится к \'w\2 при v->oo. Последовательность функций 
F^(z), v= l , 2 , . . . , можно считать равномерно сходящейся на 
компактах в D, так как Rei7^(z)<0 и fj[(z0)-=—1. Отсюда 
следует, что '.Р(г) равномерно ограничены внутри D. Следова­
тельно, из последовательности Fv можно выбрать подпоследо­
вательность, сходящуюся к отображению F : D-~*{un+ \'w\2<0}*. 
Обратные отображения (.Р)"1 равномерно ограничены; поэто­
му можно считать, что они сходятся к голоморфному в {ип+ 
+ \'w\2<c0} отображению Я. Поскольку F{z°) == '('О, - 1 ) , . 
Я(70, —1) =2°, то F и Н взаимно обратны, а F биголоморфно. 
Остается заметить, что область {^П+Г^|2<0} биголоморфно 
эквивалентна шару. • 

Основное в приведенном доказательстве-специальные рас­
тяжения координат ('<ш, wn)=(V"6v/^, &vwn), которые позволили 
из строго псевдовыпуклого участка области G в пределе полу­
чить «шар» {% + | Л И 2 <0}- Этот прием оказывается полезным 

*> Здесь м далее используется обозначение ад-('до, шп), 'о;=(Ш1, . . . , . 
. . . » Ш-n-l)-
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и в ряде других задач. С его помощью получен следующий 
результат. 
'; Теорема 10 ([15]). Пусть D сС я — однородная ограничен­
ная область с кусочно С2-гладкой границей. Тогда D биголо-
морфно эквивалентна произведению шаров BniX •• • Х>В\ где 
£nj={z£CnJ:|z|< 1}, щ+..т+пк=п, k<p (p—наибольшая 
коразмерность ребер границы dD). 

2.3. Отображения «на». В этом пункте приводятся результа­
ты, показывающие, что для любых областей Д G c O из доста­
точно широкого класса существует сюръективное голоморфное 
отображение f : D-+G. 

Теорема 11 ({48], [49]). Пусть Q — связное паракомпакт-
ttoe n-мерное комплексное многообразие. Тогда существуют ло­
кально биголоморфные отображения из поликруга Ап и шара 
Вп на Q и число N такие, что число прообразов любой точки 
wGQ меньше N. 

Лёв [59] предложил простую конструкцию области DczCn, 
которую нельзя голоморфно отобразить на шар. В качестве D 
берется шар Вп, из которого удалена последовательность сфе­
рических слоев ^={2бСп : r v ^ | z | ^ s v } , имеющих маленькие 
адырки», чтобы D было связно. Голоморфное отображение 
f ; D~+Bn можно продолжить в шар Вп. Считая, для простоты, 
что f(0)=0, для якобиана имеем очевидную оценку |r(2)l*-S 
j^.ni[e(z, дВп]~п. Поэтому, если К„ достаточно плотны, то объ­
ема }(D) не хватает, чтобы покрыть весь шар Вп. 
• Теорема 12 ([59]). Пусть ВпсСп—шар и редВ*. Тогда 
существует голоморфное отображение /:.вд->-Дп., которое сюръек-
тивно на любом шаре ВаВп таком, что р£дВ. 

Если D с С1— произвольная ограниченная область с (^-грани­
цей, то существуют такие шары В1, Вп с общей граничной точ­
кой, что BnczDc:Bn* Из теорем 11 и 12 теперь вытекает, что D 
можно голоморфно отобразить на любую область GcCre. 

Глава 2 
СООТВЕТСТВИЕ ГРАНИЦ И ГОЛОМОР1ФНАЯ ЭКЬИВАЛЕНТНОСТЬ 

§ 1. Непрерывное продолжение 

1.1. Метрика Каратеодори. Напомним, что расстоянием Ка-
ратеодори между точками р, q области Dc:Cn называется 

cD(Plq)^ supln 1 - | Л ( Л | , 
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где Op = Op(D, U)={heO(D):\h\<:l, ВД==0}. Хорошо извест­
но (см., например, [24]), что если область D ограничена, то св 
является метрикой, которая инвариантна при биголоморфных и не 
увеличивается при голоморфных отображениях. В частности» 
если QcD, то cD(p, q)<cQ(p, q) при /?, qQQ. 

При алгеброидных отображениях метрика Каратеодори мо­
жет и увеличиваться, но, оказывается, не произвольным обра­
зом, так как справедливо следующее обобщение классической 
леммы Шварца. 

Лемма 1 ([14]). Пусть D — область в Сп, л > 1 , и ш = 
= ц>(г) — алгеброидная в D функция степени т . Предположим, 
что |ф |<1 в D (т. е. при z£D все значения <f{z) лежат в круге 
|ш|<1) , ф(р)В0 для некоторой точки pBD и область QBp отно­
сительно компактна в D. 

Тогда существует такая не зависящая от ф постоянная г= 
= г(т, 0)..<1, что |ф(г) |<г для всех zGQ и всех ветвей функ­
ции ш = ф(г), получающихся аналитическим продолжением 
внутри Q той ветви, для которой ф(р) =0. 

А Обозначим через Op
m(D, U) = 0 множество всех алгеб­

роидных функций Ф, удовлетворяющих условиям леммы, 
через Фр—неприводимый росток (может быть, один из несколь­
ких) функции Ф в точке р, для которого фр(/?)=0. Пусть 
г(Ф)==$ир)Ф(^)| при условии, что учитываются только те зна-
чения Ф, которые получаются при аналитическом продолжении Ф̂  
по всевозможным путям внутри Q. Нам нужно показать, что» 
г=sup г (Ф) < 1. Для этого рассмотрим последовательность. 
<Pve<9, для которой г (Ф*)->г. Пусть 

Рт (w> z)=wm+a>iv (г) wm~l + .•«• +amy (z) 
•—суть многочлены Вейерштрасса функций Ф*. Так как |ф*|<1„ 
то коэффициенты akv равномерно ограничены в D и можно счи­
тать, что они равномерно на компактах сходятся к функциям 
ак^О(В). Тогда все корни многочлена Pm(w, z)=wm-\~ 
+Q>\ (z) wm~l + . . , + am (z) лежат в замкнутом круге j w | < L. 
Если для некоторого w&{ \ w \ = 1} найдется такая точка zxeD>, 
что Рт(щ, 2i)=0, то по принципу максимума Pm(wh z)=0 при 
всех 2-6-D- Это означает, что Рт можно разложить на множи­
тели 

Pm(w, z)^Pm~l{w, z){w—щ)!г> \,,*(w^-w,)l*9 

где wb . . . , ^6{ | ^ | == 1}, 1^1г+...+13 и все корни многочле­
на Рт_, лежат в круге | ^ | < 1 . Поэтому для некоторого е > О а 
всех z£Q корни Рт^ удовлетворяют условию |там<1—-3s. 
206 



По теореме о непрерывной зависимости корней от коэффи-
циентов многочлена, при z$Q все корни уравнений Pm(w, z)=^0f 
начиная с некоторого номера v0, либо лежат в круге \w\< 
<1—2б, либо удовлетворяют условию |-я>|>1 —е. Поэтому при 
аналитическом продолжении ростков ф£ внутри Q их значения 
лежат в круге |*0|<1—2в и в качестве r(m, Q) можно взять 
1-28. • 

Пусть Dc=Cn — ограниченная область, p£D и d*=e(p, dD)* 
Через 5(р, г), Во(ру г) будем обозначать шары с центром в-
точке р и радиуса г соответственно в обычной (евклидовой) 
метрике и метрике Каратеодори области D. 

Лемма 2 ([14]), Пусть Д GczCn — ограниченные области 
и f : D-*G — алгеброидное отображение степени т . Тогда для 
любого е£(0, 1) существует г>0, не зависящее от p£D, что 

/(B(p,erf))c5S(/(p),rJ 
(включение понимается в смысле леммы 1). 

< Так как В(р, ъй)аВ(р, d)czD и еб(0, 1) фиксировано, то-
по лемме 1 существует такое £6(0, 1), что для любых pQD 
и афт

р (D,U) имеем \a(z)\<c при zeB(P,&d). В частности, 
\$of(z)\<c для любой функции №Onp)(G,U). Отсюда выте^ 
кает, что f(z)GB£(f(p),r)f где r -^ ln i -^ . • 

1.2. Непрерывное продолжение. Естественно называть ал~ 
геброидную в области D функцию (отображение) 

wm-\-Oi(z)wm"1^ - . . +#m(2)=0 
непрерывной в I), если все коэффициенты a^O(D){\C (D). 

Теорема 3 ([14]). Пусть GcCrt—строго псевдовыпуклая 
область, DсС л —ограниченная область с Страницей и /:£>-> 
-^(/ — собственное алгеброидное отображение. Тогда / непре­
рывно в D-

< Очевидно, что D обязана быть псевдовьшуклой. Из каж­
дой точки ШдО цроведем отрезок [£, pQ] (PQ^PQQ) внутренней 
нормали к dD длины rf0, где^0>() достаточно мало- Для про­
стоты будем рассматривать только те точки £, для которых 
отрезки [£, ро] не пересекают множество точек ветвления / (они 
образуют множество SadD полной меры), и докажем, что для 
каждой ветви / равномерно по £б5 существует fQ*=* 
=- lim /(Р) . Отсюда, очевидно, будет следовать утверж* 

P~+Z,Pfc[po>t\ 
дение теоремьь 

Через pk обозначим точку отрезка [р0, £], для которой dk^ 
=e{pk>Q = d$r*i и пусть qk^f(Л). 6*—*(%, <?б). Заметим, 
что предложение 4 главы 1 без изменения легко переносится на 
собственные алгёброидные отображения, откуда 8k<cd%. В силу 
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леммы 2 и с учетом р&В(рь-ъ dk^/2)t найдется такое г>0 , что 
qk(*Bo (Ям» г) Для в с е х Уъ- Поскольку G строго псевдовыпукла, 
то BQ(qb-i>r)<zB(qk-i,kV&k), где R>0 зависит только от г 
и G (см. [И], [19]). Поэтому e(qk^b qk)<Rcl(d02-k)^2 и, значит, 
последовательность / (pk) сходится. Сходимость / (d) при 
>-*£, Р6[А>. £_вытекает из того, что f (\pfc-v Pk])c:B£(qk_b r ) c 
(nB(q^h RV&td- Эта сходимость равномерна по £б£, поскольку 
таковыми были все Оценки. • 

Замечания. 1) Дискриминанты Rv(z) компонент fv(z) 
являются симметрическими многочленами от коэффициентов их 
многочленов Вейерштрасса. Поэтому RvQO (D) П С (D). Если Е и 
£**-—соответственно множество ветвления и дискриминантное 
множество / , то из граничной теоремы единственности [10] 
следует, что Ъ{]дВ и E*f]dD— нигде не плотные подмножест­
ва границы. 

2) Если f голоморфно, то^из доказательства теоремы 3 сле­
дует, что/ удовлетворяет в D условию Гёльдера с показателем 
a==fi/2. Если, к тому же, D строго псевдовыпукла, то а= 1/2. Раз­
личные варианты теоремы 3 о непрерывном продолжении би-
голоморфных и собственных голоморфных отображений были 
получены в работах Г. А. Маргулиса [8], Г. М. Хенкина [19], 
С. И. Пинчука [9], Бедфорда, Дидериха и Форнесса [28], ![40] 
-и других. 

§ 2. Гладкое и аналитическое продолжение 

2.1. Теорема Феффермана. Принципиальное значение для 
всей теории голоморфных отображений имеет следующий ре* 
*зультат. 

Теорема 4. Всякое биголоморфное отображение f;D->G 
между строго псевдовыпуклыми областями £>, С? с О с (^-гра­
ницами продолжается до С°°-диффеоморфизма f{D-+G. 

Эта теорема была получена в 1974 г. Фефферманом ![44]. 
Первоначальное ее доказательство было весьма сложным. Оно 
включало глубокий и тонкий анализ асимптотики кернфункции 
Бергмана и граничного поведения геодезических метрик Берг­
мана. В настоящее время найдены новые подходы к доказа­
тельству этой теоремы (см. п. 2.4). 

2.2. Аналитическое продолжение. С теоремой Феффермана 
тесно связано следующее обобщение классической теоремьг 
Шварца, полученное в [11] (см. также ![56], |72]). 

Теорема 5. Пусть f : D-+-G — биголоморфное отображение 
между строго псевдовыпуклыми областями Z), GczCn с вещест­
венно аналитическими границами. Тогда f продолжается до би-
208 



S M l ^ T ? n о т о б Р а ж ™ некоторой окрестности замыкания D на окрестность замыкания О. 
, п З ™ 3 1 А а Ч И Г0Л0М°РФН0Й эквивалентности имеет значение •следующее 

Следствие 6. Строго псевдовыпуклые области с вещест­
венно аналитическими границами биголоморфно эквивалентны 
тогда и только тогда, когда биголоморфно эквивалентны их гра­
ницы. г 

З а м е ч а н и я . 1) Если в теореме 5 границы dD9 dG алгеб-
раичны, то и f алгебраично (Вебстер [71]). 

2) Теоремы 4 и 5 допускают локальные формулировки. Тео­
рема 5 является следствием теоремы 4 и следующего локально­
го утверждения. 

П р е д л о ж е н и е 7 ([11]). Пусть Г, ЛсС1 — строго псев­
довыпуклые вещественно аналитические гиперповерхности, 
I: Г-wY — непостоянное (^-гладкое С/?-отображение. Тогда f 
голоморфно продолжается в окрестность Г как локально биго-
ломорфное отображение. 

Опишем кратко схему доказательства предложения 7. Пусть 
р, Ф — строго плюрисубгармонические определяющие функции 
поверхностей Г, Л соответственно. В силу строгой псевдовы­
пуклости, отображение f голоморфно продолжается в некото­
рую область, примыкающую к Г со стороны р<0. 
Согласно предложению 5 главы 1, на Г имеем Г-т̂ О. Остается, 
таким образом, аналитически продолжить f по другую сторо­
ну Г. 

Вещественная аналитичность функций р и Ф означает, что 
локально^они раскладываются в ряды по степеням z, z, т. е. 
p = p(2, z), Ф=—.Ф(;г, г). Поэтому на Г имеем 

Ф (/(*). 7Й)=о. (1) 
Основная идея доказательства состоит в том, чтобы в этом 
уравнении разделить голоморфные и антиголоморфные составляю­
щие, а затем применить принцип симметрии. При п=\ разделе­
ние голоморфной и антиголоморфной частей достигается просто. 
По теореме о неявной функции (1) можно разрешить относитель­
но T:]T(z)^h(f{z)). При л > 1 одного уравнения (1) для такого 
разделения не хватает. Чтобы получить недостающие я— l урав­
нения, к (1) применяем касательные операторы Коти—Рима^ 
HaTv^pn^-Pv^n, v = l , . . . , п-l (считается, что i рас 
сматриваемой окрестности рпфО и поэтому Tv образуют в 
каждой точке £€Г базис в Ц(Т)). Полученную систему можно 
разрешить в виде f^fi(ftTf) по теореме о неявной функции. 
Условие этой теоремы о невырожденности соответствующего 
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якобиана выполняется и является следствием строгой псевдо­
выпуклости Л. 

Рассмотрим более детально случай, когда Г и Л совпадают 
со сферой 5 = { | z | = l } , а отображение f определено локально, 
в пересечении Г и некоторой окрестности Q точки £6Г. Для про­
стоты будем считать, что £= ('О, 1). Уравнения cp = 0, rv<p=0 
принимают вид 

Г _ (2> 

ft—X 

Эта система линейна относительно fk (z) и поэтому ее решение 
имеет вид 

/*(*)-#*(/(*). т/{г)), *егпа 
где i?fe —рациональные функции от f (z) и Tvf(z). He ограни­
чивая общности, мы можем считать, что отображение / голо­
морфно продолжается в Bnf)Q. Рассмотрим комплексную прямук> 
/={^gC,z: 22 = £2,..., 2п*=Сп}> гДе <?v=const. Если эта прямая 
достаточно близка к точке £, то она пересекает 5 лП^ по кругу 

п 

Д = {| 2Х | < г}, где г2 = 1 — 2 Iс* I2* Т а к к а к в н а ш е м случае 
V=2 

Зп
у = 2л л 2v;r~. то на границе <?Д имеем 

Т i (9\ Tdfk(z) -dfk(z)-dfk{z) г2 dfk (г) 

T f(~\ _ydfk(z) j dfk(z) 9 1 

Поскольку f голоморфно на Д, то отсюда вытекает, что на #А. 
значения Tvfh(z), а следовательно, и Rh(f(z), Tf(z)), совпадают 
с граничными значениями мероморфных в Д функций. Из 
принципа симметрии теперь следует, что при фиксированных 
z2 = C2,.-.> zn=cn функции fh мероморф>но продолжаются по Z\ 
в замкнутую комплексную плоскость С. Поэтому функции f* 
рациональны по г\. Аналогично можно показать, что / рацио­
нально по переменным гг, . . . , z n - i , а также по любому, близ­
кому к ним, направлению. По теореме Гурв'ица и Вейерштрасса 
f рационально по совокупности переменных. 

Отсюда легко получается 
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П р е д л о ж е н и е 8. Пусть Г — связное открытое подмноже-i 
ство сферы SczCn, п>1, и / : T-+S — непостоянное С7?-отобра-% 
жение класса С1. Тогда f продолжается до голоморфного авто­
морфизма шара 5 n = { | z | < l } . 

Этот результат иллюстрирует новый, специфически много­
мерный, эффект аналитического продолжения. Он впервые был 
получен Пуанкаре [62], а затем переоткрыт Александером [26]* 
Рудин [65] получил вариант предложения 8 при других предпо^ 
ложениях об отображении f. Его обобщение на области Зигеля 
получено А. Е. Тумановым и Г. М. Хенкиным i[18]. 

2.3. Применения. Мы теперь можем освободиться от предпо­
ложения о гладкости f вплоть до границы в предложении 5 
главы 1. Сначала рассмотрим случай шара. 

Теорема 9 ([27]). Всякое собственное голоморфное ото­
бражение f: Вп-^Вп (п>1) биголоморфно. 

^ Пусть Е с ^-—множество ветвления отображения /-*. 
В силу замечания 1) к теореме 3, на границе дВп найдется 
точка ®§Е{\дВп. Пусть SG/"1^)" Тогда, очевидно, найдутся 
такие окрестности £/э£, V9<*>» что F биголоморфно отображает 
Uf]Bn на Vf]Bn. По теореме Феффермана (локальный вариант) 
feC°°(U f]Bn) и, следовательно (предложение 8), /—автомор­
физм шара Вп^ ' 

Замечание . Как видно из доказательства, теорема 9 ос­
тается справедливой, если f: Вп-*Вп— собственное алгеброид-
ное отображение. 

Теорема 10 ([13]). Пусть/), GczCn — строго псевдовы­
пуклые области и f : D~*G — собственное голоморфное отобра--
жение. Тогда f локально биголоморфно, т. е. f'¥=0. 

Теорема 10 получается с помощью метода растяжения коор­
динат, применявшегося уже в п. 2.2 главы 1. При доказатель­
стве теоремы 10 аналогичные растяжения координат делаются 
как в образе, так и в прообразе. Это позволяет после предель­
ного перехода свести теорему 10 к теореме 9. 

2.4. Обобщения.' В последнее время найдены новые подходы 
к доказательству теоремы Феффермана. Один из них связан с 
работами Вебстера [73], Литейкой [57], [58], [32], Белла [29], 
[30], [31], Дидериха, Форнесса [41], i[42] и др. Этот подход ос-
нован на изучении проекции Бергмана и_в конечном счете упи­
рается в субэллиптические оценки для ^-оператора Неймана, 
которые, все-таки, нельзя признать элементарными- Более эле­
ментарным по существу является доказательство Ниренберга, 
Вебстера и Янга [61]. Наконец, отметим подход Лемперта [55], 
Связанный с экстремальными дисками. 

Рассмотрим некоторые обобщения теоремы Феффермана: 
Следуя Беллу, будем говорить, что область DcCn с ' С°°-грани-
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щей удовлетворяет условию .-?, если P(C°°(£>)) cC°°(D), где 
Р :£-(£>) {to}L2(D)Q О(D)—проектор Бергмана 

Pf(z)=$K(z,w)f(w)dVw. 
D 

Известно, что условию JR удовлетворяют строго псевдовыпуклые 
области с С°°-границами [53] и псевдовыпуклые области с веще­
ственно-аналитическими границами [43]. 

Теорема И ([31], [42]). Пусть D, QGCn—псевдовыпуклые 
области с С°°-границами, D удовлетворяет условию R и /:_)->• 
-> G —- собственное голоморфное отображение. Тогда / продол­
жается до С°°-отображения f:D->G. С учетом предложения 6 
главы 1 отсюда вытекает 

Теорема 12 ([41]). Пусть в условиях теоремы 11 область 
D строго псевдовыпукла. Тогда f локальный диффеоморфизм и 
область G также строго псевдовыпукла. 

Теорема 12 представляет собой положительное решение 
проблем, поставленных в п.п. 1Л и 1.2 главы 1, в случае обла­
стей с границами класса С°°. В случае границ меньшей гладко­
сти имеется следующий частичный результат. 

Т е о р е м а 13 ([13]). Пусть f: D-^G — биголоморфное 
отображение ограниченной выпуклой области DczCn с (/^-гра­
ницей (е>0) на строго псевдовыпуклую область GczC71. Тогда 
D также строго псевдовыпукла. 

Обобщение теоремы Феффермана на случай границ конеч­
ной гладкости получено Лемпертом [55] и Лигоцкой i[58]. 

Теорема 14. Пусть D, GczC* — строго псевдовыпуклые 
области с СА+4-границами (k>2) и /:£>~>G — биголоморфное 
отображение. Тогда / продолжается до Cft+1/2-диффеоморфизма 

Глава 3 
АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ 

И ГОЛОМОРФНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 

В этой главе рассматриваются вопросы голоморфной экви­
валентности вещественно аналитичежих строго псевдовыпуклых 
(сокращенно АСПВ) гиперповерхностей в О1, которые уже дав­
но привлекают к себе внимание.̂  Ряд инвариантов таких по­
верхностей был получен еще в работах Пуанкаре [62] и Сегре 
!{67]. Значительный прогресс в данном направлении связан с 
работами Э. Картана [36] и, особенно, Танаки [69], ;[70], 
Чжэня и Мозера [38], в которых решена проблема локальной 
голоморфной эквивалентности ростков АСПВ гиперповерхностей. 
Здесь излагаются только результаты Мозера о, нормальных 

-) Более подробное изложение этих вопросов см. в т. 7, ст. IV. 
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формах.АСПВ гиперповерхностей1 .̂ Обзор других результатов 
работ .[36] [38], [69], [70] можно найти в статье Бернса и 
Шнайдера [34] и в следующей статье V. 

С другой стороны, результаты п. 2.2 главы 2 показывают, 
что^голоморфная эквивалентность строго псевдовыпуклых обла­
стей с вещественно аналитическими границами равносильна го­
ломорфной эквивалентности (глобальной!) их границ —ком­
пактных АСПВ гиперповерхностей. Оказывается, что для таких 
поверхностей имеет место эффект аналитического продолжения, 
аналогичный предложению 8 гл. 2, и из локальной эквивалент­
ности АСПВ поверхностей во многих случаях вытекает их гло­
бальная эквивалентность. 

§ 1. Локальные преобразования вещественных 
гиперповерхностей и нормальные формы 

Простейшим примером АСПВ поверхности является сфера 
S={z£Cn : \z\ = 1}. С помощью биголоморфного преобразова­
ния 

Zn + i ' п zn + i 
ее можно перевести в поверхность, определяемую уравнением 

Уп-\'~г?. (1) 
Пусть теперь Гс=Сп — произвольная АСПВ гиперповерх­

ность. Попытаемся упростить локальное уравнение Г, ориенти­
руясь при этом на (1)., Определяющую функцию р поверхности 
Г можно выбирать различными способами. Чтобы освободиться 
от этой неоднозначности, удобно разрешить уравнение р=0 от­
носительно какой-либо вещественной переменной. Не ограничи­
вая общности, можно считать, что это уп. Тогда уравнение Г 
примет вид 

yn=F('z, % *»)', 
где правая часть вещественно-аналитична, т. е. раскладывает­
ся в степенной ряд по 'z, % xn. Фиксируем точку ££Г и вещест­
венно аналитическую кривую у на Г, проходящую через £. Бу­
дем считать, что у задается параметрическими уравнениями 

9г - 'г (т), zn=zn (т), т G (—to, то)» 
где 'JZ(T), z»(£) вещественно аналитичны, значение т=0 соответ-

-) Нормальные формы введены Мозером для более широкого класса ги­
перповерхностей, имеющих -невырожденную форму Леви. 
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ствует точке £, и у проходит через £ в некомплексном касатель­
ном направлении, т. е. 

(^(0), гЛ(0))бГС(Г)\ЗГ?(Г). 
Тогда справедливо 

П р е д л о ж е н и е 1. В окрестности точки £€.Г существует 
биголоморфное преобразование h (z), которое переводит у в 
прямую /2=0, гп=-т (т. е. h('z(x), zn(%)) = ('О, т), а гиперповерх­
ность Г в новых локальных координатах задается уравнением 

Уп~\'г\*+'%17м{'г.'г>хя); (2) 

где Fki — однородные многочлены степеней k, I no 'z, 'z соот­
ветственно, коэффициенты которых аналитически зависят от хп. 

Заметим, что в (2) отсутствуют члены вида Fko, FQh Fkh Fu. 
Чтобы еще более упростить уравнение Г, воспользуемся не­
единственностью преобразования координат, которое приводит 
это уравнение в окрестности точки ££Г к виду (2). Эта неедин­
ственность выражается прежде всего в том, что имеется свобо­
да в выборе кривой у и ее параметризации. Однако и после то­
го, как поверхность Г уже приведена к виду (2), можно до­
полнительно совершить преобразование 

{'г,гп)-+{и,л'г,гп), (3) 
где UZn — произвольная, голоморфная по zn. невырожденная 
(л-~-1)Х(я—1) матрица, унитарная при zTl=x:\U'rz\ = \rz\. 
Это преобразование оставляет на месте точки у и сохраняет 
при этом вид уравнения (2). 

Пользуясь тензорными обозначениями, определим свертку 
ttFkj = Gk-i,t-i многочлена 

l < a v , f ^ < / z - l 
(предполагается, что коэффициенты аав(хп) не меняются при 
всевозможных перестановках как индексов аь ...,afe, так и 
индексов pi, . ..,&). При k, l>\ полагаем 

где 

Это определение становится простым и наглядным при / t=2. 
В этом случае Fkl=a{x2)zk

lzi
i а UFkl=a(x2)z\~lzl{~1

 y 
т.е. i^H-ZiftrF*,. 
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Оказывается, что в окрестности любой точки £€Г существу­
ет такая локальная система координат, в которой £=0, а урав­
нение Г имеет вид (2), причем 

trF2 2 = 0, (tr)2F32=0, (tr)3F33=0. (4) 
В этом случае будем говорить, что уравнение Г в окрестности 
точки £ имеет нормальную форму. Заметим, что при п-=2 усло­
вия (4) означают, что F22=0- ^32==0, F33=0. 

Выясним геометрический смысл соотношений (4). Рассмот­
рим преобразование координат из предложения 7, и пусть в ка­
честве параметра на у берется хп. Тогда любая допустимая 
кривая задается уравнением /z = 'z{xn) (в этом случае 
Rezn(xn)=xny a lmzn{xn) определяется из уравнения Г). Ока­
зывается, что условие (tr)2Fz2=:0 в точности эквивалентно тому, 
что у удовлетворяет некоторому дифференциальному уравне­
нию 2-го порядка 

,5 = Q(^, /«>
,5, , i : l4) . (5) 

Само это уравнение достаточно сложно даже для сферы (1), 
однако известно, что в общем случае Q —рациональная (вектор-) 
функция от fz, rz с аналитическими по хю 'z, 'z коэффициента­
ми; ее знаменатели обращаются в нуль на комплексных каса­
тельных направлениях и только на них. Отметим, что условие 
(tr)2jF32 = 0 не нарушится, если взять другую параметризацию 
у или подвергнуть (2) преобразованию вида (3). Таким обра­
зом, (5) определяет на Г биголоморфно инвариантное семейст­
во кривых, которые называются цепями. Через каждую точку 
££Г в некомплексном касательном направлении проходит ровно 
одна цепь, и если поверхность Г задана уравнением вида (2), 
то прямая /г = 0, уп = 0 является цепью тогда и только тогда, 
когда (tr)2/732=0. 

Рассмотрим произвольную унитарную (п— 1)Х(п— 1) мат­
рицу Л. Оказывается, что существует единственное преобразо­
вание вида (3) с условием UQ=A И такое, что в новых коорди­
натах tr.f22=0. Матрицу А здесь можно интерпретировать как 
новый выбор ортонормированного базиса в Гю(Г). У нас ос­
тается еще свобода в выборе параметризации у. Новой пара­
метризации соответствует преобразование координат. 

{'ZtZ^ + iyqiz^'z, q(zn))9 

где.<7(0)--= 0, q(zn)=*q(zn). Такое преобразование сохраняет вид 
уравнения (2) и соотношения t rF 2 2 =0, (txfF^^O. Функцию 
q(zn) можно выбрать так, чтобы удовлетворить также условию 
(ttfF&=*0. Для этого q(xn) должно удовлетворять несложному 
дифференциальному уравнению 3-го порядка. Так как заранее 
требуется, чтобы ^(0)==0- то решение этого уравнения опре­
деляется двумя начальными условиями q(0)=a, #(0)=р. 
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Таким образом, приведение Г к нормальной форме неодно­
значно. Оно зависит от следующих параметров (начальных 
условий): 

а) точки £6Г, которая соответствует началу координат в нор­
мальной форме; 

б) направления обГс(Г)\Г; (Г), которое определяет цепь 
7, имеющую в нормальной форме уравнение 'z=6, r/n = 0; 

в) выбора ортонормированного базиса в Г£(Г); 
г) двух вещественных параметров, определяющих парамет­

ризацию у. 
Имеет место основная 
Теорема 2 ([2], [38]). Пусть Г с ( > — АСПВ гиперповерх­

ность, заданная уравнением yw=F{fz/z,xn). Каждому набору 
начальных условий а)—г) соответствует единственное голо­
морфное преобразование h= (Ль . . . , An), приводящее уравне­
ние Г к нормальной форме (2), (4). Отображение h и коэффи­
циенты FM в (2) непрерывно (и даже аналитически) зависят от 
этих начальных условий и функции F('z, 'z, хп) (последнее, 
например, для К означает, что каждый коэффициент тейлоров­
ского разложения функции hk в точке £ зависит только от ко­
нечного числа тейлоровских коэффициентов функции F('z, rz> 
хп) и в той же точке и эта зависимость аналитична), а радиусы 
сходимости рядов, определяющих h и соответствующее нормаль­
ное уравнение (2), оцениваются снизу некоторой положитель­
ной функцией, непрерывно зависящей от параметров а)—г). 

Простейшим следствием теоремы 2 является теорема Пуан­
каре—Александера (предложение 8 главы 2). Действительно, 
нормальная форма сферы имеет вид г/п-== | / ; г12- Нетрудно прове­
рить, что каждый набор начальных условий а)—г) определяет 
единственный дробно-линейный автоморфизм поверхности уп=-
= | /2|2 . Поэтому всякий локальный ее автоморфизм является и 
глобальным. 

В случае произвольной АСПВ гиперповерхности ГсгО, пре­
образование А, осуществляющее переход от одной нормальной 
формы к другой, уже, вообще говоря, не обязано быть дробно-
линейным. Однако справедливо 

П р е д л о ж е н и е 3 ([38]). Пусть в окрестности начала ко­
ординат уравнение АСПВ гиперповерхности Гс=Сп имеет нор­
мальную форму (2), (4), а z~+h(z)—биголоморфное отобра­
жение окрестности ЙВО, переводящее прямую 'z=.0, уп=0 в 
себя. В этом случае поверхность А (Г) имеет нормальную фор­
му тогда и только тогда, когда А есть дробно-линейное преобра­
зование вида 

^•^А-Ш-и™-ьШ-' <б> 
где U: Cn_1 унитарно, a, &GR, афО. 
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Таким образом, в окрестности любой точки локальное урав­
нение АСПВ гиперповерхности может быть приведено к кано­
ническому виду — нормальной форме (2), (4). Такое приведе­
ние неединственно и зависит от конечного числа пара­
метров б)—г). Как показано в [35], [74], эту (неединственность 
можно ликвидировать в точках «общего положения» — так на­
зываемых неомбилических точках — за счет наложения неко­
торых дополнительных условий на коэффициенты F22, F32 при 
л>2 и jp42- F4&9 5̂2 при п = 2. В полученной «усиленной» нор­
мальной форме коэффициенты FM образуют полную систему 
инвариантов Г. Поэтому множество всех классов эквивалентно­
сти (по отношению к биголоморфным преобразованиям) рост­
ков АСПВ поверхностей зависит от бесконечного числа пара­
метров. 

Основные результаты теории нормальных форм переносятся 
•с вещественно-аналитических поверхностей на поверхности 
класса С00, но формулируются они в этом случае в терминах 
формальных степенных рядов без каких-либо утверждений от­
носительно их сходимости. Отсюда следует, что и гиперповерх­
ности класса С00 имеют очень большой, зависящий от бесконеч­
ного числа параметров, набор С^-инварнантов. Поэтому вполне 
естественным и, в каком-то смысле, «очевидным» представляет­
ся результат работы [35] (точную его формулировку мы не 
приводим) о том, что строго псевдовыпуклая область «общего 
положения» с С°°-границей не имеет голоморфных автоморфиз­
мов, отличных от тождественного, и «почти всякая» сколь угод­
но малая ее деформация приводит к области, не эквивалентной 
исходной. 

Если связная АСПВ поверхность Г в окрестности некоторой 
своей точки £6Г локально биголоморфно эквивалентна сфере, 
то она, очевидно, будет локально эквивалентна сфере и в ок­
рестности любой другой своей точки. Такие поверхности назы­
ваются сферическими; они образуют хотя и очень частный, но 
важный класс АСПВ поверхностей. Для них имеет место 

Предложение 4 ([11]). Пусть Г с О — связная АСПВ 
гиперповерхность, U — окрестность некоторой точки £6Г, f ;£/->• 
- > 0 — непостоянное голоморфное отображение и f(Uf\T)ciS 
(S={\z\ =1}). Тогда f продолжается по любому пути на Г как 
локально биголоморфное отображение. 

Приведем еще несколько результатов, связанных с нормаль­
ными формами. А. Г. Витушкину [3] принадлежит следующая 

Теорема 5. Пусть D, GczCn — строго псевдовыпуклые об­
ласти с вещественноаналитическими и |несферическим,и грани­
цами. Тогда существует такая окрестность QZDD, что все биго-
ломорфные отображения D на G голоморфно продолжаются в 
Q и там равностепенно непрерывны. 

Теорема 6 (Н. Г. Кружилин, А. В. Л обода [7]). Пусть 
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ГВО — несферическая АСПВ гиперповерхность. Тогда существу­
ет локальная система координат, в которой группа локальных 
.автоморфизмов Г, сохраняющих начало координат, является 
подгруппой группы U(n) унитарных преобразований. 

В ряде вопросов аналитического продолжения отображений 
«оказывается полезным видоизменение нормальной формы (2), 
(4), предложенное А. Г. Витушкиным [4]. Оно получается из 
(2), (4) при помощи преобразования 

('z,zn)M2U('z)l(i + zn); (i-zn)l{t+zn)). (7) 
которое переводит (2) в поверхность, определенную в окрест­
ности точки 'z=0, p==l, 6=0, уравнением 

l^p2 = | / ~ | 2 + 2<IW('£, ' £ хп), (8) 

где zn = peiB. При этом условия (4) переходят в условия 
tr<D22=0, (tr)2<J)32=0, (tr)3<D33=0, (9) 

а прямая 72 = 0, уп = 0 — в окружность 'z=0, р = 1. 
Пусть дуга 7* принадлежит цепи 7 поверхности Г. Норма­

лизацией Г по дуге 7* называется локально биголоморфное в 
окрестности 7* отображение h> которое переводит Г в поверх­
ность вида (12), (13), а у* — в окружность р=1, 'z=0. 

Для нормальных форм (8), (9) остается справедливым пред­
ложение 3 с тем единственным изменением, что вместо преоб­
разований (6) теперь надо рассматривать преобразования вида 

('*, zn) + {VFi&U(!z\ q(zn% (10) 
где q(zn) = eia Zn~Z.a ( [ а |<1 , agR)-—произвольный дробно-

1—azn 
линейный автоморфизм круга | zn | < 1. Отсюда вытекает следую­
щее свойство нормальных форм (8), (9), дающее им преимуще­
ство по сравнению с (2), (4). 

П р е д л о ж е н и е 7 ([3]). Всякая нормализация АСПВ по­
верхности Г по дуге у* цепи у неограниченно продолжается 
вдоль 7 и тем самым задает нормализацию Г по всей цепи у. 
Если к тому же, приращение нормального параметра 0 вдоль 
дуги у* равно 2як (k — целое), то и приращение любого друго­
го нормального параметра 0 также равно 2я&. 

§ 2. Аналитическое продолжение локальных отображений 
Пусть Г и Л — связные АСПВ гиперповерхности в Сп, при­

чем Л компактна. Пусть в окрестности U некоторой точки £6Г 
определено непостоянное голоморфное отображение f:f/->Cn 

такое, что f(U(]T)czA. Если Л—сфера |~| = 1, то f аналитиче-
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ски продолжается по любому пути на Г (предложение 4). Воз­
никает естественная гипотеза о том, что такое продолжение 
имеет место и в общем случае. Это, однако, не так, как показы­
вает следующий пример Бернса и Шнайдера [33]. Пусть 

Г={^бС2:у 2 = |2:1|2}, 
A={z£C2:$inln\z2\ + \zl\2 = 0, бг-я<|22 |<1}. 

Тогда отображение f (zb z2) = (zilYz2, eilTlZ2) при подходящем 
выборе ветви lnz2 отображает Г\{0} в Л, но не продолжается 
в точку 2==0. 

Поверхность Г в приведенном примере любопытна тем, что 
она является неодносвязной компактной сферической гиперпо­
верхностью. Именно это обстоятельство служит главным пре­
пятствием к продолжению / в точку 2=0. Как это, на первый 
взгляд, ни странно, случай неодносвязных сферических поверх­
ностей в № является исключительным в том смысле, что только 
для них сформулированная выше гипотеза об аналитическом 
продолжении перестает быть верной. Справедлива 

Теорема 8 ([12]). Пусть Г, Л с: С1 — несферические 
связные АСПВ гиперповерхности, причем Л. компактна. Пусть 
существует непостоянное голоморфное отображение f некоторого 
открытого подмножества Г*сГ в Л. Тогда / аналитически про­
должается по любому пути на Г как локально биголоморфное 
отображение. 

Полное доказательство теоремы довольно сложно и здесь 
нет возможности его изложить. Можно лишь пояснить, почему 
сферический случай в этой теореме является исключительным. 
Сферическая поверхность уп=\^\2 допускает автоморфизмы 
вида 

('z,zn) + {^U('z),\z^ (И) 

где 6>0, U: C^-^C71""1 унитарно. При 6-Я) отображение 
(11) осуществляет неограниченно большие растяжения. Ана­
логичная ситуация имеет место в примере Бернса—Шнайдера 
в окрестности точки z=0. В несферическом случае подобные 
растяжения невозможны, что по существу доказано в п. 2.2 
главы 1. 

Все основные результаты Мозера о нормальных формах так­
же справедливы и для вещественно аналитических гиперпо­
верхностей, имеющих невырожденную форму Леви. Поэтому 
естественно было бы попытаться обобщить и теорему 8 на слу­
чай таких поверхностей (на комплексных многообразиях). Од­
нако при отображениях несферических гиперповерхностей с не­
вырожденной, но незнакоопределенной формой Леви, сколь 
угодно большие растяжения, аналогичные (11), оказываются 
возможными. Соответствующий пример построен В. К. Бело-
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шапкой [1]. Причина этого состоит в том, что отображение (11)-
сохраняет нормальную форму таких поверхностей, если U — 
псевдоунитарное преобразование, сохраняющее соответствую­
щую незнакоопределенную эрмитову форму. Но такое преобра­
зование U, как и его обратное, может иметь сколь угодно боль­
шую норму. 

Недавно А. Г. Витушкиным, В. В. Ежовым и Н. Г. Кружи-
линым [5] получено другое доказательство теоремы 8 в более 
общей ситуации, когда Г, Л — АСПВ гиперповерхности в произ­
вольных комплексных «-мерных (п^2) многообразиях. Оно по­
лучено при помощи нормальных форм вида (8), (9). 

Из теоремы 8 сразу получается 
Теорема 9 ([12]). Для того чтобы строго псевдовыпуклые 

области D, ОсСл с односвязиыми вещественно аналитическими 
границами были биголоморфно эквивалентны, необходимо и до­
статочно, чтобы нашлись точки p£dD, q£dG, их сколь угодно 
малые окрестности U^p, V^q и биголоморфное отображение 
f:Ur\dD^Vf]dQ. 

В случае неодносвязных АСПВ границ из голоморфной эк­
вивалентности их кусков, вообще говоря, уже не следует экви­
валентность самих областей, так как при аналитическом про­
должении вдоль границы теперь может получиться многознач­
ное отображение. Соответствующие примеры легко строятся, но 
они также оказываются исключением из правила. 

Назовем АСПВ гиперповерхность Г вполне неоднородной,, 
если окрестности (относительно Г) любых двух различных точек 
Рь АбГ голоморфно не эквивалентны, т. е. не существует 
биголоморфного отображения АгС^пГ-^гЛГ (где и$Ръ U2dp2) 
такого, что h(pi)=p2. Вполне неоднородность АСПВ гиперпо­
верхностей есть свойство общего положения. Теорема 9 
остается справедливой для произвольных строго псевдовыпук­
лых областей D, GczCn с вещественно аналитическими и впол­
не недородными границами. Действительно, такие границы оче­
видно несферичны. Поэтому любое биголоморфное отображение 
/ : UC\dD-+-Vf\dG, в силу теоремы 8, аналитически продолжает­
ся по любому пути на dD, а поскольку dD, d\G вполне неодно­
родны, это продолжение будет однозначным. 
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