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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 
1977 ' МАТЕМАТИКА № 5 (180) 

УДК 517.51 

В. П. Цветков 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ БЕРНШТЕИНА-СЕГЕ 

В работе [1] построен класс ортогональных на [— 1, 1] с весом 
р(х) = (\ — х2)1/2(\ + £V) _ 1 ( | £ | < ° о ) многочленов <оя (k, x) 
(я—О, 1, 2,...), имеющих следующее выражение: 

mn(k, x) = Nn[$kvn(x) + lkvn_2(x)], (l) 
где Л/„ — нормирующая постоянная, п>\, vn(x) — многочлены 
Чебышева второго рода, 

в = _ V ± ± E ± ± . v = VTTF—1 
P A 2 > ift • л ' 

Выберем нормирующую постоянную Nn так, чтобы коэффициент 
при старшей степени многочлена ®n(k, x) был равен единице 
Шп = 2~"(У 1 + А2 + I) -1]. Будем обозначать эти многочлены через 
<*>n(k, x). Таким образом, 

ш„ (А, л) = гГ„ (х) + <хЯ-2 С*), (2) 
где 

" '. УГ+~¥—\ aft = — . 
4СУТТР + 1) 

Используя метод 3. С. Гриншпуна [2], выведем для многочленов 
®n(k, x) дифференциальное уравнение. Без доказательства это 
уравнение приведено в [1] (с. 172). 

Докажем.. предварительно следующие вспомогательные пред­
ложения. 

Лемма 1. Многочлены Чебышева первого рода Та(х) выра-
жаются через многочлены Чебышева второго рода vn(x): 

T „ W = B „ W - 1 / 4 V 2 W ( Й > 2 ) . (3) 

Доказательство устанавливается непосредственной проверкой. 
Лемма 2. Для любых натуральных п > 3 справедливо равен­

ство 

- x2Zn (k, x) + x(l- x2)Zn (к, х) = / \ nvn(x) + F% Я - 2 С*), (4) 
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где 

2м. — 1 
«* = — ; — . Ч 

Рг,п=-(П+1)Х2 + Щп, F2in-ak(n-l)x2 + %, 
1 УТ+Т2

 Ф 

VT+P + l ' " 2 
( й + 1 ) - а А ( я - 1 ) . (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя (2), рассмотрим левую часть 
выражения (4). Имеем 

— х2 шп (k, х) + х (1 — Л;2) W'„ (k, х) = — х2 [vn {x) + akvn_2 (x)] + 

+ x(l-x2)[v'n(x) + 4v'n_2(x)]. 

Производная многочлена 

vn(x) 
sin (л + 1) arc COSJC 

2п УТ-
равна 

следовательно, 

Vn (X) ' 

Vn-2(X) ' 

xvn(x) — (n-j-l)Tn+l(x) 
1-х* 

•*Рв-2 (X) — (Я — 1) Г„_1 (х) 
1-х2 

Используя лемму 1 и рекуррентное соотношение для многочленов 
Чебышева второго рода, выразим многочлены Тп+1 (х) и Tn_i (х) 
через многочлены vn(x) и ?)я_2(д:): 

Т„+1(х) 8х*уп (•*) — 4vn (Х) — vn-2 (х) 
Гх ~~ ' 

Avn (х) + Щ-2 (х) — 2x2v„-2 (х) 
2х Тп-г(х) = 

Следовательно, имеем 

— Х2шп (k, х) + X (1 — X2) а>'„ (k, х) = 

vu(x) + 

- { в » . ( я - 1 ) х 8 - 1 [ 1 ( я + 1 ) - « А ( « - 1 ) ] } ^ - а ( - « ) . 

откуда и следует справедливость леммы 2. 
Лемма 3. Для любых натуральных п>2 справедливо тож­

дество 

(/*+1)х2 + 1 ( я + 1 ) - 2 ( я - 1 ) а , 

(1 — х2) Z"n (k, х) — Зх«>'„ (k, х) — o)n (k, х) = 

= - {п + \fvn{x) - я ^ я , - lfon i(x). (6) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Составим левую часть выражения (6). 
Имеем 

(1 - x2)Z"n (k, х) - Зхшя (k, х)- шя (kx) = 

= (1 — X2) [v'n (x) + akv"„-2(x)\ — Зх [v'n (x) + akv'„-2 (x)] — 

- К (*) + а Я - 2 (•*)] = (1 - *') V"n (X) - 3xv'„ (X) + 

+ n(n+2)va (х) -п(п + 2) vn (х) + а, [(1 - х2) v"n_2 (х) -
~ / ''' ~ ~ 

- Zxv'n-2 (•*)] + n(n + 2) vn_2 (х) - Чп {п - 2) vn_2 (x)— 
-^n{x)-akZn_2{x). (7) 

Но многочлены Чебышева второго рода vtt(x) удовлетворяют диф­
ференциальному уравнению 

(1 - х2) v"n (х) - 3xv'n (x) + n(n + 2)vn (x) = 0. (8) 
Поэтому из (7) и (8) следует справедливость леммы 3. 

Т е о р е м а . Многочлены. <&n(k, х), ортогональные на'[—1, 1] 

по весу р (х) = (1 — х2)2 (1 + k2x2)~l (| к | < со), для всех натураль­
ных « >• 3 удовлетворяют дифференциальному уравнению 

Ап(х)У" + Вп{х)у' + Сп{х)у = 0, (9) 
где 

Ап(х)=^Ьпх*+(Ъп-,п)х2+*а, 
Вп(х) = -х(Ьпх2 + Зхп + 2Ьп), 

Сп(х) = « V 2 + «(» + 2)тя + 8ФЛ. 
чп = 4"h ("I - I*). К = (2(* ~ 1)».' У = ?, (*. *)• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из лемм 2 , 3 й формулы (2) для всех 
натуральных д > 3 получаем совместную систему тождеств 

. (1 -х2)Z"n(k, х) -3xZ'n(k, х) -Zn(к, x) = 

= -(л+1)Я<*)-Мл-1)Ч-2.(*). 
- х2ш„(k, x) + x(l- x2)Z'n (k, x) = Fit Я ( x ) + F2t Я - 2 (x), 

% (A, x) = г>„ (jf).+ аЯ_2 C*J. 
Результатом исключения (или условием совместности) из системы 
•?„(*) и v,n_2(x) получим, что многочлены v>n(k, x) тождественно 
удовлетворяют дифференциальному уравнению, записанному 
в форме равенства нулю определителя третьего порядка, поэтому 
имеем ••.,•• 



Л20 В. П. Цветков 

i\-X*){F%n-akFltn)Z"n{k, X)-

- [3*(F2 ,п-«Ап) + 4пЧх(1 - *2)] К(k> х)-

- W2, п-%^,п)-Ч (й ~ .1 )**' + ** (» + 1 ).V ~ (Л + 1 ) Ч . + 

+ ak(ti-~l)2Fltn}Zn(k, х) = 0. . 
Положим 

An(x)^2(\-x2)(F2tn~F^n), 
Вп (х) = - 2 [3* (/v, „ - /ч, „) + 4ла** (1 - х% 

Сл (х) = - 2 [/=,, „ - Flf „) - а, (я - 1 fx* + а „(я + 1)V -
-(«+l)2 /72,„+a f t(«-l)2 /= ' l i B] . 

Пользуясь обозначениями леммы 2 и настоящей теоремы, упростим 
коэффициенты Ап(х), Вп{х) и Сп{х). Имеем 

An(x)*=2(l-x2)(F2in-akFlftt) = 
==2(1 - * 2 ) Ы й - 1)** + ф„ + а4(л + 1)х2-ЩЛ] = 

= (1 - л:2) [Я (2I» - 1) х2 + Ця (1 - v)\ = (1 - А;2) (8И^2 + .„) = 
^-Ъпх* + (Ъп-ъп)х2 + 1п< 

Вп {X) = -6х ( / \ n-4Fln)~ 8nV (1 - л:2) = 

= — 6л: Г-ял:2 (2р. — 1) -+- 2ф„(1 — \i]-2nx(l-^X2) (2|» - 1) = 

==*'(8>» + Зтя + 28я). 

С„ (х) = - 2 (/?2;„ - а ^ „) + 2аА (я - 1)V - 2ай (я +. 1)2Х2 + 
+ 2 (я + 1 )V2., - 2аА (я - 1 ) 2 ^ „ = - 2 (/v, „ - a, Flt „) + 
••••+ 8яа^2 + 2 ( / \ „ - Ч Ft> „) + 2я2 {F% „ - аА ̂ „ ) + 

+ 4я(/=-2>„-ай,Р1( „ )=2Я(2 |А - 1)л:2 + 2я2[|ял:2(2|* - 1) + 2ф„(1 —^)] + 

•1-Х2 (2ц - 1) + фя + ф„ (2ц - 1)] = 28„л:2 + я \ * 2 + + 4я 

+ п\ - 28„х2 + Щп + ЦпЬп = я\л: 2 + я (я + 2) тя + 8ф„8„ 

Положив о)„ (£, Л:) = у, завершаем доказательство теоремы. 
З а м е ч а н и е . Непосредственной проверкой легко показы­

вается, что многочлены <o0(k, х), ш, (k, х) и ш2(к, х) также удовле-г 
творяют уравнению (9). 
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(аннотация статьи, принятой к печати) 

Пусть/(да, г) — голоморфная функция переменных w6 С , s = (zt Zn)GC" 
dkf(Q О) 

в окрестности точки (0, О) = (0; 0,..., 0) 6 Сп+\ /(0, О) = 0, . ' = 0, 
OWR 

dmf(0. О) k~l т — 1, —— *£0. Показывается, что коэффициенты псевдо-
013} 

полинома wm + Й! (z)wm~l + ... + am(z), определяемого подготовительной тео­
ремой Вейерштрасса для функции / в точке (0, О), выражаются формулами 

ik (z) = — — [sk («) + а, (г) sft_i (г) + ... + ДА-I (г)«i (0], 

**(*) £• 
(— \)rk dmr~kgr(w, z) 

(mr — k)\r dwmr-k 

/ dmf(0, O) 
A = l, . . . , m, где g(w, z) = f(w, z)-m\ —— —wm. (Работа поступила 

/ owm 

в журнал „Математика" 25 V 1976.) 

8 В-206. Математика 


