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Представлен подход к моделированию воздействия ледяного поля на цилиндриче-
скую вертикальную опору, а также детальный обзор сопутствующих сложностей. 
Приведены сведения о реологии льда используемой механико-математической мо-
дели, позволяющей добиться баланса между точностью результатов моделирования 
и необходимым объемом вычислительных ресурсов. Описан численный метод, а 
также некоторые особенности моделирования и приемы, позволяющие преодолеть 
ряд трудностей, связанных с ресурсоемкостью вычислений. Обсуждаются харак-
терные картины разрушений ледяных полей и распределений давления на опоры. 
Численные результаты, полученные в данной работе, демонстрируют возможность 
практического приложения механико-математической модели и её программной 
реализации к задачам безопасности нефтегазовых платформ на шельфе Арктики. 
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This paper describes an approach to numerical simulation of ice field impact on cylinder 
vertical offshore structure, as well as detailed review of related complications. The paper 
presents information on ice rheology, a continuous mechanics model used, which makes 
it possible to achieve a balance between accuracy and amount of computational resources 
needed. The description of the numerical method, and also some features of the simula-
tion and techniques, which allow to overcome a number of difficulties associated with 
the resource-intensive calculations, are given. Typical destruction patterns of the ice 
fields and pressure distributions on structures are discussed. Presented numerical results 
demonstrate applicability of ice model and implemented software to industrial problems 
of safety of oil and gas platforms on the Arctic shelf. 
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Введение 
 В последнее время интерес к численному моделированию взаимодейст-
вия крупных ледяных образований (КЛО) со стационарными морскими ледо-
стойкими платформами (СМЛП) стремительно возрастает в связи с актив-
ным освоением нефтегазовых месторождений Арктического шельфа. Так-же 
этот интерес мотивирован невозможностью проведения полномасштабных 
натурных экспериментов. Среди всего многообразия ледяных образований 
(ледяные поля, айсберги, торосы) особое значение имеют ледяные поля, об-
разованные из однолетнего льда, как наиболее распространенное явление. 
 Результаты моделирования взаимодействия ледяного поля с опорой 
важны для проектирования СМЛП, которое осуществляется на основе ряда 
нормативных документов [1,2]. В этих документах заложены завышенные 
оценки, основанные на упрощенных теоретических моделях и эксперимен-
тальных данных. Такие завышенные оценки различных параметров (макси-
мальной нагрузки на сооружение, прочностных характеристик конструкци-
онных материалов и т.д.) приводят к значительным издержкам как на этапе 
производства, так и на этапе установки и последующей эксплуатации СМЛП. 
С помощью формул из нормативных документов можно оценить макси-
мальную нагрузку на объекты только лишь для ряда простых геометрий 
этих объектов и типовых сценариев их взаимодействия с ледяным полем. 
 На пути численного моделирования данного класса задач стоит ряд 
технических сложностей и фундаментальных вопросов при создании адек-
ватных математических моделей и эффективных алгоритмов для их чис-
ленной реализации [3]: 
  масштабный эффект: обобщение результатов лабораторных экспери-
ментов (измеренные механические, прочностные и др. параметры) на на-
турные полномасштабные эксперименты [4-6]; 
  неоднородность параметров льда и толщины ледяного поля [4,7]: па-
раметры неоднородности зависят от природных условий, требуют сбора на-
турных данных и статистической обработки; из-за неполноты исходных 
данных в некоторых случаях используются вероятностные подходы [8]; 
  сложная кристаллическая, вообще говоря, анизотропная, структура 
льда: морской лёд трансверсально-изотропный [9, 10]; 
  морской лёд слоистый, у каждого слоя свои механические и прочно-
стные параметры [11-13], которые зависят от температуры, солёности, по-
ристости [14-16]; 
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  существование различных скоростных режимов взаимодействия [17, 
18]: на малых скоростях в зоне контакта наблюдается перекристаллизация 
льда, образование микротрещин из-за сдвиговых напряжений и таяние по-
граничного слоя, что в совокупности называют пластическим режимом; ре-
жим поведения на высоких скоростях называют хрупким; максимальная же 
нагрузка при воздействии ледяного поля наблюдается в переходном режиме 
от пластического к хрупкому; наличие таких режимов определяет наблю-
даемые резонансно-вибрационные эффекты [19]; такое поведение, вероятно, 
описывалось бы вязкоупругопластической моделью, но открытым остается 
вопрос определения параметров этой модели; 
  контактная площадка носит случайный характер из-за неоднородно-
сти льда [20]: например, при низких скоростях из-за ползучести площадь 
контакта больше, следовательно, оказываемое давление меньше [21, 22]; 
  одновременное наличие принципиально разных с точки зрения чис-
ленного моделирования режимов разрушения: трещины, характерные для 
твердого тела, а также смесь из раскрошенного льда и более крупных ос-
колков; это и определяет «пилообразный» вид нагрузки на опору [22]; 
  при построении механико-математической модели поведения льда в 
интересующих сценариях предположение малости деформаций, вероятно, 
уже не будет выполняться; 
  необходимость значительного измельчения расчётной сетки в облас-
ти контакта в случае тонкого ледяного поля и широкого основания опоры 
ведёт к значительному увеличению требуемых вычислительных ресурсов; 
  длительность расчётов обусловлена тем, что практический интерес 
представляют как пиковые, так и средние нагрузки на опору, а максималь-
ные скорости движения ледяных полей порядка 0.1 м/с, и при использова-
нии явных схем интегрирования по времени необходимо вычислить десятки 
миллионов шагов, эквивалентных десяткам секунд реального времени кон-
такта ледяного поля с опорой; 
  необходим эффективный способ распараллеливания алгоритма кон-
тактного взаимодействия большого числа объектов на многопроцессорных 
вычислительных системах; 
  в некоторых сценариях возможна зависимость картины разрушения 
льда от способа разбиения расчётной области на расчётные ячейки; 
  в общем случае необходимо учитывать взаимодействие льда, воды и 
опоры. 
 В некоторых работах из-за относительной простоты реализации и вы-
сокой производительности используется дискретно-элементный подход 
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(DEM), в котором твердые недеформируемые шары соединяются пружина-
ми и другими нелинейными элементами [23,24]. В [25] рассматривается 
процесс наползания льда на наклонную поверхность. В [26,27] DEM ис-
пользуется для моделирования осколков льда. В [28] исследовалось воздей-
ствие ледяного поля на сооружения во время землетрясения. Такой подход 
в целом дает качественно верные результаты, но количественно менее точен 
по сравнению с подходами на основе уравнений механики сплошных сред. 
 В [29] для моделирования раздробленного льда в месте контакта ис-
пользуется метод SPH (отколовшиеся ячейки заменяются одной или не-
сколькими частицами, моделируя тем самым будто бы жидкую среду), на-
ряду со стандартным FEM (Finite Element Method) в рамках пакета LS-
DYNA, что, как показывает автор, дает более реалистичные картины раз-
рушения, но требует больших вычислительных ресурсов. 
 Большинство работ по численному моделированию воздействия ледя-
ных образований на стационарные морские объекты основаны на примене-
нии одного из известных коммерческих пакетов (LS-DYNA, ANSYS, 
ABAQUS) с различными вариациями постановок задач и использованием 
ряда экспериментально полученных зависимостей [30-35]. Также много ра-
бот по контактным взаимодействиям объектов со льдом посвящено соуда-
рениям судна с дрейфующим ледяным образованием [36-40]. 
 

Постановка задачи 
 В рамках данной работы проводится численное моделирование воздей-
ствия полубесконечного ледяного поля на вертикальную цилиндрическую 
опору. 
 Начальная скорость ледяного поля V0=0.1 м/с направлена вдоль оси OY 
(см. рис.1,2). Полубесконечное поле моделируется в предположении, что на 
расстоянии, большем трех диаметров опоры D=(4 м, 20 м), отсутствуют 
градиенты напряжений и скорости, с заданием граничных условий с посто-
янной скоростью на тыльной поверхности и симметрии скоростей на боко-
вых поверхностях. На фронтальной, нижней и верхней поверхностях заданы 
условия свободных границ. Опору считаем недеформируемой и неподвиж-
ной. Форма ледяного поля в плане – квадрат со стороной 6D (см. рис.2). Ин-
терес представляют как локальные нагрузки на опору (распределение дав-
ления вдоль поверхности контакта), так и глобальные (суммарная сила, дей-
ствующая на опору). Максимальная глобальная нагрузка согласно экспери-
ментальным наблюдениям достигается приблизительно в момент макси-
мальной площади контакта, поэтому для экономии вычислительных ресур-
сов в начальном положении центр опоры расположен на расстоянии 
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L=0.15D от фронтальной поверхности поля. Толщину поля полагаем равной 
H=2 м. Рассматриваемый участок опоры не превосходит по высоте двух её 
диаметров. Данной высоты достаточно для формирования скопления раз-
дробленного льда и учёта нагромождения льда путем подныривания и на-
ползания. 

 
Рис.1.   Типовая геометрия опоры и ледяного поля. 

 

 

Рис.2.    Схематичная постановка численного эксперимента. 
 

 В численных экспериментах лед считаем однородным ввиду недостат-
ка экспериментальных данных. 
 

Механико-математическая модель 
 Лёд имеет сложную кристаллическую структуру [41]. В механико-ма-
тематической модели поведения льда необходимо учитывать только наибо-
лее значимые эффекты, находя компромисс между степенью детализации и 
вычислительными ресурсами, необходимыми для моделирования. Для бо-
лее сложных моделей необходимо знание дополнительных констант, для из-
мерения и исследования которых потребуются специальные натурные экс-
перименты. Например, в [42], где рассматривается задача соударения айс-
берга с кораблем, отмечено, что скорость деформации ε  не включена в мо-
дель из-за малой экспериментальной проработанности. Авторам неизвестна 
единая механико-математической модель, описывающая поведения льда в 
широком диапазоне входных параметров (температур, скоростей деформа-
ции, характерных размеров объектов и др.). В рамках данной работы пред-
полагаем, что поведение льда описывается моделью упругопластической 
среды с учётом возможных неоднородностей, что соответствует современ-
ным тенденциям в моделирования льда [32,35,42-44]. Обычно небольшие 
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различия в моделях основаны на использовании экспериментальных дан-
ных. Например, усложняется вид зависимости порога текучести от давле-
ния. Однако принципиального характера такие модификации модели не но-
сят. В работе используется модель Прандля-Рейса с условием текучести 
Мизеса-Шлейхерта [45]. Систему определяющих уравнений можно запи-
сать в следующем виде: 
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iv  – компоненты скорости среды в данной точке, ij – компоненты тензора 

напряжений Коши, ij – компоненты тензора деформаций,  – плотность,  и 

 – параметры Ламе, 0k  и  – параметры материала, определяющие момент 

наступления пластического течения или хрупкого разрушения, а девиатор 
тензора напряжений ijs  и давление p определяются следующим образом: 

 ij ij ijs p    ,           / 3.ijp     

 В качестве критериев разрушения выбраны критерий по максимальным 
главным напряжениям, а также по максимальной пластической деформа-
ции. Согласно критерию по максимальным главным напряжениям, если 
максимальное главное значение тензора напряжений σ превышает некото-
рую величину max , то во льду возникает трещина. Критерий по макси-

мальной пластической деформации используется при переходе материала в 
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Так как после разрушения лед нужно описывать не как упруго-пластичный 
материал, а, скорее, как раздробленный, то необходимо скорректировать ме-
ханические параметры модели (1) в области разрушения. В данной работе 
рассматриваются два варианта такой корректировки. В первом варианте 
корректируется второй параметр Ламе при условии сохранения коэффици-
ента всестороннего сжатия 

     .  

При этом главные напряжения в случае растяжения полагаются равными 
нулю. Во втором варианте корректируется только предел текучести: 

 kk k     

где   и k  принимались равными 0.1. 

 В качестве исходных брались параметры льда из [46]: плотность ρ=  
= 910кг/м3, модуль Юнга E = 5.0109Па, модуль сдвига G = 1.87109Па, пре-

дел текучести k=2.2106Па, предел прочности на растяжение 6
max 1.1 10 Па   , 

деформация разрушения max 1p   . 

 Далее приведем дополнительные сведения о физико-механических 
свойствах льда. Физико-механические свойства льда зависят от его темпе-
ратуры и солёности. Вследствие чего параметры ледяных полей неоднород-
ны по глубине. Характерные зависимости представлены в [47-49]. В [14] 
указывается, что коэффициент Пуассона  можно считать постоянным в ши-
роком диапазоне температур (–3.6 –15C), солёности (0.113 – 6.1‰) и типа 
льда (одно- и многолетний). 
 Морской лёд – пористая структура, где поры заполнены либо возду-
хом, либо соленым рассолом. Прочность морского льда из-за сложной кар-
тины распределения солевых ячеек и его частично двухфазного состава в 
три раза уступает прочности пресноводного льда той же толщины [12]. Для 
учета пористости сред можно расширять определяющую систему диффе-
ренциальных уравнений модели, добавляя уравнение для удельного объема 
пор [50]. Иногда вместо упругопластической модели для льда применяют 
модель crushable foam [40, 51]. 
 Морской лед бывает двух типов (см. рис.3): зернистый (granular) и во-
локнистый (columnar). Зернистый лед – поликристаллическое вещество, т.е. 
состоящее из большого числа отдельных монокристаллов. Отдельные кри-
сталлы обладают анизотропией. У поликристаллов на макроскопическом 
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уровне наличие/отсутствие анизотропии определяется внешними фактора-
ми образования льда: в спокойной воде, например, в озерах, проявляется 
ортотропная анизотропия, в то время как морской лед можно считать изо-
тропным. У волокнистого льда наблюдается анизотропия, которая является 
следствием наличия тонких вертикальных пор в форме трубок. Для перехо-
да в зону пластичности при сжатии вдоль волокон к образцу надо прило-
жить примерно вдвое большее напряжение, чем при воздействии поперек 
волокон [52]. В [30] отмечено, что модуль Юнга E , измеренный для двух 
перпендикулярных направлений, для волокнистого льда отличается на 23%. 
А модуль Юнга для зернистого льда на 7% меньше, чем для волокнистого 
при сжатии поперек волокон. В [35] лед рассматривается изотропным, и для 
пластичности используется критерий Хилла (Hill’s yield criterion), вклю-
чающий в себя довольно много параметров, что затрудняет его использова-
ние. В [53] предлагается метод учёта микротрещин с помощью континуаль-
ной, анизотропной модели разрушения. 

 
Рис.3.     Типичная структура однолетнего льда. 

 

Численный метод 
 Провести численную аппроксимацию системы уравнений (1) достаточ-
но сложно ввиду нелинейности реологических соотношений (2). Восполь-
зуемся приемом расщепления упругопластических уравнений [54], произ-
водя пробную проверку и подходящую корректировку напряжений на каж-
дом шаге интегрирования по времени после их расчета по линейно-упругой 
модели: 



Моделирование разрывным методом Галёркина воздействия ледяного поля ... 119 

 
,

,

i j ij

ij ijkl kl

v

g

  
  




 (3) 

где  ( )ijkl ij kl ik jl il jkg           . 

 Поверхность 2: 2ij ijs s k  определяет в пространстве напряжений пре-

делы текучести. Используемый способ корректировки напряжений переме-
щает точку, соответствующую напряженному состоянию в случае :ij ijs s   

22k , назад к поверхности вдоль нормали к ней: 

 
2

0 0 0
0 0
2

( )
:

ij ij ij ij
pl pl

k
p p

s s
       , 

где индекс ноль относится к величинам до корректировки. 
 Систему уравнений упругости (3) в матричном виде в трехмерном слу-
чае для изотропного пространства в переменных напряжений и скорости 
можно записать в виде [54]  

 
( ) ( ) ( )

0,p pq q pq q pq qu A u B u C u

t x y z

   
   

   
  (4) 

где ,p qu u  ‒ компоненты вектора T( , , , , , , , , )xx yy zz xy yz xz x y zu v v v      
. В 

(4) и далее подразумевается суммирование по повторяющимся индексам. 
Собственные векторы матриц pqA , pqB , pqC  таковы: { , , ,p s ss c c c   


  

0,0,0, , , }s s pc c c , где ,p sc c  ‒ продольная и поперечная скорости звука в сре-

де. Пусть Rpq – матрица из собственных векторов матрицы Apq. Явный вид 
матриц Apq, Bpq, Cpq, Rpq представлен в [55]. Для построения численной схе-
мы рассмотрим систему уравнений (4).  
 Область интегрирования разбита на тетраэдры T(m). Предполагаем, что 
матрицы Apq, Bpq, Cpq постоянны внутри T(m). Внутри каждой ячейки реше-
ние системы (4) численно аппроксимируется как uh с помощью линейной 

комбинации из 
1

( 1)( 2)( 3)
6

N N N    не зависящих от времени полиноми-

альных функций l(x,y,z) степени не выше N, образующих базис, с носите-

лем T(m) и зависящих от времени через коэффициенты ( )ˆ ( )m
plu t : 

( ) ( )ˆ( ) ( , , , ) ( ) ( , , )m m
p lh plu x y z t u t x y z  . На границах элементов допускаются раз-

рывы в численном решении. 
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 После подстановки hu  вместо u в (4) вместо нуля в правой части полу-

чаем невязку. Потребуем, чтобы невязка была ортогональна всем базисным 
функциям ( , , )k x y z : 

  ( )

( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )
0.m

h p pq h q pq h q pq h q
kT

u A u B u C u
dV

t x y z

      
            

  (5) 

Интегрирование (5) по частям дает 

 ( ) ( )

4
,

( )
1

( )
m m

j

h p h j
k k pT T

j

u
dV F dS

t 



   


   

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.m
k k k

pq h q pq h q pq h qT
A u B u C u dV

x y z

   
       
   (6) 

 Второе слагаемое уравнения (5) не удается проинтегрировать непо-
средственно ввиду разрывности решения hu  и матриц pqA , pqB , pqC  на гра-

нице ячейки в общем случае. Эта проблема решается c помощью введения 

функции численного потока через ребро треугольника ,h j
pF . Известно 

большое число возможных вариантов задания численного потока [56]. В 
нашем случае наиболее естественно выбрать т.н. upwind flux, который от-
ражает волновой процесс решаемой системы уравнений. Нахождение up-
wind flux сводится к решению задачи распада произвольного разрыва Рима-
на. В случае рассматриваемого нами изотропного пространства многомер-
ную задачу Римана можно приближённо свести к одномерной (т.н. x-split 
Riemann problem [57]). В случае линейных систем гиперболических уравне-
ний одномерная задача Римана имеет аналитическое решение, и для случая 
уравнений упругости и акустики решена в [58]. 

 В (6) за ( )( )m
jT обозначены грани тетраэдра ( )mT , 1,2,3,4j , а за ,h j

pF  

обозначен поток через грань j  ячейки ( )mT  в глобальной системе коорди-

нат, задающийся следующими формулами: 

    ( ) ( )

( )( )

: 0 : 0
, j

m m j
i i

mm
pq i i

i s i s
R r r

 

    
  

, (7) 

 
( ) ( )( ) ( )1 1ˆ ˆ( ) ,     ( ) ,j jj j m mm mm min out

p pq p pqql l ql lu T u u T u      (8) 
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 

 

1
1 5

1

1 1
( ) diag sign( ), ,sign( ) ( )

2 2
1 1

( ) diag 1, 1,0,1,1 ( ),
2 2

in out in out
p p p pq pq q q

in out in out
p p pq pq q q

u u u R s s R u u

u u R R u u

 



    

     


  (9) 

 ( ), jm mh j
p pq lqlF T A u . (10) 

Индекс jm  соответствует ячейке, соседствующей с ( )mT  через общую сто-

рону с номером j; jm
pqT  – матрица перехода в систему координат грани 

(СКГ) jm , у которой ось абсцисс сонаправлена с внешней нормалью грани; 

pqR  − матрица, составленная из собственных векторов матрицы ( )m
pqA , соот-

ветствующих отрицательным собственным значениям ( )m
is , и 

( )jm
pqA , соот-

ветствующих положительным собственным значениям 
( )jm
is ; in

pu , out
pu  – 

пределы численного решения вдоль внутренней и внешней стороны грани j 

ячейки ( )mT  соответственно в СКГ jm  [58]; pu  – решение одномерной за-

дачи Римана в СКГ jm  [59]; ( )m
lqlA u  – численный поток в СКГ jm . 

 Объединив (7)–(10), получим конечную формулу для ,h j
pF : 

 
( ), , ( ) , ,, ,jmh in j m h out jh j

p pl l pl lF F F     (11) 

где  

 , , ( ) ( ) ( )( ) 1 11
ˆ( ) ( ) ,

2
jj mmh in j m m mm

pq qs qt tr tr rspl sk klF T A R R T u       
 

 

 
( ), , ( ) ( ) 1 11

ˆ( ) ( ) ,    
2

j jj m mmh out j m m
pq qt tr tr rspl sk klF T R R T u      

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )diag , , ,0,0,0, , , ,m m m m m m m
pq p s s s s pc c c c c c      

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )diag , , ,0,0,0, , , . m m m m m m m
pq p s s s s pc c c c c c   

После дискретизации по пространственным переменным уравнение (4) име-
ет вид 

   ( )

4
( ) , , ( ) ( )

( )
1

ˆ m m
j

m h in j m m
k lpl pl k lT T

j
u dV F dS

t 



     


    
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( )

( ) ( )

4 ( ), , ( )
( )

1

( ) ( )ˆ ˆ 0.

j
m

j

m m

mh out j m
pl k lT

j

m mk k
pq l pq lql qlT T

F dS

A u dV B u dV
x y




   

 
    

 

 

 
 (12) 

Далее уравнение (12) интегрируем по времени, например, методом Рунге-
Кутта высокого порядка точности. Пользуясь методикой [60], интегралы по 
базисным функциям можно рассчитать заранее. Описанная схема позволяет 
решать исходную систему уравнений с произвольным порядком аппрокси-
мации по пространству, фактически ограниченным лишь машинной точно-
стью. Порядок аппроксимации по времени определяется использующимся 
интегратором и также ограничен лишь машинной точностью. 
 Учёт контактных условий слипания [58], скольжения и сухого трения 
[61] осуществляется при решении одномерной задачи Римана. Граничные 
условия реализуются с помощью т.н. приёма ghost cells [56] и решения об-
ратной задачи Римана. 
 Отдельно выделим случай контактных разрывов, когда контактируют 
различные тела, либо части одного объекта. В работе используется подвиж-
ная лагранжева сетка. В описанном выше разрывном методе Галёркина ре-
шение относится не к узлу, а к ячейке, поэтому зона контакта определяется 
в виде набора контактирующих пар ячейка-ячейка (лежащих на поверхно-
сти). Выше описан способ обработки контакта только конформных ячеек, 
где касание происходит ”узел в узел” (согласованные сетки). Для несогла-
сованных сеток стандартным приёмом является переинтерполяция решения 
на конформные фиктивные (ghost) узлы или ячейки. Любое «воздействие» 

на решение в ячейке ( )mT  осуществляется благодаря учёту интеграла от 

численного потока по границе ячейки ( )m
h

k pT
F dS


 . Данный интеграл 

можно рассчитать численно с использованием, например, квадратурных 
формул интегрирования. Это необходимо, в частности, когда ячейка одного 
тела частично касается ячейки второго тела (по периметру контактной пло-
щадки), т.е. когда часть граничной ячейки должна обрабатываться как сво-
бодная граница, а часть – как контактирующая поверхность. При численном 
интегрировании для каждой квадратурной точки необходимо вычислить 

решение задачи Римана pu , причем in
pu  берем из самой ячейки ( )mT , а out

pu  

получаем с помощью интерполяции в той ячейке, куда попала опорная точ-
ка квадратурного метода интегрирования. Если опорная точка принадлежит 

только одной ячейке ( )mT , либо контактирующие объекты не воздействуют 
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друг на друга ( 0xx
  ), то она обрабатывается как свободная граница. По-

рядок численного интегрирования (число опорных точек) должен быть вы-
бран в соответствии с порядком N полиномов k . Фактически нет необхо-

димости в явном построении фиктивной ячейки (разложения в ней решения 
по базисным полиномам), а требуется лишь найти решение в опорных точ-

ках, лежащих вдоль границы ячейки ( )mT  в случае, если они принадлежат 
хотя бы ещё одной ячейке помимо m-й. В ходе моделирования будет проис-
ходить нефизичное проникновение контактирующих объектов, но, как по-
казали тестовые расчеты, их влияние незначительно.  
 Численный метод реализован в виде программного комплекса для моде-
лирования как 2D, так и 3D задач. Комплекс распараллелен для использова-
ния на вычислительных системах с общей и распределенной памятью [62-64]. 
 

Особенности моделирования 
 Как отмечалось во введении, сложности представляют высокие требо-
вания к вычислительным ресурсам, возникающие по следующим причинам: 
  использование явной схемы интегрирования по времени накладывает 
условие Куранта на максимальный шаг по времени; 
  относительно низкая скорость движения ледяного поля 0.1м/с  и не-

обходимость смещения поля на расстояние 2 ~ 1.2 6мL   требуют модели-
рования десятков секунд времени движения, что равносильно десяткам 
миллионов шагов интегрирования; 
  деформация ячеек при контактном взаимодействии приводит к изме-
нению их размеров, а следовательно, влияет на величину максимального 
шага по времени в силу условия Куранта. 
 Все описанные ниже приемы будут направлены на нивелирование дан-
ных сложностей.  
 Известным приемом является эрозия (удаление из расчёта) сильно де-
формированных ячеек. Так как шаг интегрирования определяется мини-
мальным отношением высоты ячейки к скорости звука среди всех ячеек, то 
значительная деформация хотя бы одной ячейки расчётной сетки приведёт 
к существенному замедлению расчёта. Если ячейка сдавлена из-за внешнего 
давления, то она просто удаляется из расчёта, образуя дополнительные 
(возможно внутренние) свободные границы, причем её масса неким обра-
зом распределяется по соседним ячейкам. Если же ячейка деформирована в 
результате того, что уже была ранее разрушена по сдвиговому критерию, и 
не сопротивляется растяжению, то она удаляется из расчета без перераспре-
деления массы, также образуя дополнительные свободные поверхности. 
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 В случае когда нет необходимости вычисления напряжений в опоре, а 
интересует только локальная нагрузка на поверхности и суммарная нагруз-
ка, то опору можно представить в виде твердого недеформируемого «закре-
пленного» (v = 0) тела. Такой случай реализовать достаточно просто в рам-
ках модели деформируемых тел, предполагая значение скорости звука бес-
конечно большим. Действительно, задав p sс c    для собственных век-

торов, соответствующих положительным собственным значениям смежной 

ячейки mj, и положив в ней скорость 0outv , получаем 0 v , что равно-

сильно условию закрепленной границы. Во всех ячейках, описывающих 
геометрию опоры, скорости и деформации не вычисляются, что несколько 
экономит вычислительные ресурсы. 
 Данный класс задач можно отнести к квазистатическим, когда волно-
выми эффектами можно пренебречь. Квазистатические задачи можно ре-
шать и с помощью динамических решателей. В выбранной механико-мате-
матической модели отсутствуют явные зависимости всех остальных пара-
метров от скорости, поэтому при искусственном увеличении скорости дви-
жения ледяного поля до некоторого значения, нагрузка на опору меняться 
не будет. Аналогично можно искусственно увеличивать плотность материа-
ла, тем самым уменьшая скорость звука в среде и увеличивая шаг интегри-
рования по времени. Увеличивать скорость движения ледяного поля и 
плотность можно до тех пор, пока вклад инерции остается незначительным. 
Оценку можно проводить, например, по графикам кинетической и потенци-
альной энергии от времени и ряду других критериев [65]. В момент началь-

ного контакта ледяного поля с опорой пиковая нагрузка 0
звука

льда льдас v  0 . 

Чтобы избежать разрушений «волновой» природы в момент первого кон-
такта с опорой должно выполняться условие 0 max   . Также следует плав-

но увеличивать скорость движения от 0 до 0v . 

 Для эффективного нахождения контактирующих ячеек использовалось 
AABB-дерево (axis-aligned bounding box) [65]. Для ускорения работы в дере-
во не добавлялись ячейки, которые заведомо не могут участвовать в столк-
новениях: боковые и тыльная поверхности льда и т.п. 
 

Результаты расчетов 
 На основе приведенных выше модели и алгоритма был создан про-
граммный комплекс и проведена серия расчетов, результаты которых пред-
ставлены далее. 
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Рис.4.     Неравномерная расчётная сетка (диаметр опоры D=4м). Область контакта. 

 

 На рис.4 представлена расчётная сетка из 4~ 4 10  тетраэдров. На 
рис.5 представлена картина разрушения и конечное положение льдины в 
данном расчёте. При данном соотношении порога пластичности и прочно-
сти на растяжение в картине разрушения присутствуют как области пласти-
ческого, так и области хрупкого разрушения (см. рис.6). Присутствует гори-
зонтальная хрупкая трещина в картине разрушения – cleavage crack. На 
рис.7 в правой части представлена картина напряжения во льду: компонента 
тензора yy  при начальной скорости ледяного поля, направленной вдоль 

оси OY. Более темный тон отвечает большей нагрузке. В области опоры на-
блюдаются области пластического и хрупкого разрушения. Левая часть 
рис.7 демонстрирует поверхность поля с явно выраженным скоплением би-
того льда в области опоры. 

 
 

Рис.5.    Картина разрушения ледяного поля при столкновении с опорой. 
 

 
Рис.6. Области разрушения ледового поля: полупрозрачный – область пластиче-

ского разрушения; отдельные грани ячеек – области хрупкого разрушения. 
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Рис.7. Картина напряжений во льду (компонента yy  при начальной скорости 

льда, направленной вдоль оси y). 
 

 На рис.8 показано распределение давлений на опору. Для упрощения 
интерпретации в расчёте предполагалось, что трение между льдом и опорой 
отсутствует (заметим, что разработанный программный комплекс позволяет 
задавать коэффициент трения  между контактирующими поверхностями). 
Давление действует по внутренней нормали к поверхности опоры n . На 
рис.8 показана только горизонтальная составляющая этой поверхностной 
силы yf : ( )yf p n j , где p  – давление, j – единичный вектор вдоль гори-

зонтальной оси. Для расчёта глобальной нагрузки yF  нужно проинтегриро-

вать yf  по поверхности опоры: y ys
F f dS  . В нижней части рис.8 показана 

зависимость глобальной нагрузки от времени. Максимальное значение на-

грузки достигает 75.3 10 Н. Уменьшение нагрузки до 73.6 10 Н соответст-
вует образованию горизонтальной трещины (см. рис.6). 

 

 
 

Рис.8.    Распределение давления по поверхности опоры. 

 Для случая D=20м расчетная сетка состояла из 49 10  ячеек. В резуль-
тате моделирования получили следующую картину разрушений (см. рис.9). 



Моделирование разрывным методом Галёркина воздействия ледяного поля ... 127 

 
 

Рис. 9. Картина разрушения ледяного поля при столкновении с опорой. 
 

 На рис.10 представлена картина напряжений (компонента yy  тензора 

напряжений в плоскости, проходящей на расстоянии 1 м от верхней и ниж-
ней поверхности поля) для конечного состояния расчёта, когда опора про-
резала лёд на 5.6м. Видно, что образовавшиеся радиальные трещины в зна-
чительной мере повлияли на распределение напряжений. 
 На рис.11 представлена последовательность кадров, демонстрирующая 
процесс зарождения и распространения радиальных трещин. Примечатель-
но, что сначала образуются и распространяются наклонные трещины, а уже 
спустя некоторое время – вертикальная трещина. 

 
 

Рис. 10. Области разрушения и картина напряжений льда. 
 

 На рис.12, аналогично предыдущему сценарию, представлена картина 
распределения горизонтальной составляющей поверхностной силы yf , дей-

ствующей на опору. Проинтегрировав yf  по поверхности опоры, находим 

глобальную нагрузку yF . График глобальной нагрузки от времени пред-

ставлен в нижней части рис.12. Максимальная глобальная нагрузка равна 
82.3 10 Н . По одному расчёту сложно судить о влиянии наличия радиаль-

ных трещин на глобальную нагрузку. Если сопоставить последовательность 
картин зарождения и распространения трещин (см. рис.11), то оказывается, 
что максимум нагрузки соответствуют картине Б2, а минимум – следующе-
му моменту времени (картина А3), то есть моменту зарождения вертикаль-
ной радиальной трещины. 
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Рис.11. Последовательность зарождения и возникновения радиальных трещин 

в ледяном поле. 
 

 

 

 
Рис.12. Распределения горизонтальной нагрузки по поверхности опоры. 
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Рис. 13. Картина разрушения ледяного поля при столкновении с опорой. 

 

 Также производилось численное моделирования воздействия ледяного 
поля на основание маяка [35]. В отличие от первых двух постановок осно-
вание имеет форму 20-угольника. В данной постановке каждый угол явля-
ется концентратором напряжения, и хрупкое разрушение инициализируется 
в этих областях. Из-за этого вблизи платформы мы наблюдаем не область 
пластического разрушения, а область отдельных хрупких осколков (см. 
рис.13). От большинства углов распространяются радиальные трещины. 
 

Заключение  
 В работе приведена постановка задачи, описаны численные методы, 
алгоритмы и результаты численного моделирования воздействия ледяных 
образований на СМЛП при отношении диаметра опоры к толщине льда 

10D H  . На практике также интерес представляет постановка с отноше-

нием 2~ 10D H , которая требует расчётной сетки с большим числом ячеек 

и, следовательно, больших вычислительных затрат, и поэтому в работе не 
рассматривается. Механико-математическая модель, используемая в работе, 
является компромиссом, позволяющим получить адекватные результаты за 
разумное вычислительное время. В ней отсутствует, например, явная зави-
симость от скорости и анизотропия, ввиду недостатка экспериментальных 
данных. 
 Сравнение с данными натурных экспериментов из разных источников 
также вызывает ряд трудностей ввиду того, что механическое поведение 
льда зависит от многих параметров, в том числе температуры, солёности и 
др., данные которых не всегда приводятся в экспериментах. Также из-за не-
однородности параметров льда необходим анализ большого числа натурных 
экспериментов с последующей статистической обработкой, либо использо-
вание искусственных образцов с меньшей дисперсией параметров. 
 Проводить сравнения с полуэмпирическими зависимостями нагрузки 
на вертикальные опоры сложно: в качестве входных параметров эти зави-
симости используют макроскопические инженерные величины, например, 
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прочность льда на одноосное сжатие, которое находится из экспериментов с 
образцами определенного конечного размера. Такие макроскопические ве-
личины нельзя напрямую использовать в подходах на основе моделей МСС, 
так как фактически они являются результатом суммарного влияния различ-
ных физических процессов и механизмов разрушения. В [67] проводится 
численное моделирование лабораторных прочностных экспериментов со 
льдом для получения параметров используемой механико-математической 
модели. 
 Численные результаты, полученные в данной работе, демонстрируют 
возможность практического приложения механико-математической модели 
и её программной реализации к задачам безопасности нефтегазовых плат-
форм на шельфе Арктики. Использование математического моделирования 
на основе МСС для оценки глобальной и локальных нагрузок более ресур-
созатратно по сравнению с инженерными формулами, однако, несомненное 
преимущество этого подхода состоит в том, что нагрузки вычисляются для 
интересующей нас геометрии объекта с адекватной точностью. 
 В качестве дальнейшего развития работы предполагается реализовать 
контактное взаимодействие подвижных твердых недеформируемых тел с де-
формируемыми объектами, а также перестройку или «выправление» расчёт-
ной сетки в области её значительных деформаций. Такой подход менее ре-
сурсоемкий, чем комбинирование сеточных и бессеточных методов вроде 
SPH, и также позволяет промоделировать непрерывный контакт льда и опоры. 

 Авторы выражают благодарность за сотрудничество Павлову Влади-
миру Анатольевичу, Вербицкой Ольге Александровне, Беккеру Александру 
Тевьевичу. 
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