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Т Е П Л О Ф И З И К А В Ы С О К И Х Т Е М П Е Р А Т У Р 

Т о м 18 1980 № 2 

УДК 536.24 

СОПРЯЖЕННЫЙ ТЕПЛООБМЕН ПРИ ОБТЕКАНИИ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРОВ 

Дорфман А.Ш., Давыденко Б. В. 

Рассмотрена сопряженная задача теплообмена между эллиптическим 
цилиндром и обтекающей его жидкостью. Задача сводится к решению 
двумерного уравнения теплопроводности с граничным условием в виде 
обобщенного уравнения теплоотдачи. В результате решения определе­
ны температурные поля эллиптического цилиндра и плотности отводи­
мого в жидкость теплового потока. Рассмотрено влияние геометрических 
характеристик тела и соотношения теплопроводности жидкости и твер­
дого тела на процесс теплообмена. Проводится также сравнение полу­
ченных результатов с результатами решения той же задачи в обычной, 
несопряженной постановке. 

Известные в литературе решения сопряженных задач относятся либо 
к безградиентным, либо к автомодельным обтеканиям. Это связано с тем, 
что расчет сопряженного теплообмена при произвольно изменяющемся 
вдоль обтекаемого тела градиенте давления оказывается существенно бо­
лее сложным. В частности, для случая произвольного градиента давления 
до последнего времени не были построены функции влияния необогревае-
мого участка, что не позволяло воспользоваться часто применяемым при 
решении сопряженных задач (например, [1—5]) методом суперпозиции. 

В работе [6] построены функции влияния общего вида. В данной ра­
боте они используются для изучения сопряженного теплообмена при обте­
кании эллиптических цилиндров. При этом сопряженная задача рассмат­
ривается в полной постановке без упрощений, возможных, когда обтекае­
мое тело считается тонким. 

1. Постановка сопряженной задачи. Сведение к эквивалентной задаче 
теплопроводности. Эллиптический цилиндр (рис. 1) с внутренними источ­
никами тепла обтекается несжимаемой жидкостью, скорость и температу­
ра которой С/„ и соответственна. Предполагается, что теплофизические 
характеристики заданы и не зависят от температуры. Требуется вычис­
лить распределение температуры, плотности теплового потока и коэффи­
циента теплоотдачи вдоль поверхности эллиптического цилиндра, а также 
температурное поле внутри цилиндра. 

Рассматриваемая задача описывается системой уравнений, состоящей 
из уравнений пограничного слоя для жидкости и соответствующих гра­
ничных условий, уравнения теплопроводности для тела и условий сопря­
жения на поверхности тела. 

В [6] путем анализа решения уравнений пограничного слоя и исполь­
зования метода суперпозиции показано, что в общем случае, для безотрыв­
ного градиентного обтекания, плотность теплового потока на поверхности 
произвольного неизотермического тела может быть определена следующим 
выражением: 

(1) 
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которое аналогично известному выражению для безградиентного обтека­
ния. Здесь t„—(Tc—Т^)/!^ — безразмерный температурный напор; Не­
плотность теплового потока; Nu» —число Нуссельта на изотермической 
поверхности; X — коэффициент теплопроводности; L — характерный раз­
мер тела 

S 

Q)=jUdS, (2) 
о 

где Ф — переменная Гертлера; U — скорость во внешнем течении вне по­
граничного слоя; S — координата, отсчитываемая вдоль контура тела. 

1а 

Рис. 1. Поперечное сечение эллиптического ци­
линдра 

Входящая в (1) функция влияния необогреваемого участка 

/(£/<D)-=Nu«/Nu. 

определяет изменение числа Нуссельта NuE за точкой Ф = £ , в которой 
температура поверхности, необогреваемой до этой точки, изменяется скач­
ком. В [6] показано, что в общем случае градиентного обтекания функция 
влияния может быть представлена в виде 

/ ( | / Ф ) = Ц - ( | / Ф ) с ' ] - % (3) 

аналогичном обычно используемому для безградиентных течений. Пока­
затели с 4 и с 2 оказываются зависимыми от числа Рг и почти не зависящи­
ми от градиента давления. Соответствующие зависимости приведены в [6]. 

Так как (1) получено в результате решения уравнений пограничного 
слоя и справедливо при любом распределении температуры поверхности 
раздела, то при использовании равенств (1) и (3) для решения сопряжен­
ной задачи остается найти такое решение уравнения теплопроводности, 
которое бы в соответствии с условиями сопряжения обращалось на по­
верхности раздела в (1). Другими словами, использование равенства (1) 
сводит сопряженную задачу к задаче теплопроводности с граничным усло­
вием (1). 

2. Решение задачи. Построим решение уравнения теплопроводности 

д2Т д2Т qv _Q 

дхг ду2 Хт 

В соответствии со сказанным выше будем считать, что на поверхности 
задано распределение плотности тепловых потоков, определяемое равен­
ством (1). Принимая во внимание также симметрию рассматриваемой 
задачи, будем иметь следующие граничные условия: 

дТ I дТ 
—Хт~— =Яс - Г " =0. 

дп 1 с ду н==0 

Здесь Хт — коэффициент теплопроводности тела; qv — мощность внут-335 



ренних источников тепла; и —нормаль к поверхности; индекс с относится 
к поверхности раздела. 

Задачу удобно решать в эллиптических координатах u, v, связанных 
с декартовыми соотношениями 

х=с ch и cos v, у=с sh и sin v, 

где с=1/ a2—b2; а и Ъ — длины большой и малой полуосей эллипса соот­
ветственно. 

Уравнение теплопроводности примет вид 
д2Т дгТ 

. + « — - = £ > „ ( s h 2 i t + s i n 2 z ; ) . (4) ди2 dv2 

Поскольку полуэллипс в эллиптических координатах переходит в прямо­
угольник, одна из сторон которого соответствует поверхности полуэллип­
са, а три других — оси симметрии, то вместо первого граничного условия 
имеем 

dt | -1/ с 2 qca 
а ) ~дГЛ = _ г 1 — ~ c o s V r 

=0. 

dv I u = i 1 a2 KTT„ 
а вместо второго — следующих три условия: 

dt I dt \ dt 
б ) — = 0 , в ) — = 0 , г) — 

да I u=o dv I с = 0 ov 

Здесь Qv=4vC21 ктТоо — безразмерная мощность внутренних источников 
тепла; 1=4 2 In [ (а+Ъ) I (а—Ъ) ]— соответствующее поверхности эллипса 
значение координаты и, которое постоянно. 

Решение уравнения (4) с граничными условиями б)—г), полученное 
методом разделения переменных, имеет вид 

Qv 
t=—(ch 2и+cos 2 У ) + / V 0 + \ Nk ch ku cos kv. (5) 

8 

Постоянные N0,..., Nh необходимо определить из граничного условия а ) , 
в котором qc определено равенством (1). Учитывая, что величина скоро­
сти потенциального течения около эллиптического цилиндра выражается 
соотношением 

U=U0O(a+b) sin vl У a2 sin2 v+b2 cos2 v, 

а дифференциал длины дуги эллипса представляется равенством dS— 
= У а 2 sin 2 v+b2 cos 2 v, из (2) получаем выражение для переменной Гертлера 

Ъ 
Ф = ^ 1 + — j ( 1 - c o s u ) . 

Здесь Ф отнесена к U^a, где U„ — скорость невозмущенного потока. Пе­
рейдем в равенстве (1) от Ф к v. Тогда вместо переменной интегрирования 
| необходимо будет перейти к новой переменной е, такой, что 

! = ( 1 + Ь / а ) ( 1 - c o s e ) . 

Равенство (1) при этом примет вид 

Для вычисления входящей сюда производной обратимся к *(5). Положив 
в нем и=1, получим выражение для температурного напора, дифференци-
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руя которое найдем 

dlc Qv Y"i 
• = sin 2e— } kNh ch kl sin кг. 

de 4 ' 

Соответственно для i c (0) из (5), а для функции влияния из (3) получаем 

О * 
to (0) = ^ (ch 2И-1) +NC+ ^ /V» ch kl, 

L Ф(у) J l \ 1-cosz; / J 
Подставляя эти результаты в (1), после небольших преобразований 

будем иметь следующее выражение для плотности теплового потока, вхо-
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Рис. 2 
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Рис. 3 

Рис. 2. Распределение плотности теплового потока по поверхности эллиптического 
цилиндра при А=А: Р г = 1 : 1 — Л = 0 , 1 ; 2 — Л = 1 , 0 ; / —сопряженная задача, / / —несо­

пряженная задача 
Рис. 3. Изменение температуры поверхности эллиптического цилиндра при А=А; 
P r = l : 1 — Л = 0 , 1 ; 2 — Л = 1 , 0 ; /—сопряженная задача, / /—несопряженная задача 

дящего в правую часть граничного условия а ) : 

9 e = i £ l , N u . r % ( c h , Z - / 0 + t f . + y i

1 Nkchkl(i-kJk)} , 
а I. 4 1 J 

к=1 

Я / 1 — cos е \
 сч -с' 

Так как показатель с 2 не превосходит единицы, то интеграл Jh, имеющий 
особенность при е = у , сходящийся. Используя равенство (5), можно так­
же определить величину dtIди\u=h входящую в левую часть граничного 
условия а) 

З п О, f , 
— = — sh2Z+ > kNhshkl cos kv. 
З в 1 „ _ , 4 -̂J 

k—i 
Подставляя два последних равенства в граничное условие а) и собирая 
члены, содержащие неизвестные коэффициенты Nh, получим выражение 

— s h 2 Z + i ^ r ( c h 2 Z - / 2 ) = = 
4 4VRe 
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Nu.. V 1 nk ch kl(l—kJh) +AA.sh kl cos kv\ , 

A = , nh= — , Nu. .=Nu. \ 1 • C O S 2 V. 

(fi> 

Значение числа Нуссельта на изотермической поверхности Nu. может 
быть вычислено каким-либо известным методом или взято по экспери-
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„ 3 1,1 

10 

' 0 0,2 0,4 0,6 0,8 S/L 

Рис. 4 
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г s 
О 0,2 0,4 0,6 0,8 S/L 

Рис. 5 

Рис. 4. Зависимость коэффициента неизотермичности %t от продольной координаты 
при различных значениях параметра Л ( .4=4; Р г = 1 ) : 1 — Л = 0 , 1 ; 2 — Л = 1 , 0 ; 3 — Л = 1 0 

Рис. 5 . Зависимость коэффициента неизотермичности %t от продольной координаты 
при различных значениях параметра А ( Л = 1 ; Р г = 0 , 1 ) : 1 — А=8; Л = 4 ; А=2 

ментальным данным. В данных расчетах использовалась формула 

Nu .= jroT„V[ (i+b/a) ( 1 - c o s v) ]'\ 

полученная в [7] . Необходимые значения напряжения трения определя­
лись интегральным методом [8] . Для случая обтекания эллиптического 
цилиндра напряжение трения в предотрывной и отрывной областях счи­
талось, как на пластине. Естественно, что это допущение будет выпол­
няться тем более точно, чем тоньше цилиндр [8] . 

Итак, имея зависимость Nu. от v, можно использовать равенство (6) 
для определения коэффициентов п0,..., nh. Равенство (6) должно выпол­
няться на всем интервале г; от 0 до п. Ограничиваясь к+l первыми чле­
нами ряда и приравнивая левую и правую части равенства (6) в к+1 точ­
ках из указанного интервала, получаем систему линейных алгебраиче­
ских уравнений, позволяющих определить значения коэффициентов 
п0, n,i, • • •, ис­

численный расчет задачи проводился на БЭСМ-4. Число к принима­
лось равным 20, что обеспечивало достаточную точность полученных ре­
зультатов. Выяснялось влияние параметров Л, А=а/Ъ и числа Рг на рас­
пределение температур в эллиптическом цилиндре и плотностей тепло­
вого потока. Некоторые результаты численного расчета приведены на 
рис. 2—7. Анализ полученных данных показал, что наибольшее влияние 
на характер зависимости qw от длины дуги S оказывает параметр Л. Так, 
при Л==1 максимум плотности теплового потока приходится на область 
передней критической точки, в то время как при Л=0,1 он оказывается 
смещенным ближе к оси OY. Это объясняется тем, что с изменением Л 
меняется направление, в котором суммарное термическое сопротивление 
теплопроводности и теплоотдачи минимально (рис. 2) . 
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Интерес представляет также сравнение величин t и qw, полученных в 
результате решения сопряженной задачи с аналогичными величинами, 
рассчитанными при обычных граничных условиях третьего рода. Из рис. 3 
видно, что при малых Л (~0,1) имеет место существенное различие тем­
ператур поверхности теплообмена (в отдельных точках в 1,5 раза). В то 
же время на величине qw влияние сопряженности сказывается меньше. 
Более существенным становится отличие значений qw с увеличением Л 
(рис. 2) . 

Важной характеристикой сопряженного теплообмена является коэффи­
циент неизотермичности [7] x<=Nu/Nu. . В данном случае на величины 
коэффициентов %, наибольшее влияние оказывает параметр Л. На рис. 4 

Рис. 6 Рис. 7 
Рис. 6. Поля температур эллиптического цилиндра при А=2; Л = 0 , 1 ; Рг=1,0; —1: 

а — сопряженная задача, б — несопряженная задача 
Рис. 7. Поля температур эллиптического цилиндра при 4 = 2 ; Л = 1 0 ; Рг=1,0; @„= — 1: 

а — сопряженная задача, б — несопряженная задача 

представлена зависимость %t от продольной координаты S/L при различ­
ных значениях Л. Как видно из графиков, при ЛЭ*10 коэффициенты 
неизотермичности мало отличаются от единицы. При меньших Л зави­
симость %t от 5 становится более сложной. В области критической точки 
величины %t близки к единице. С увеличением S абсолютные значения %t 

возрастают и, достигнув максимума, начинают монотонно убывать. При 
этом на значительной части интервала изменения S, за исключением 
концевой области, меньшим параметрам Л соответствуют большие вели­
чины коэффициентов неизотермичности. В концевой области имеет место 
обратная картина, когда при меньших Л коэффициент %t убывает быстрее, 
чем при больших, и становится меньшим единицы. 

Более существенное отличие %t от единицы наблюдается при больших 
А (рис. 5) . Это объясняется затрудненностью перетоков тепла в направ­
лении оси ОХ в случае тонких эллиптических цилиндров. 

В заключение сравним распределения температур в эллиптическом 
цилиндре, полученные из решения задачи в сопряженной и несопряжен­
ной постановке. Из рис. 6, 7 видно, что в результате учета сопряженности 
получен более низкий общий температурный уровень цилиндра и что 
несопряженная постановка может привести к существенным неточностям 
в определении температур. 

Приведенные результаты позволяют судить о том, в каких случаях 
влияние сопряженности оказывается существенным. Рассмотренные при­
меры относятся к случаю, когда источники тепла распределены равно­
мерно по поперечному сечению цилиндра. Как видно из графиков, при 
такой схеме подвода тепла температурный напор на большей части ци­
линдра растет в направлении течения теплоносителя. Известно [7] , что 
при таком характере изменения температурного напора влияние сопря-
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женности существенно меньше, чем в случае, когда температурный напор 
падает в направлении течения теплоносителя. Несмотря на это, как вид­
но из результатов расчета, влияние сопряженности в ряде случаев ока­
зывается существенным. Это относится, в частности, к случаю малого 
относительного термического сопротивления цилиндра (малые Л) , а так­
же к относительно тонким цилиндрам (рис. 4, 5) . 
Институт технической Поступила в редакцию 
теплофизики Академии наук УССР 28 V 1979 
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