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Описана модифицированная схема Рюккерта–Лефшеца построения множества малых ре-
шений конечной системы n с аналитическими левыми частями относительно параметра
λ и неизвестных x1, . . . , xm в случае, когда m = n.

Данная работа является продолжением работы [1], в которой показано, что схема Рюк-
керта–Лефшеца не является эффективной схемой построения малых решений системы





f1(λ, x1, . . . , xm) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(λ, x1, . . . , xm) = 0,

(1)

где параметр λ и неизвестные x1, . . . , xm — комплексные числа, fj(λ, x1, . . . , xm)
(j = 1, . . . , n) — комплекснозначные аналитические функции, fj(0, 0, . . . , 0) = 0 ( j = 1, . . . , n ).
Напомним, что схема исследования малых решений системы (1) эффективна, если она позво-
ляет по конечному числу коэффициентов разложений в степенные ряды по λ, x1, . . . , xm в
точке (0, 0, . . . , 0) левых частей системы (1) установить, что все малые решения системы (1)
являются простыми и вычислить первые члены разложений этих малых решений по степеням
параметра λ или параметра λ

1
r при некотором целом r.

Уточнения схемы Рюккерта–Лефшеца. Приведем некоторые уточнения схемы Рюк-
керта–Лефшеца.

В работе [1] показано, что схема построения элементов множества Φk ( k = 0, . . . ,m − 1 )
представима в виде:

f
(m)
j (λ, x1, . . . , xm) = 0 (j = 1, . . . , n)

տ

f
(m−1)
j (λ, x1, . . . , xm−1) = 0 (j = 1, . . . , nm−1)

տ
. . . . . . . . . . . . . . .

տ

f
(k+1)
j (λ, x1, . . . , xk+1) = 0 (j = 1, . . . , nk+1)

ր
d(k+1)(λ, x1, . . . , xk+1) = 0 (k = 0, . . . ,m− 1)

(2)
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Рассмотрим случай, когда k = 0. Представим многочлен q(1)(λ, x1) = d(1)(λ, x1) в виде
произведения неприводимых множителей над кольцом K[λ, x1] аналитических в нуле функ-
ций. Пусть p(1)(λ, x1) — один из неприводимых множителей многочлена q(1)(λ, x1). Тогда
каждое решение x1(λ) уравнения

p(1)(λ, x1) = 0 (3)

является первой компонентой элемента множества Φ0.
Для того чтобы определить вторые компоненты x2(λ) элементов множества Φ0, первые

компоненты которых являются решениями уравнения (3), рассмотрим систему

f
(2)
j (λ, x1, x2) = 0 (j = 1, . . . , n2). (4)

Левые части уравнений этой системы являются полиномами от x2 с коэффициентами из
кольца K[λ, x1] аналитических в нуле и обращающихся в нуле в нуль функций.

Заменим, согласно подготовительной теореме Вейерштрасса, каждый коэффициент поли-
номов, находящихся в левой части системы (4), остатком от деления его на неприводимый
полином p(1)(λ, x1). В результате такой замены система (4) перейдет в систему

f̂
(2)
j (λ, x1, x2) = 0 (j = 1, . . . , n2), (5)

где f̂
(2)
j (λ, x1, x2) (j = 1, . . . , n2) — полиномы от x2, коэффициенты которых являются поли-

номами от x1 и степени которых меньше степени полинома p(1)(λ, x1).
Так как p(1)(λ, x1) — неприводимый полином, то уравнения системы (5) можно рассматри-

вать как систему алгебраических уравнений с неизвестным x2 в поле вычетов кольца K[λ, x1]
по модулю p(1)(λ, x1). Но в таком случае система (5) оказывается равносильной одному урав-
нению

q(2)(λ, x1, x2) = 0, (6)

где q(2)(λ, x1, x2) — общий наибольший делитель полиномов, стоящих в левой части систе-
мы (5). Таким образом, для определения вторых компонент x2(λ) элементов множества Φ0,
первые компоненты x1(λ) которых являются решениями уравнения (3), достаточно найти
решения алгебраического уравнения (6).

Пусть p(2)(λ, x1, x2) — один из неприводимых множителей многочлена q(2)(λ, x1, x2). Бу-
дем искать третьи компоненты x3(λ) элементов множества Φ0, первые компоненты x1(λ)
которых являются решениями уравнения (3), а вторые — решениями уравнения

p(2)(λ, x1, x2) = 0. (7)

С этой целью рассмотрим систему

f
(3)
j (λ, x1, x2, x3) = 0 (j = 1, . . . , n3). (8)

Левые части этих уравнений являются полиномами от x3 с коэффициентами из кольца
K[λ, x1, x2] аналитических в нуле и обращающихся в нуле в нуль функций. Так как систе-
ма (8) рассматривается вместе с уравнением (7), то она может быть упрощена. Во-первых,
каждый ее коэффициент, согласно подготовительной теореме Вейерштрасса, можно заменить
остатком от деления его на неприводимый полином p(2)(λ, x1, x2). И, во-вторых, коэффици-
енты полученных полиномов можно снова, согласно подготовительной теореме Вейерштрасса,
разделить на неприводимый полином p(1)(λ, x1) и заменить остатком от этого деления. В ре-
зультате система (8) перейдет в систему

f̂
(3)
j (λ, x1, x2, x3) = 0 (j = 1, . . . , n3), (9)
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где f̂
(3)
j (λ, x1, x2, x3) = 0 (j = 1, . . . , n3) — полиномы от x3, коэффициенты которых явля-

ются полиномами от x2 и степени которых меньше степени полинома p(2)(λ, x1, x2), а коэф-
фициенты этих полиномов — полиномами от x1, степени которых меньше степени полинома
p(1)(λ, x1).

Так как p(2)(λ, x1, x2) — неприводимый полином, то уравнения системы (5) можно рас-
сматривать как систему алгебраических уравнений с неизвестным x3 в поле вычетов кольца
K[λ, x1, x2] по модулю p(2)(λ, x1, x2). В таком случае система (9) оказывается равносильной
одному уравнению

q(3)(λ, x1, x2, x3) = 0, (10)

где q(3)(λ, x1, x2, x2) — общий наибольший делитель полиномов, стоящих в левой части систе-
мы (9). Тогда для определения третьих компонент x3(λ) решений x(λ) системы (1), первые
компоненты которых являются решениями уравнения (3), а вторые — решениями уравнения
(7), достаточно найти решения алгебраического уравнения (10).

Продолжая аналогичным образом мы покажем, что каждая компонента xj(λ) (j=1, . . . ,m)
элементов множества Φ0 будет определяться из алгебраического уравнения

p(j)(λ, x1, . . . , xj−1, xj) = 0, (11)

левая часть которого является неприводимым полиномом от переменной xj с коэффициента-
ми из кольца K[λ, x1, . . . , xj−1] аналитических в нуле и обращающихся в нуле в нуль функций.
Более того, эти коэффициенты в свою очередь являются полиномами от переменной xj−1 с
коэффициентами из кольца K[λ, x1, . . . , xj−2] аналитических в нуле и обращающихся в нуле
в нуль функций, а коэффициенты этих полиномов в свою очередь полиномами от переменной
xj−2 с коэффициентами из кольца K[λ, x1, . . . , xj−3] аналитических в нуле и обращающихся
в нуле в нуль функций и т.д.

Собирая вместе уравнения (3), (7), (11) ( j = 3, . . . ,m ), получаем, что каждый элемент
множества Φ0 определяется системой вида





p(m)(λ, x1, . . . , xk, . . . , xm) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p(k)(λ, x1, . . . , xk) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p(2)(λ, x1, x2) = 0,

p(1)(λ, x1) = 0,

(12)

где каждая из функций p(j)(λ, x1, . . . , xj) ( j = 1, . . . ,m ) является неприводимым полино-
мом от переменной xj с коэффициентами из кольца K[λ, x1, . . . , xj−1]. Иными словами, пер-
вая компонента x1(λ) элемента множества Φ0 может рассматриваться как элемент алгеб-
раического расширения поля частных K(λ) кольца K[λ] аналитических в нуле функций,
вторая компонента x2(λ) этого элемента — как элемент алгебраического расширения поля
частных K(λ, x1) кольца K[λ, x1] аналитических в нуле функций и т.д., наконец, последняя
компонента xm(λ) этого элемента — как элемент алгебраического расширения поля частных
K(λ, x1, . . . , xm−1) кольца K[λ, x1, . . . , xm−1] аналитических в нуле функций.

Из алгебры известно (см., например, [2, 4]), что конечное число последовательных алгеб-
раических расширений поля частных K(λ) равносильно простому алгебраическому расшире-
нию. Более подробно, существуют такие комплексные числа ai ( i = 1, . . . ,m ), для которых:
(i) функция η(λ) =

∑m
i=1 ai · xi(λ) удовлетворяет некоторому алгебраическому уравнения

ψ(λ, η) = 0 с коэффициентами из поля K(λ) и (ii) каждая из функций xj(λ) ( j = 1, . . . ,m )
лежит в поле K(λ, η), т.е. имеет вид xj(λ) = cj1(λ) + cj2(λ)η(λ) + . . . + cjs(λ)ηs−1(λ), где
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cjσ(λ) ( j = 1, . . . ,m, σ = 1, . . . , s ) — функции из K(λ), а s — степень уравнения ψ(λ, η) = 0.
Таким образом, система (12) оказывается равносильной одному алгебраическому уравнению
и компоненты соответствующего элемента множества Φ0 определяются через корни этого
алгебраического уравнения:

{
ψ(λ, η) = 0,

xj(λ) = cj1(λ) + cj2(λ)η(λ) + . . . + cjs(λ)ηs−1(λ) (j = 1, . . . ,m).
(13)

Напомним, что поле частных K(λ) представимо в виде:

K(λ) =

{
λθ

p∑

i=0

viλ
i : vi ∈ C, v0 6= 0, p ∈ N, θ ∈ Z

}
. (14)

Поле частных K(λ) не является алгебраически замкнутым, однако его алгебраическое замы-
кание K∗(λ) легко описывается. Именно, справедливо равенство

K∗(λ) =
∞⋃

r=1

K
(
λ

1
r

)
, (15)

где K
(
λ

1
r

)
— поле частных кольца K

[
λ

1
r

]
аналитических функций по дробным степеням λ

1
r .

Из вышесказанного следует, что каждый элемент множества Φ0 является аналитической
функцией или параметра λ, или аналитической функцией его дробной степени λ

1
r . Отме-

тим также, что каждая из систем вида (12) определяет один или несколько элементов мно-
жества Φ0.

Переходим к случаям, когда k > 0. Основные рассуждения, проведенные при анализе
множества Φ0, сохраняются и при анализе множеств Φk.

Представим многочлен q(k+1)(λ, x1, . . . , xk, xk+1) = d(k+1)(λ, x1, . . . , xk, xk+1) в виде про-
изведения неприводимых многочленов над кольцом K[λ, x1, . . . , xk] аналитических в нуле
функций.

Пусть p(k+1)(λ, x1, . . . , xk, xk+1) — один из неприводимых множителей многочлена
q(k+1)(λ, x1, . . . , xk, xk+1).

Выберем произвольные компоненты x1(λ), . . . , xk(λ). Тогда каждое решение xk+1 урав-
нения

p(k+1)(λ, x1, . . . , xk, xk+1) = 0 (16)

является (k + 1) -й компонентой элемента множества Φk.
Для того чтобы определить (k + 2) -е компоненты элементов множества Φk, первых k

компонент которых произвольны, а (k+1) -е компоненты xk+1(λ) являются решениями урав-
нения (16), рассмотрим систему

f
(k+2)
j (λ, x1, . . . , xk, xk+1, xk+2) = 0 (j = 1, . . . , nk+2). (17)

Повторяя рассуждения, проведенные выше при построении вторых компонент решений из
множества Φ0, переходим к эквивалентной системе

f̂
(k+2)
j (λ, x1, . . . , xk, xk+1, xk+2) = 0 (j = 1, . . . , nk+2), (18)

где f̂
(k+2)
j (λ, x1, . . . , xk, xk+1, xk+2) = 0 (j = 1, . . . , nk+2) — полиномы от xk+2, коэффициен-

ты которых являются полиномами от xk+1 и степени которых меньше степени полинома c
p(k+1)(λ, x1, . . . , xk, xk+1); затем, к равносильному этой системе одному уравнению

q(k+2)(λ, x1, x2, . . . , xk, xk+1, xk+2) = 0, (19)

39



где q(2)(λ, x1, x2) — общий наибольший делитель полиномов, стоящих в левой части систе-
мы (18). Таким образом, для определения (k+ 2) -х компонент xk+2(λ) элементов множества
Φk, (k + 1) -е компоненты которых являются решениями уравнения (16), достаточно найти
решения алгебраического уравнения (19).

Продолжая аналогичным образом, как и в случае k = 0, покажем, что каждая компонента
xj(λ) ( j = k + 1, . . . ,m ) элементов множества Φk будет определяться из алгебраического
уравнения

p(j)(λ, x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xj−1, xj) = 0, (20)

левая часть которого является неприводимым полиномом от переменной xj с коэффициента-
ми из кольца K[λ, x1, . . . , xj−1] аналитических в нуле и обращающихся в нуле в нуль функций.
Более того, эти коэффициенты в свою очередь являются полиномами от переменной xj−1 с
коэффициентами из кольца K[λ, x1, . . . , xj−2] аналитических в нуле и обращающихся в нуле
в нуль, а коэффициенты этих полиномов в свою очередь полиномами от переменной xj−2 с
коэффициентами из кольца K[λ, x1, . . . , xj−3] аналитических в нуле и обращающихся в нуле
в нуль функций и т.д.

Собирая вместе уравнения (16), (20) ( j = k + 2, . . . ,m ), получаем, что каждый элемент
множества Φk определяется системой вида





p(m)(λ, x1, . . . , xk, xk+1, xk+2, . . . , xm) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p(k+2)(λ, x1, . . . , xk, xk+1, xk+2) = 0,

p(k+1)(λ, x1, . . . , xk, xk+1) = 0,

(21)

где x1, . . . , xk — свободные параметры, каждая из функций p(j)(λ, x1, . . . , xj) ( j = k+1, . . . ,m )
является неприводимым полиномом от переменной xj с коэффициентами из кольца
K[λ, x1, . . . , xj−1]. Иными словами, (k+ 1) -я компонента элемента множества Φk может рас-
сматриваться как элемент алгебраического расширения поля частных K(λ, x1, . . . , xk) коль-
ца K[λ, x1, . . . , xk] аналитических в нуле функций, (k + 2) -я компонента этого элемента
как элемент алгебраического расширения поля частных K(λ, x1, x1, . . . , xk, xk+1) кольца
K[λ, x1, x1, . . . , xk, xk+1] аналитических в нуле функций и т.д., наконец, последняя компо-
нента xm(λ) этого этого элемента как элемент алгебраического расширения поля частных
K(λ, x1, . . . , xm−1) кольца K[λ, x1, . . . , xm−1] аналитических в нуле функций.

Как и в случае k = 0 [2, 4], существуют такие комплексные числа ai, ( i = 1, . . . ,m ),
для которых (i) функция η(λ) =

∑m
i=k+1 ai ·xi(λ) удовлетворяет некоторому алгебраическому

уравнению ψ(λ, x1, . . . , xk, η) = 0 с коэффициентами из поля K(λ, x1, . . . , xk) и (ii) каждая из
функций xj(λ) ( j = k + 1, . . . ,m ) лежит в поле K(λ, η), т.е. имеет вид

xj(λ) = cj1(λ, x1, . . . , xk) + cj2(λ, x1, . . . , xk)η(λ) + . . .+ cjs(λ, x1, . . . , xk)η
s−1(λ),

где cjσ(λ, x1, . . . , xk) ( j = k + 1, . . . ,m, σ = 1, . . . , s ) — функции из K(λ, x1, . . . , xk), а s —
степень уравнения ψ(λ, x1, . . . , xk, η) = 0. Таким образом, система (21) оказывается равно-
сильной одному алгебраическому уравнению и компоненты элементов множества Φk опреде-
ляются через корни этого алгебраического уравнения:

ψ(λ, x1, . . . , xk, η) = 0,

xj(λ) = cj1(λ, x1, . . . , xk) + cj2(λ, x1, . . . , xk)η(λ) + . . .+ cjs(λ, x1, . . . , xk)η
s−1(λ) (22)

(j = k + 1, . . . ,m).
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При этом каждая функция cjσ(λ, x1, . . . , xk) ( j = k + 1, . . . ,m, σ = 1, . . . , s ) представима в
виде дроби, числитель и знаменатель которой являются элементами кольца K[λ, x1, . . . , xk]
аналитических в нуле функций. Поэтому следует выбирать x1(λ), . . . , xk(λ) так, чтобы соот-
ветствующий знаменатель функций cjσ(λ, x1, . . . , xk) не обращался в нуль.

Отметим, что аналогов формул (14)–(15) в случае k > 0 не существует.
Снова как и в случае k = 0 каждая из систем вида (22) определяет один или несколько

элементов множества Φk.
Из проведенных выше рассуждений следует
Теорема 3. В поле частных K(λ, x1, . . . , xk) ( k = 0, . . . ,m − 1 ) кольца K[λ, x1, . . . , xk]

аналитических в нуле функций для каждого элемента множества Φk существует
неприводимое уравнение ψ(λ, x1, . . . , xk, η) = 0, зависящие от свободных параметров λ и
x1(λ), . . . , xk(λ), корни которого определяют компоненты xi(λ) (i = k + 1, . . . ,m− 1) этого
элемента. Компоненты xi(λ) (i = k + 1, . . . ,m − 1) элемента множества Φk зависят от
свободных параметров λ и x1(λ), . . . , xk(λ). При этом компоненты элементов множества
Φ0 являются решениями систем уравнений вида (13), а компоненты элементов множеств
Φk (k = 1, . . . ,m− 1) — решениями систем уравнений вида (22).

Как отмечалось выше, в работе [1] показано, что схема Рюккерта–Лефшеца не является
эффективной схемой построения малых решений системы (1). Покажем, как модифицируя
схему Рюккерта–Лефшеца можно получить эффективную схему построения некоторых малых
решений системы (1).

Модифицированная схемы Рюккерта–Лефшеца. Применяя подготовительную тео-
рему Вейерштрасса и подходящую замену переменных, от системы (1) перейдем к рассмотре-
нию эквивалентной системы алгебраических относительно переменной xn уравнений:

f̃
(n)
j (λ, x1, . . . , xn) = 0 (j = 1, . . . , n). (23)

При этом будем предполагать, что m = n.
Нам понадобится множество Dn деревьев с n вершинами. Напомним, что деревом с n

вершинами называется связный граф, не содержащий простых циклов или, что эквивалентно,
граф с n вершинами и n−1 ребром. Множество Dn конечно; число его элементов равно nn−2.
Вершина дерева называется кратной, если она является концевой вершиной более чем для
одного ребра. Множество всех кратных вершин дерева Dn обозначим через µ(Dn).

Пусть Dn — произвольное дерево из множества Dn. Отождествим вершины этого де-
рева с уравнениями системы (23) (т.е. занумеруем вершины Dn и j -й вершине дерева Dn

( 1 ≤ p ≤ n ) поставим в соответствие j -е уравнение системы (23)). Далее, каждому ребру
{j1, j2} дерева Dn ( j1 и j2 номера концевых вершин ребра {j1, j2} ) поставим в соответствие
результант левых частей j1 -го и j2 -го уравнений системы (23). Тем самым будет построена
система (n− 1) уравнений с n− 1 неизвестным:





f
(n−1)
1 (λ, x1, . . . , xn−1) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(n−1)
n−1 (λ, x1, . . . , xn−1) = 0,

(24)

где f
(n−1)
i (λ, x1, . . . , xn−1) ( i = 1, . . . , n − 1 ) — результанты, соответствующие ребрам дере-

ва D. Будем предполагать, что левые части этой системы не являются нулевыми.
Как известно (см., например, [3]), x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) является решением системы

(24), если x(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), ξn(λ)) является решением системы (1). Обратное, конеч-
но, неверно. Однако в некоторых случаях все же удается (эффективным образом!) устано-
вить, что по заданному решению x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) системы (24) некоторое решение
x(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), ξn(λ)) системы (1) определяется однозначно.
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Пусть x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) — малое решение системы (24). Рассмотрим систему





f1(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,

(25)

получающуюся из системы (1) при подстановке в нее компонент решения

x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)).

Будем говорить, что решение x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) Dn -регулярно, если уравнения сис-
темы (25) имеют единственное общее простое решение xn = ξn(λ). Согласно этому опреде-
лению, Dn -регулярное решение x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) однозначно определяет решение
x(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), ξn(λ)) системы (1).

На первый взгляд может показаться, что определение Dn -регулярности решения системы
(24) бессмысленно — в нем прямо требуется, чтобы компоненты решения

x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ))

были первыми компонентами соответствующего решения системы (1), т.е. в этом определении
мы просто требуем, чтобы по системе (24) определялись решения системы (1), что в общем
случае, очевидным образом, неверно. Однако, если в общем случае невозможно по решениям
системы (24) построить все решения системы (1), в некоторых естественных ситуациях при
помощи эффективных вычислений (т.е. вычислений с использованием лишь конечного числа
коэффициентов в разложениях левых частей системы (1)) возможно установить, что выбран-
ное решение системы (24) является Dn -регулярным (конечно, если оно является таковым) и
построить недостающую компоненту решения системы (1).

Простым утверждением в этом направлении является
Лемма 2. Если x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) — малое решение системы (24) и если каждое

уравнение системы (25) с j ∈ µ(Dn) имеет единственное решение, то решение

x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ))

системы (24) является Dn -регулярным.
Приведем доказательство данного утверждения. Так как система (24) имеет малое решение

x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)), то каждая пара уравнений

fj1(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,

fj2(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,
(26)

где j1 и j2 номера вершин некоторого ребра дерева Dn, имеет общее решение. При этом
первому и/или второму уравнению в (26) соответствует кратная вершина дерева Dn.

По условию каждое уравнение системы (25), соответствующее кратной вершине дерева Dn,
имеет единственное решение. Следовательно, каждая пара уравнений (26) имеет единственное
общее решение.

Рассмотрим две пары уравнений вида (26)

fj(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0, fj(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,

fj1(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0, fj2(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,
(27)

где j ∈ µ(D); j1, j2 /∈ µ(D).
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Учитывая, что уравнение с номером j, соответствующее кратной вершине дерева Dn,
имеет единственное решение, получим, что единственные решения пар уравнений из (27) сов-
падают между собой. Следовательно, тройка уравнений

fj(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,

fj1(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,

fj2(λ, ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), xn) = 0,

(28)

имеет единственное общее решение.
Перебирая всевозможные тройки вида (28), получим, что уравнения системы (25) имеют

единственное общее решение. Следовательно, решение x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) системы
(24) является Dn -регулярным.

Напомним, что если решение xn(λ) одного из уравнения системы (24) является простым [3],
то начиная с некоторого номера r — определяющего номера — все последующие коэффициенты
членов разложения простого решения xn(λ) в сходящийся в некоторой окрестности нуля ряда
по дробным степеням λ

xn(λ) = γ0λ
τ0
τ + γ1λ

τ1
τ + . . . + γlλ

τl
τ + o(λ

τl
τ ) (γi ∈ C, γ0 6= 0, τ, τi ∈ N, i = 0, . . . , l)

будут определяться из линейного уравнения

αγj = βj (j ≥ r)

с постоянным коэффициентом α. Таким образом, по конечному числу коэффициентов разло-
жений в ряды левых частей уравнений системы (1) можно определить является ли решением
xn(λ) простым.

Лемма 2 является частным случаем следующего более общего и очевидного утверждения.
Лемма 3. Пусть x̃(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ)) — малое простое решение системы (24)

и пусть Si,t,n = {xi,t,σ
n (λ) : σ = 1, . . . , si; i = 1, . . . , n} — множество начал простых реше-

ний xi,σ
n (λ) (σ = 1, . . . , si; i = 1, . . . , n) (t — число членов в xi,t,σ

n (λ); t ≥ ri; ri — определяю-
щие номера начал решений xi,σ

n (λ)) каждого из уравнений системы (25). Пусть множества
Si,t,n = {xi,t,σ

n (λ) : σ = 1, . . . , si; i = 1, . . . , n} имеют единственный общий элемент ξ̃n(λ).
Тогда система уравнений (23) имеет малое простое решение

x(λ) = (ξ1(λ), . . . , ξn−1(λ), ξn(λ)),

где ξn(λ) — простое решение одного из уравнения системы (25), начало которого совпада-
ет с ξ̃n(λ).

Таким образом, леммы 2 и 3 дают нам условия, при которых из разрешимости системы ре-
зультантов (24) вытекает разрешимость системы (23), несмотря на то, что число результантов
в системе (24), вообще говоря, недостаточно для установления разрешимости системы (23).

Применив подготовительную теорему Вейерштрасса и подходящую замену переменных, от
системы (24) перейдем к рассмотрению эквивалентной системы алгебраических относительно
переменной xn−1 уравнений:

f̃
(n−1)
j (λ, x1, . . . , xn−1) = 0 (j = 1, . . . , n− 1). (29)

Для исследования системы (29) естественно воспользоваться тем же приемом, выбрав
некоторое дерево в Dn−1. Поступая таким образом далее, мы получим цепочку деревьев
δ = (Dn,Dn−1, . . . ,D2) (Dj ∈ Dj, j = 2, . . . , n ) и соответствующую этой цепочке деревьев,
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цепочку систем уравнений, в каждой из которых число неизвестных совпадает с числом пере-
менных:





f
(n)
1 (λ, x1, . . . , xn) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(n)
n (λ, x1, . . . , xn) = 0,

Dn−→





f
(n−1)
1 (λ, x1, . . . , xn−1) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(n−1)
n−1 (λ, x1, . . . , xn−1) = 0,

Dn−1
−→ . . .

. . .
Dk−→





f
(k−1)
1 (λ, x1, . . . , xk−1) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(k−1)
k−1 (λ, x1, . . . , xk−1) = 0,

Dk−1
−→ . . .

. . .
D3−→

{
f

(2)
1 (λ, x1, x2) = 0,

f
(2)
2 (λ, x1, x2) = 0,

D2−→ f
(1)
1 (λ, x1) = 0.

(30)

Подчеркнем, что дерево D2 в этой цепочке определено однозначно (множество D2 состоит
из одного элемента).

Отметим, что для системы




f
(k−1)
1 (λ, x1, . . . , xk−1) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(k−1)
k−1 (λ, x1, . . . , xk−1) = 0,

(31)

также можно сформулировать утверждения, которые являются аналогом лемм 2 и 3.
Рассмотрим последнюю систему уравнений в этой цепочке, т.е. уравнение

f
(1)
1 (λ, x1) = 0. (32)

Пусть x1(λ) — одно из его простых решений. Если это решение D2 -регулярно, то предше-
ствующая система {

f
(2)
1 (λ, x1, x2) = 0,

f
(2)
2 (λ, x1, x2) = 0,

(33)

имеет единственное простое решение (x1(λ), x2(λ)). Поступая аналогичным образом, в пред-
положении Dk -регулярности решения (x1(λ), . . . , xk−1(λ)) системы





f
(k−1)
1 (λ, x1, . . . , xk−1) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(k−1)
k−1 (λ, x1, . . . , xk−1) = 0,

(34)

получаем простое решение (x1(λ), . . . , xk−1(λ), xk(λ)) системы




f
(k)
1 (λ, x1, . . . , xk−1, xk) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(k)
k (λ, x1, . . . , xk−1, xk) = 0,

(35)

где k = 2, . . . , n − 1. Наконец, в предположении Dn -регулярности построенного решения
(x1(λ), . . . , xn−1(λ)) системы





f
(n−1)
1 (λ, x1, . . . , xn−1) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(n−1)
n−1 (λ, x1, . . . , xn−1) = 0,

(36)
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получаем простое решение (x1(λ), . . . , xn−1(λ), xn(λ)) системы





f
(n)
1 (λ, x1, . . . , xn−1, xn) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f
(n)
n (λ, x1, . . . , xn−1, xn) = 0.

(37)

Очевидно, общее число различных цепочек для построения указанным образом реше-
ний систем n уравнений с n неизвестными определяется равенством

∏n
i=2 i

i−2. Решение
x(λ) = (x1(λ), . . . , xn(λ)) исходной системы (1) будем называть эффективно вычислимым,
если (x1(λ), . . . , xk−1(λ)) являются Dk -регулярными решениями ( k = 1, . . . , n ).

Очевидно, что эффективно вычислимое решение является простым, так как каждая его
компонента является простым решением соответствующей ей системы. Схему построения эф-
фективно вычислимых решений системы (1) назовем модифицированной схемой Рюккерта–
Лефшеца.

Следует отметить, что в отличие от схемы Рюккерта–Лефшеца, модифицированная схе-
ма Рюккерта–Лефшеца не позволяет дать полное описание решений системы (1), однако в
некоторых случаях позволяет строить эффективно вычислимые решения системы (1).

Из проведенных рассуждений вытекает
Теорема 4. Модифицированная схема Рюккерта–Лефшеца является эффективной схемой

построения множества решений системы (1) в том и только том случае, когда множество
решений системы (1) состоит только из эффективно вычислимых решений.

Случай вещественных эффективно вычислимых решений. Выше предполагалось,
что параметр λ и неизвестные x1, . . . , xm являются комплексными числами; коэффициенты
разложения в ряд fj(λ, x1, . . . , xm) ( j = 1, . . . , n ) принимают комплексные значения. Поэто-
му эффективно вычислимые решения системы (1), построенные по модифицированной схеме
Рюккерта–Лефшеца, в общем случае являются комплексными. Однако, во многих приложени-
ях интерес, как правило, представляет случай, когда параметр λ и неизвестные x1, . . . , xm яв-
ляются вещественными числами; коэффициенты разложений fj(λ, x1, . . . , xm) ( j = 1, . . . , n )
принимают вещественные значения. Покажем, как в таком случае определять какие из эффек-
тивно вычислимых решений системы (1), построенных по модифицированной схеме Рюккерта–
Лефшеца, являются вещественными.

Для построения компонент xk(λ) ( k = 1, . . . , n ) эффективно вычислимого решения x(λ) =
= (x1(λ), . . . , xn(λ)) системы (1) воспользуемся методом диаграммы Ньютона.

Метод диаграммы Ньютона позволяет построить множество решений скалярного уравне-
ния от параметра λ. При этом каждое решение этого уравнения представимо в виде сходя-
щегося в некоторой окрестности нуля ряда по дробным степеням λ.

Компоненты xk(λ) ( k = 1, . . . , n ) эффективно вычислимого решения

x(λ) = (x1(λ), . . . , xn(λ))

системы (1) определяются из скалярных уравнений. При этом каждая компонента xk(λ)
( k = 1, . . . , n ) является простым решением соответствующего скалярного уравнения и пред-
ставимо в виде сходящегося в некоторой нулевой окрестности нуля ряда по дробным степе-
ням λ

xk(λ) = γ0λ
τ0
τ + γ1λ

τ1
τ + . . .+ γlλ

τl
τ + o(λ

τl
τ )

(γi ∈ C, γ0 6= 0, τ, τi ∈ N, i = 0, . . . , l).

Поэтому, если до определяющего номера rk все члены разложения xk(λ) являлись веществен-
ными, то все последующие члены разложения xk(λ) будут также вещественными.
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Следует отметить, что вещественность коэффициента γl не означает вещественность члена
γlλ

τl
τ разложения xk(λ) ( k = 1, . . . , n ), так как при разных значениях λ (λ ≥ 0 и λ < 0 )

условия на вещественность члена γlλ
τl
τ будут различными.

Отметим также, что члены разложения компонент x1(λ), . . . , xn(λ) простого решения
x(λ) = (x1(λ), . . . , xn(λ)) системы (1) определяются по конечному числу коэффициентов раз-
ложений в ряды левых частей уравнений системы (1).

Из проведенных рассуждений следует
Теорема 5. Модифицированная схема Рюккерта–Лефшеца позволяет определить какие

из эффективно вычислимых решений системы (1) являются вещественными. При этом
эффективно вычислимое решение x(λ) = (x1(λ), . . . , xn(λ)) является вещественным в том
и только том случае, когда первые rk членов разложения каждой компоненты xk(λ)
( k = 1, . . . , n ) являются вещественными.
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P. P. Zabreiko, A. V. Krivko-Krasko
Systems of scalar equations and implicit functions. II

Summary
Modification of the well known Rükkert–Lefshec diagram which used in constructions of system’s (1)

solutions is described.
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