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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1969 МАТЕМАТИКА М 11 (90) 

У Д К 517.512 
С. Я. Альпер, Г. И. Калиногорская 

О СХОДИМОСТИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ МНОГОЧЛЕНОВ 
ЛАГРАНЖА В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ 

В 1940 г. С . М . Лозинским [1] была доказана следующая 
Т е о р е ма. Если / (z) — аналитическая функция в круге \z\ < 1, 

непрерывная в круге | г | < 1 и Ln(/; z) — многочлен степени < я — 1, 
совпадающий с f(z) в точках z{n) = elkVi" (k = 1,2,... , п), то при лю­
бом р > 0 справедливо равенство 

В 1963 г. этот результат для частного случая р = 2 был снова 
получен другими методами Уолшем и Шарма, а затем Дж. Кертис-
сом. В заметке Дж. Кертисса указанный результат (для р = 2) обоб­
щается также на области, ограниченные аналитическими кривыми. 
Подробное изложение дано в статье [2], где ставится также вопрос 
о возможности ослабления требования относительно границы области 
и перехода от L2 к метрике Lp . 

В теореме 1 настоящей работы результаты С . М . Лозинского 
и Дж. Кертисса обобщаются на случай любого р > 0 и области, 
ограниченной достаточно гладкой кривой. Обобщаются также дру­
гие ; результаты С . М . Лозинского и Дж. Кертисса. 

Изложим сначала некоторые вспомогательные результаты. 
Л е м м а 1. Пусть f(x) непрерывна на сегменте [0, 1] и имеет 

первую производную, удовлетворяющую условию Липшица на [0, 1]: 

\f'(x') - f {х")\<К\х' -xr'\\ U < > < 1. 
Тогда 

п 

(1) 

где постоянная Кг не зависит от п. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенства 

dx 

с помощью' теоремы о конечном приращении следует 
п Щп 

* = 1 ( А - 1 ) / я 
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ft=l (.k—l)ln 

где (ft — \)[п < Ей < Отсюда имеем 
л А/л 

2k — 1 |" I 2/г - 1 W<*E J {'•-*£i\\'-41\d*< 
ft=l (ft—1)/л 

S = l (ft—1)/л 

Эта лемма, аналогичная некоторым известным результатам [3[ 
об оценке отклонения интегральных сумм от интеграла, была дока­
зана Э . М . Сааком, но не опубликована. 

Если функция g(t) удовлетворяет условию леммы 1 на сегменте 
[О, 2-\ и имеет период 2-, то справедливо неравенство 

О 4 = 1 

которое получается из (1), если положить / = 2-х -f- r.jn, g(i) = f(x). 
Пусть D — ограниченная односвязная область с гладкой жорда-

новой границей Г и функция z = 'b (да) однолистно отображает область 
| д а | > 1 на область G, дополнительную к D, так, что ф (оо) = со: 
разложение ф(да) в окрестности точки да =оо имеет вид 

Ф(да) = dw + d0 + dxlw + d2/w2 + ..., - (3) 

где можно считать d > 0. Условимся говорить, что область D при­
надлежит классу А а , если У (да) непрерывна в | да \ > 1 и отлична 
от нуля на |да| = 1, a ф"(да) непрерывна в | д а | > 1 и на окружности 
да| = 1 удовлетворяет условию Липшица с показателем а , 0 < а < 1 . 

Такое условие выполняется при 0 < а < 1 в силу известной тео­
ремы Келлога, если в уравнении z = z(s) = x (s) -ь iy (s) кривой Г , где 
s — длина дуги, отсчитываемая от некоторой точки кривой, z' (s) 
и z" (s) непрерывны, a z" (s) удовлетворяет по переменной s условию 
Липшица с показателем а. 

Для области класса Л а выполняются неравенства 

0 < т < | у (да) | < М, ' j да | > 1, (4) 
а также 

ф (т) — ф (w) I 
0 < тх < < Л 1 , , М > 1, h i > 1. (5) 

Л е м м а 2. £ Ь ш область D принадлежит классу A ' J , mo функ­
ция 

Q (да, -с) = 1/(да - т) - -}/ (да) - ф (т)] (6) 

я/ш фиксированном да, | да | = 1, аналитическая в области j - j > 1. 
будет непрерывна в | т | > 1 и ка [•с| = 1 удовлетворяет условию 
Липшица с показателем а /го переменной т: 

j а (да, е'6') - S (да, е"1) \<Кй\^-% Г (7) 



О сходимости интерполяционных многочленов 15 

. , , . ; Др,к .аза .тель 'сио , -Для . производной Q'T(w.r т) получим .выра­
жение 

21 (да, х) = {[ф (да) - ф (х) - ( д а - х>ф' (х)] [ф (да) - ф (х) + (да - х) f (г)] -
- ф " (х) (да - т ) 2 [ф (да) - ф (х)]} :{(да - х ) 2 [ф (да) - ф (х) ] 2 }. 

Используя формулу Тейлора с остаточным членом в интегральной 
форме, имеем . • -

W 
: : ' ' ' ф ( « ) = ф (х)' + ф' (х) (да — х) + j ф" (t) (да — О Л = . 

. . . ® 

= ф (х) + ф' (т) (да - х) + ф" (х) ( №^ т ) а + J [ф" (0 - ф" (х)] (да - *) Л ; (8) 
т 

интегрирование здесь ведется по прямой, соединяющей точку х 
( | х) > 1) с точкой да, |да| = 1, если прямая не пересекает окруж­
ность |да] = 1, в противном случае следует интегрировать по отрез­
ку этой прямой, лежащему вне крута, и по дуге окружности. На 
основании теоремы Харди и Литтльвуда ([4], гл. 9) имеем | ф" (t) — 
— Ф"(т) | < / С 5 | t — t Г, ] *! > 1, ; х j > 1, и, следовательно, 

W 

| | | ф " (t) - ф " (х)1 (да - *) Л | < К6 | да ^ х ] 2 + ° . 

Из (8) получим 
ф ( д а ) — ф (х) = ф ' (х) (да — х) + О ( | w - х | 2 ) • (9) 

и 

ф ( д а ) - ф (х) - ф' (х) (да - т) = ф" (х) - ( ш ~ ^ ) 2 4- О ( | да - х | 2 + а ) . (10) 

Из выражения для производной (w, х) с помощью соотношений 
(9) и (10) мы получим при некотором / ? 0 > 1 для 1 < | х | < / ? 0 оценку 
|Q'z(да, х)j • < К 7 / ( | х | — 1)]~А с постоянной ЛГ7, не зависящей от да. 
С помощью другой теоремы Харди и Литтльвуда ([4], гл. 9) полу­
чаем искомую оценку (7) *>. 

З а м е ч а н и е . Из формул (5) и (9) следует оценка 
| 9 ( д а , х ) | < £ 0 (И) 

для всех w и х , | да j = ; х | = 1, где В 0 — постоянная, зависящая только 
от области. • . • 

Пусть здесь и в дальнейшем zk = z(

k

n) — ф (да̂ ">) (k = 1, 2,..., п), 

где да*'0 = g ~ k T , : n _ Положим дальше 0 ,

я (z) = П (~ ~ ~ 2 i ' I > ) > 1 С

л ( ' г е ' ) = 

== юл {z)l(wn — 1) d", где -г = ф (да) и J > 0 — постоянная из разложе­
ния (3). 

Л е м м а 3. Если область D принадлежит классу КП

а, то спра­ведлива оценка для всех натуральных п 

| <(«>)/*„ (w[n)) - 11< A j n " , j да I = 1, - (12) 

!) Теоремы Харди и Литтльвуда использованы здесь в форме, которая полу­
чается преобразованием г = 1/С из соответствующих результатов, изложенных в [4]. 



16 С. Я. Альпер, Г. И. Калиногорская 

где кп {win))• = тся (wk) = lim тся(щ>) м постоянная Л , яе зависит от п 
U W. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 
m = lnnW)-w*) ] w l = = h 

(w — е" ) d 
и заметим, что функция F' (0) = le'tJQ(w, еп) удовлетворяет согласно 
лемме 2 условию Липшица с показателем о. С помощью оценки (2) 
мы получим 

' ~ ' ' <А2/п1+а, (13) 

где Л , — постоянная. Применяя теорему о вычетах к области |т | > 1 
и учитывая равенство <jV(co) = d, получим 

ф (w) — 4- (t) rfr = ^ 1 (>(9)а?6 = — Г In 
2я J 2л/ J (да — -с) rf 

О 1x1=1 

Неравенство (13) можно теперь записать в виде 

I 
Учитывая, что 

У т(Щ = In f] Z ~ 4 =- Ш * . ( W ) , 
fc=i ft=i 

получим I line,, (te>) I = | — 1птс л (1Е>) |< Л2//г г,. | w | = l . Если J In С1 < с < 1, 
то | С — 11 < с (е — 1), поэтому при всех га, начиная с некоторого, 
будем иметь [ % (w) — 11 < А3/па, | 1/тея (w) — 1 j < A-Jtf. Из тождества 
*п К ) ~ 1 = К М - 1 ] li/*e К ) - 1 J + К (®) - 1 ] + [i/*„ (^)-iI 
вытекает теперь искомая оценка (12). 

Л е м м а 4. Пусть область D принадлежит классу А„ и функ­
ция f(z), аналитическая в D и непрерывная на Г , имеет ограничен­
ное изменение на Г . Тогда функция 

. 7 l ( e , ) = j L г я ш . * , {14) 
2тсг J t — w 

| т | = 1 

аналитическая в \ w | < 1, будет непрерывной в \ w | < ' 1 и абсолютно 
непрерывной на окружности \ w\.=*\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для точек г Г функция / ( г ) = f\z(s)\ 
имеет ограниченное изменение относительно переменной длины дуги s 
кривой Г , поэтому согласно теореме Ф. Рисса и М . Рисса ([5], гл. Ш) 
эта функция абсолютно непрерывна на Г . Отсюда следует, что 
f' (z)£ Zfj в области D. Это значит, что / ' ( г ) представима интегра­
лом Кош и по кривой Г, и в силу теоремы И . И . Привалова ([5], 
гл. III) получаем почти для всех z£ Г равенство 

1 Г 1 ' (О ИГ - 1 
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где интеграл понимается в смысле главного значения. Полагая 
", =- ф(т), получим почти для всех да на |да| = 1 . 

[ ^^^^'Ю^-У'Щ™)}, ^ 1 ; (15) 
2ти J ф (t) — Ф (да) 2 

nl = i 
где интеграл рассматривается также в смысле главного значения. 
Из суммируемости / ' ( С ) на Г и неравенства (11) следует, что инте­
грал 

1 
Ъи 

абсолютно сходится, поэтому интеграл 

j Q(w, -=) .Г[ф(т)]Л 

- L Г 0 ± L * ( 1 6 ) 

2ш J t — да 
. 1 x 1 = 1 

существует в смысле главного значения почти для всех да на |да[ = 1. 
Для функции с помощью интегрирования по частям будем 
иметь 

,[(•*) f / / № < ™ N K 1 - (17) 
2 и J т — да 

t̂ i . . . . . . 
Такое же соотношение справедливо для функции ^{isf)\ представ­
ляющей интеграл типа Коши (14) в области | да | > 1. Интеграл справа 
в (17) существует почти для всех да, |да| = 1, в смысле главного 
значения. Это получается, если разбить интеграл в (17) на два сла­
гаемых с помощью равенства ф' (%) = ф' (да) + [ф' (т) — ф'(да)] и исполь­
зовать существование интеграла (16) в смысле главного значения. 
Поэтому в силу теоремы И . И . Привалова у'х (да) — <?'2 (да) = 
= /'[ф(да)]ф' (да), |да| = 1, и 

<Р 2М = — tft- - / ' K«0 4>Ча>) 
2JW J z — да 2 

IT = l 

почти для всех да, ' да | = 1. С помощью соотношения (15) получим 

Ь И = -£т J 2 w ) / ' [ф СО] f W Л . 

Из этого равенства и (11) следует ограниченность ^(да) на |да| = 1, 
а значит и суммируемость 9, (да) на |да| = 1. Из представимости 
f j (да) интегралом типа Коши и известной теоремы В. И . Смирнова 
([5], гл. II) следует, что <?{ (да) принадлежит классу Н х в круге 
| д а | < 1 , а значит <pj (да) абсолютно непрерывна на |да| = 1. 

Приведем известное неравенство Марцинкевича и Зигмунда ([6], 
т. II, с. 49). 

Л е м м а 5. Если Р(да) = с0 + сх да + ... + c„_xw"~l — произвольный 
многочлен степени < п— 1, /но для любого р > 1 

{ ] > ^ ) | ^ 9 } ^ < Л р { ^ | Р ( д а Л Г \ * 
о " и 

г о ^ д а ^ д а ^ ^ 2 * * ' ' " (А = 1, 2 , . . . , га; /г = 1, 2,...) и постоянная В р 

зависит только от р. 
А-364. Математика—2 
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На этой лемме основано доказательство теоремы С . М . Лозин­
ского, приведенной в начале статьи. 

Приведем, наконец, еще одно известное неравенство, которое 
легко вытекает из леммы Гронуэлла ([7], гл. 1, § 6). 

Л е м м а 6. Если wk = win) = е 2 Ы 1 п (k = \, 2 , . . . , п), то при 
\w\<\ 

п 

S \ w " ~ l | < Л 4 1 п я , /7 = 2 , 3 , . . . , 
I да — даА | 

ft=l 

где Л4 — абсолютная постоянная. 
Перейдем теперь к изложению основных результатов. 
Т е о р е м а 1. Пусть область D принадлежит классу А!'а, 

0 < а < 1 , и f(z) — аналитическая в D функция, непрерывная в D, 
a Ln(f; z) — интерполяционный многочлен Лагранжа степени < я — 1 , 
совпадающий с / ( г ) в точках zk = zk

n) (ft = l , 2 , . . . , ri), тогда при 
любом р > 0 

lim Г \ f (z ) -L n { f ; z)\'\ dz\^0. (18) 
П со J 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай р > 1, так 
как при р < 1 результат вытекает с помощью неравенства Гёльдера 
из предыдущего случая. По произвольному е > 0 можно найти такой 
многочленfx (z), что f(z)=f1(z)+f2(z) и 

| / 2 ( z ) | < e , z£D. (19) 
Для всех п, больших степени многочлена fi(z), имеем / . „ ( / , ; z) 

fx(~), следовательно, для z £ T 

f (z) -Ln(f;z)= /2(z) -Ln(h; *)• I (20> 

Для функции % (z) = \\ (z ~ z k ) имеем 

ii„ ( z J = l i m — 
k \_wR — I w — Wk <p (w) — ф (aift) . 

Ф' (o>ft) w — w k w" — 1 даАф' (a>fe) 

<Q b (г) (дай — 1)я„ (да) rf" 
2 — z k Ф (и*) — Ф (И'А) 

где функция ъп (w) определена раньше. Для функции Ln (/ 2; z) спра­
ведливо представление из [2]: 

Ln(f2; z) = Ln(f2; w) + B(f2; w) + C(f2, w), (21) 
где 

K(U да)^1\]Л[^К)1^^, (22) 

ft—1 
— ф (W/i) W — Wk 

(23) 
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С ( / 2 ; да) = 1 ^ / 2 1 ф М ^ Air(wk)(wn — 1) Г я„(да) Г л и< 
| (да) — (Ь (даА) L л л 

С помощью формул (4), (20) и (21) имеем 

<M[\hM<t*)\-Ln{U eif>)-~B(f2; е й ) - С (Л; e ' V r f e . 
о 

Из неравенства (а + < 2Р (ар + bp), а > 0, Ь>0, следует 
2гс 

j \ f ( z ) ~ L n ( f ; z ) \ p \ d z \ < 4 " М {j |/2[ф(/)]Г d 6 + 

(24) 

2я 2ч 2* 

+ jU„( / 2 ; e*)\pdb+$\B(f2; e*)\pdb+ j j C ( / 2 ; / ) | ^ 8 ) . 
О О О 

Оценим для указанных значений я. каждое из слагаемых правой части 
неравенства. Из (19) следует 

J\fAHei9))\pdQ<2™p. 
о 

С помощью леммы 5 и формулы (19) получим 
2я л 

j'U„(/-2; ^ е ) Г ^ < ^ ^ | 1 Л / 2 ; ^ ) Г < ^ 2 ^ . 
О ft=l 

Учитывая неравенства (11) и (19), найдем, что \B(f2; -w)\<2B0e, 
„и, следовательно, 

2и 

j \B(f2; eib)\pde<2ic(2B0s)p. 
о 

Йа основании лемм 3 и 6 и оценок (4) и (5) получим 

тг п п LU 
да" - 1 
да — да/г < 

Л 5в In я 

J 1 С ( / 2 ; е г 9 ) | ^ 6 < Л 6 ^ , 

где А 6 зависит только от области. Таким образом, для всех доста­
точно больших п 

$\f(z)-Ln(f; z)\p\dz\<A7zp, 

где постоянная А 7 зависит только от области и числа р ! > . 

J ) Доказательство теоремы 1 существенно отличается по своему методу от до­
казательства, данного Кертиссом [2] для частного случая аналитической кривой Г и 
р — 2, которое основано на использовании специальных свойств многочленов Фа-
бера. 

2* 
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Пусть теперь в уравнении z = z(s) кривой Г sk представляют 
значения дуги s, соответствующие точкам интерполяции -zk

n^—,zh= z (sk) 
(k = l, 2,..., n). Рассмотрим интерполяционные многочлены 

Ln(f; zk)=j- ^f[z(s)]ds (k = l,2,...,n), (25) 

где lk = sk — %_i, s0 = sn; в случае окружности |г| = 1 такие много­
члены впервые рассматривал С . М . Лозинский [1]. ", \ 

Мы будем рассматривать аналитические в области D функции 
класса Es в смысле В, И. Смирнова [5]; такие функции имеют почти 
всюду на Г угловые предельные значения, интегрируемые в степе­
ни р. 

Т е о р е м а 2. Пусть граница Г области D принадлежит клас­
су Ах и / ( г ) — аналитическая функция класса Ер (/>>1) в области D, 
тогда 

lim f | / (г)-£„(/; z)\p\dz\ = 0. 
П - ч - оо JJ 

Г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для многочлена 

! „ ( / ; = f [f\z(s)\ds-j^m (26) 

Hhstx "„(**>(*-**) 
в силу оценки (4) имеем 

j |Z„(/; z)\"\dz\<M J |Zn,[/; ^(w)]\p\dw\. , ;' . 

Воспользуемся представлением, аналогичным (21): / . „ [ / ; Ф(да)] = 
= Ln(f; w) + B(f; w) -!- C ( / ; да), в котором слагаемые имеют соот­
ветственно вид функций в равенствах (22) — (24), с заменой вели­
чины /2[ф(ге^)] величиной (25). С помощью неравенства | а + Ь + с \р< 
<Зр(\а\р + \Ь\Р + \с\р) получим 

| |Г„( / ; z)\"\dz\ < 3 " М [ J I Z„(/; w)\p\dw\ + 
Г \ w \ = 1 

+ J | 5 ( / ; да)Г^да|+ J I C ( / ; w)\p\dw\] . (27) 
= 1 k»| = 1 

Из оценки (4) следует 

/ А = j I ф' (е№) | dB > 2кт/п, (28) 
?'г: (к - I) // 

откуда с помощью леммы 5 и неравенства Гёльдера получим 

j \Ln(fie')\pdQ<^ \f[z(s)]\pdS = A9\\f\\p. (29) 
о г 

Оценим теперь норму функции B(f; w). Из неравенств (11), (28) и 
неравенства Гёльдера следует 

.1 
2BpLp~l 

B(f; w)\p\dw\< I \f[z(s)}\pds = AxJf\\p, (30) 
\w\ = 1 г 
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где L — длина кривой Г . Используя лемму 3 при а = 1, неравенство 
Гёльдера и оценки (4), (5), (28), получим 

[ 1 С(/; w)\p\dw\< 2ъЦ-1 (МАх12т.тту)" f |/[z{s)\ \ р ds = Лп\\f\\p. 

(31) 
Из неравенств (27), (29) — (31) имеем 

||Г„С/; 2 ) | < Л 1 2 [ | / | | , (32) 
где нормы берутся в метрике Z. p по кривой Г и постоянная Ап за­
висит только от области и числа р. 

Пусть теперь P(z) — некоторый многочлен; докажем, что 
HmZ„(P; z) = P(z) равномерно по z£D. Для этого достаточно до-

казать, что 

lim | Z „ ( Я ; z)-L„(P; z) | = 0 (33) 

равномерно для z £ D . Из оценки для точек дуги между sk_x и s/£ 

|Р[z(s)\ - P{zk) I = I f P' (z) dz 1 < 4 max | P ' ( z ) | 

и неравенств (4) имеем для z £ T 
я | А„ (Р; z) - Ln (Р; z ) K У™ max | Р ' (г) | V j 

я гё r LA й = 1 
( 2 — 2ft) » r a (Zft) 

В работе [8] доказано, что для области D при условиях, менее огра­
ничительных, чем в этой теореме, справедливо неравенство 

" « ( 2 ) 

Л=1 ( 2 — 2ft) % (2ft) 

< A' In /г, z £. 

Отсюда уже следует соотношение (33), равномерное относительно 
z£D. Если f(z)£Ep, то согласно теореме М . В . Келдыша [9] суще­
ствует такой многочлен P(z) , что | | / — P | | < s , где норма берется 
в метрике L p по кривой Г . Тогда с помощью оценки (32) имеем 
в метрике Lp на Г: | | / _ 1п(/; г ) | | < | | / - Р \ + \Р-Ln(P; z)|| + 
+ ||Ln(Р; z) — / . „ ( / ; z ) | | < s + о(1) + Л 1 2 s , этим доказательство тео­
ремы завершается. 

Для случая, когда D — круг |z| < 1, теорема была доказана 
С . М . Лозинским [1]. 

Т е о р е м а 3. Пусть область D принадлежит классу А" ( 0<а<1) 
и f(z) — аналитическая в D функция, непрерывная в замкнутой 
области D, имеющая ограниченное изменение на Г , тогда интер­
поляционные многочлены Лагранжа L„(f; z) степени < /г -— 1, сов­
падающие с f(z) в точках zk = zk

n) (k= I, 2, . . . , и), сходятся рав­
номерно к f(z) в D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По произвольному s > 0 выберем много­
член fx{z) и функцию / 2 ( г ) так же, как в начале доказательства 
теоремы 1, тогда справедливо равенство (20). Пусть <?i(w) и <р2(да) — 
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1 

2тм 
Г ШЖ*. (34) 
J t —да 

"I = 1 

Согласно лемме 4 функция <р, (да) непрерывна в круге |да| < 1 и имеет: 
ограниченное изменение на окружности 
формулы Сохоцкого соотношение /2[Ф(да) 
ствования особого интеграла (34) в смысле главного значения на 
1^1=1 и формулы 

да| = 1. Мы имеем в силу 
(да) — ср2 (да). Из суще-

1 (7 / 2 - ( д - Л = | / 2 ( г ) , 
z 2 

где интеграл взят в смысле главного значения для г £ Г , после за­
мены переменной С = ф(т) получаем представление 

<р 2 ( *о=^г f Г - 1 — , Л л и ^ ) ] * - (35) 
| т | = 1 

Из соотношений (20) и (21) имеем f(z) — Ln(f;z)=f2[3?(w)] — 
— Ln(f2\ w) — B{f2; да)-С(/2; да), отсюда 

| / ( z ) - ( / ; z) | < | ? 1 (да) - /:„ (<р1; да) [ + | ? 2 (w) | + | (? 2 ; я») | + 
+ | 5 ( / 2 ; да)| + | С ( / 2 ; да)|. (36) 

Сумма | В (/ 2; да) | + | С (/ 2; да) | не превосходит Qe при всех п > я . 0 = 
= /z0(e) на 1да[ = 1 в силу оценок в доказательстве теоремы 1, где 
постоянная Q зависит только от области. Из формулы (35) и оцен­
ки (11) имеем | ®2(да) | < В 0 в . Согласно теореме Кертисса [2] для 
функции ?! (да), аналитической в круге | да | < 1, непрерывной в | да | < 1 
и имеющей ограниченное изменение на окружности |да| = 1, интер­
поляционные многочлены Лагранжа L„(<?\', w) сходятся равномерно 
к tpt (да) на |да| = 1, поэтому ^ ( д а ) — Ln(vfx; да)| < е, как только 
п > пх. Остается оценить величину Ln(<?2; да). Так как функция 

со 

<в2(да) = j_sw~s непрерывна в области | д а | > 1 и имеет ограничен-

ное изменение на |да| = 1,топо известной теореме Харди и Литтль-
оо 

вуда ([6], т. 1, с. 452—455) р я д Ц | Т - ^ | сходится. Представляя мно-

гочлены Лагранжа Ln(y2; да) в виде 

и выражая коэффициенты А / п ) через числа t_s, как это сделано в [2], 
мы придем к оценке для | да | = Г 

|£«(?2; ® ) K | S T - 4 W | + 2 IT. 

функции, аналитические соответственно в областях |да \ < 1 и | да |> 1., 
определенные интегралом типа Коши 
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Отсюда следует для всех достаточно больших п неравенство 
] I B ( 9 2 ; w) I < (В() -i 2) е, и доказательство завершается. 

В частном случае, когда Г — аналитическая кривая, эта теорема 
была доказана в [2]. 
г. Ростов-на-Дону Поступило 

9 IV 1968 
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И. Г. ГАЛЯУТДИНОВ. ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ 
ПЮИЗЕ И ЗАДАЧА КОШИ 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Рассматривается задача Коши: Р (Dt, Dx) и == Dfu (х, t) + av (Dx) DP~~lu (x, t) + 
-f- ... + ap(Dx)и(x, t) = 0, D%u(x, 0) = tp f t(x), k = 0, 1 , . . . , p — 1. В том случае, когда 
полином Р(К, s) разлагается на множители, получено необходимое и достаточное 
условие существования аналитического по t решения этой задачи. Достаточная часть 
этого результата переносится и на случай многомерной переменной х. Когда пере­
менная х одномерна, рассмотрен также случай нераспадающихся уравнений и полу­
чено достаточное условие существования аналитического по t решения соответ­
ствующей задачи Коши. (Работа поступила в журнал „Математика" 2. X. 1968.) 

М. М. ГОЛЬДЕНБЕРГ, Н. Ф. СЕСЕКИН. О ГРУППАХ С ИНВАРИАНТНЫМИ 
НЕИЗОЛИРОВАННЫМИ ПОДГРУППАМИ 

" (аннотация статьи, принятой к печати) 

Рассматриваются группы, в которых каждая подгруппа либо изолирована, Либо 
инвариантна. Доказывается, что если группа указанного типа обладает отличным от 
единицы элементом непростого порядка, то она либо абелева, либо гамильтонова, 
либо прямое произведение абелевой р-группы типа р на р-группу с локально цик­
лическим центром и коммутантом порядка р. Для конечных групп с циклическим 
центром и коммутантом порядка р найдены образующие и определяющие соотно­
шения. (Работа поступила в журнал „Математика" 7. V. 1969.) 


