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\Л. В. Свекло\ 
О НЕКОТОРЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 

Введение 
В данной статье доказаны две теоремы. Частным случаем тео­

ремы 1 является результат Л. Роджерса ([2]; ср. [1], ее. 25, 115, 125), 
полученный в 1907 г. и применимый лишь к определенному классу 
цепных дробей (см. соотношения (16) и (17)). Частным случаем тео­
ремы 2 являются результаты, полученные в 1965 г. Г. Маурером. 
Они изложены в пп. 10, 11 данной статьи и также применимы лишь 
для цепных дробей определенного вида. Преобразования же, выте­
кающие из теорем 1 и 2, применимы, вообще говоря, для любой 
цепной дроби, т. к. параметры, входящие в соотношения (1) и (25), 
вычисляются один за другим. 

1. Т е о р е м а 1. При условии 
6, \b3 — b2 X2b-a~bi \nb2 

О-О &2 #4 а2п 

Xj \^2---^П~1 

имеет место соотношение 
h. 

а 4- — — ^ — £° • ^L • ^ з h_ 
0 А, + а2 +... + а„ +... 1 — ах + а2 + аъ + . . . + 

(1) 

(2) 

(3) 

+ Я2/ | + Й2Л+1 + • • • 

в общей области сходимости этих цепных дробей. 
^ Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим условия 

ь± x t & 3 — ь 2 _ __ Хд&2„+| — ь2п _ 
а0 Ь2а2 §ina2ti 

и найдем такие уг, как функции от ХА и 82г (I, k,,.l—\, 2...), чтобы 
выполнялось равенство 

4- — — — = — — ^ - 1-^1-
0 а{ -|- а2 - f . . . -Ь ап + . . . , 1 — ах + а2 + а3 +...+ 

', Тг«+1 Ь2п+\ ~j2n Ьцг • ' и\ 
-г . а2п + а2п+1 +... 

Но ([1], с. 23—24) для того, чтобы четная часть цепной дроби 

a0+b-± hj-' - V v- <5> 
а\ + а2 + • •. + ап +... 
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в точности совпадала с нечетной частью цепной дроби 

Сг + Cz + ...+ Cn +... ' ] 

должны выполняться соотношения 

Сг = 1, d1 = a0, — a0d2C3 =•= Ьа2, d3diCb = Ьфга^, I . • (7) 

C2n-3^2n-1^2nQ«+l = = a 2n-4^2n-2^2n- l a 2ra ( # = 3 , 4 . . . ) 
И 

(ОД + rf2) С3 + С^з = fl№ + *2. (8) 

( Q n - l Q / i + ^2л) Qn+1 + ^2я-1 ^2п+1 = ( а2я-2 а2л-1 + ^2n_l) ^2я + а2л-2 ^2я • 

, , Сравнивая цепные дроби (6) и (4), видим, что (4) получается 
из (6) при условиях 

*П = = й 0 > Ц = 1> "2 ^ Yl*l j "2я~1 = Тгя-1 ^2л-1 > **2я ~ Тг'л—2 ̂ 2я-2 ' 
C„ = a „ _ i . 

Тогда система (7) примет вид 

aQtlbla2 = bla2, b h b ^ = ^b3aA, , 
°2я-4Т2я-1 ^2n-lT2n-2 ^ 2 я - 2 а 2 я = = а 2 я - 4 ^2и-2 ^2я-1а2и , ' ' 

(л = 3, 4,...), 
т. е. 

«0Tl =- 1. Т2в-2 Т2я-1 = 1 (« = 2 , 3 , . . . ) , (9) 
а система (8) при тех же предположениях примет вид 

(«1 ~ Г А ) «2 + Тз̂ З = а\а2 + Ь2, 
а2п-2а2п-1а2п + Т2я-2 ^2я-2 й2я + й2я-2 Y2/i + l ^2я+1 = = 

— а 2я-2 а 2 я - 1 Д2л + "2п-\ а2п + а2л-2 ^2я (# = 2 , 3 , . . . ) , 

т. е. 
— T1V2 + ТА = *2. , (Ю) 

Т2я-2 ^2л-2 а2п + ?2я+1 а 2я-2 ^2я+1 = = *2я-1 а2я + а 2я-2 "2я ! 

(л = 2, 3,...). л \ 
В силу первого из уравнений (9) первое уравнение системы (10) 

примет вид Уз̂ з = Ь2 + Ьха21ай. С помощью (3) запишем это уравне­
ние как Тз̂ з = Ь2 + (̂ 1&з — ̂ г)/82 • Отсюда находим 

§2 = 1, Ъ = К- 0 '-' (И) 
При га = 2 из (9) в силу (11) имеем 

Уз = 1 Ai - ".; (12) 
При « = 2 из (10) получим y5bsa2 = b3a4 +а2Ь4 — у2Ь2а4. Отсюда, учи­
тывая (11), (12) и (3), находим 

'А^-(»--£) Mi ьх 

Считая, что 1хЬъфЬ2, отсюда имеем ~i5b5 = (k2b3 — b4)/'k1bi + b4. Сле­
довательно, Хг84;==1, r s = X2, т. е. 8 4 = l A i -

Теперь из (9) при п = 3 получаем у4 = 1Лг • 
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Предположим, что 
Т2*-2 = Y~ . V a = -тт— т̂ (А = 2, 3, ...)• Ъ -^ (13) 

При ^ = 2 и & = 3 эти соотношения уже доказаны. Из (10) поль­
зуясь (3), имеем 

Т2„+1 0 2 п + 1 " = ( * 2 я - 1 — "7 ) Г - 7 + 
°2л—2«1 \ А/г-1 / Ь2„ &J 

Хп—1 &2П—1 — (>2П—2 

hn-г bi 

Следовательно, считая, что 1п_г b2n_x Ф fr2n-2» получим 
"ftn+l "2И+1 X „ 6 J n + 1 - — Ь 2 п , &2Я 

°2Я—2 Х / г_1 Ь2п °3я—2 
+ - ^ - , (14) 

откуда Х„_Л„ = 82п_2, т. е. К = К-ъ1К-х-
Следовательно, в силу (13) имеем §2га= 1/ХгХ2... \п_х. 
Далее, из (14) следует, что 

Y2„+i = ^ . :j L (15) 
откуда в силу (9) имеем Т2Я=1/А

Л- Тем самым соотношения (13) 
доказаны при k = l, 2,. . . , а (15) верно при п = \, 2,... 

Таким образом, система (3) примет вид (1), а (4) примет вид (2). 
Теорема доказана. 

2. Из (1) можно последовательно вычислить \t, Х2,... Имеем 
, &i<22 + Ь2 Aj = - , 

й0&3 
Х265 — ^4 = 

_ & 1 Д * _ & 1 & 3«4 
«iX1 6,я2 + 62 

и т. д. Но такое вычисление в общем виде приводит к сложным 
формулам. 

3. Пусть цепная дробь (5) такова, что в (1) Хи=1 (п = 1, 2,...). 
Тогда из (1) и (2) получим, что при условии 

... V" (16) 

(17) 

Ъ\ h — Ь2 

ай а2 

имеет место соотношение 
ао •+" — ~~ 

а, +.. . + ап +,.. 

Ьь -ь( 
д4 

' 1 -

Ьгп+1 — "2п 

«in 

Ъ\ Ьъ Ь2п+: 

- их + а2 + . . . + агп а2П—\ + .-•• 

Справедливость соотношения (17) при условии (16) и при а о = 1 
доказал Л. Роджерс [2] в 1907 г. Это преобразование имеет место 
лишь при условии (16) и является частным случаем преобразования 
(2) при Х„=1 (л = 1, 2,...). 

4. Применим преобразование (2) к цепной дроби 

(18) ] / 2 ~=1 + 1 1 
2 + 2+. . . 

этом примет вид 
X, — 1 А2 — 1 Х3 — 1 _ 

2 2 2 

1 12 

x n - i 
2 

XJXJ. . .Х„_, 

\ 
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Отсюда .. 
Хх = 3, Х2 — —, Х3 = —, Х4 = — . 

Предположим, что 

Тогда 

X 2*±J (Л = 1 2 , . . . , я).. 

, i _ 2 . ^2 /1 + 3 
й + 1 5 7 2я + Г й + 1 2« + 1 

О * 
3 5 2п — 1 

Итак, согласно (2) 
J . А 2п + 1 2я—1 2я + 3 „, : 

l/5~— L i_ I I i . 2д —1 2я + 1 2п + 1 
V ~ ' l — 2 + 2 + 2 + 2 + . . . + 2 + 2 + 2 + . . . , 

т. е. 

1/2" = I I i- 1 1 2д —1 2я + 3 ^ 1 2 1 44 ^ 
1—2 + 2 + 6 + 2 + . . . + 2 ( 2 л + 1 ) + 2 + . . . 1 1 1 5 31 ' ^ ' 

В этом случае удается, таким образом, вычислить все Хга. При 
этом получается разложение У~2 в непериодическую цепную дробь, 
которая, однако, сходится хуже, чем (18). 

5. При преобразовании (2) из условия (1) следует, что а0 ф 0. 
Выясним, как изменится преобразование (2) при а0 ф 0. Для 

этого применим его, считая, что ахф0, к цепной дроби 
_ , h 63

 Ьп '<-\ '. 
аг + а3 + ... + а„ + ... 

т. е. увеличим в (1) и (2) все индексы у а и Ъ на единицу. Тогда 
при условии 

Л (20) *г _ hbt — h = Х Л -
^1 Й3 аЬ 

X, 
имеет место соотношение 

ai + b* bn+l -ai 

а2 + . . . + an+l + . . . 1 — 
Отсюда находим 

bi h b„ 
ax + a2 + . . . + an + . . , 

&* = 

• a2 + 

X/i 6 3 n + 3 

. Xn ^ЭЛ + 2 — ^2л— I 

а 2 Л + 1 

X,X2. . .Xn_! 

X164 X, Xn62n+3 

Й3 + ai + • • • + fljn + i + 

ax X,&4 .X, . 

— a2 + «з + at + • • • + 

bzn+i 
x„ , < . -

x„ 
as/j+2 

.' 

(21) 
+ ^Sn + l + Я2Я+2 + • • • 
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6. Применим (20) и (21) к (18). Условие (20) примет вид 
1 _ х , - 1 _ Х 2 - 1 _ Х 3 - 1 __ _ Х г а - 1 ; 
2 2 2 2 2 

Xj Х,Х2 Х 1Х 2 . . .АЯ_, 

т. е. 1 = Х 1 -1=Х 1 (Х 2 -1 ) = ХЛ(Х3-1) = ... = Х1Х2..Д„_1(^-1). 
откуда Xj=2, Х2 = 3/2, Х3 = 4/3, Х4 = 5/4,... 

Предположим, что Хй = (£+1)/£, & = 1, 2,... Тогда Х.п+1 — 1 = 
= 1АЛ - *„ = 1/(« + 1), К+х = (« + 2)/(« + 1). 

Итак, согласно (21) 

1 1 £ 1 и —1 /г + 1 я 
гАГ _ 1 = = 1 _ 2 2 2 2 3 л ' л п + 1 

2 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + . . . + 2 + 2 + 2 +. 

т. е. 

V2= — — — — — — — — — — ! 

2 4 + 2 + 4 + 2 + 6 + 2 + 8 + 2 + . . . + 
3 

/г—1 /г + 1 я '_1_ £ 5_ 16 69 
+ 2ге + 2 + 2 (л + 1) + . . . 0 1 4 12 52 ' 

7, Введем обозначения 

Х , = £ 2 , Х2 = й* Хя ^ 2 2 - , . . . (22) 

Тогда условие (1) примет вид 

д 4 — а 2 „ 
1*2 1*21*4 • • -V-irl—i 

При этом (2) запишется следующим образом: 

~ | Ьх Ь„ д 0 

UQ -J- — — — — 
а, + ... + а„ +. . . 1 

^2Я , 
02Я + 1 

V"in— 1 

^ 2 . 

6, ;х, 

— Я( + а2 

Р^л—1 , 
' *2« 

!*2Я 

— е2 

+ Дз 

+ aw + «2я+1 + • • • 

8. Т е о р е м а 2. Яри условии, 
(*2Й+2 &2Й+2 — М*1 f*2ft-M ^2Й + 4 ^ 3 

£ f t = 
H+iak+i V-k+\ Pk+з . 

flft+з 

(23) 

(24) 

^ feft+2Hfeaft+гя — ftm-i Ьав - i = _ (fc = 0, 1, 2, ...; ft=l, 2...) (25) 
ftt-И НчЕ4-3---№+2П—1 

' a*+2rt— 1 
Wt+S (**+«• • • {Ч+2Я-2 
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имеет место соотношение 
\хъ , Н, 1хт , ' ; 
— »2 — »4 Ь2п -

а о +
 &х *» в Л о _ е + _ £ ! _ • - * L _ - ^ — (26) 

а , + . . . + а„ + . . . а,—е, + а 3 — г2 + . . . + «„ —ел + . . . 

в общей области сходимости этих цепных дробей. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим цепную дробь 

W o = l + f i к ь± ь-л ' (27) 
а0 + а, + а2 + . . . + ап + . . . 

Условие (25) при к —О примет вид 

№ — M i 
fi,a. 

_ М-4&4 — М з _ 

f*l(*3 
«з 

f*2 

\хъп"2п — !*2л—l "in—l 

|^ift3- • -fan—l 
а2л—1 

Э т о условие о т л и ч а е т с я от (23) у м е н ь ш е н и е м и н д е к с о в у всех а и Ь 
на единицу, причем s0 и грает роль — в цепной д р о б и (5). П о э т о м у 

я, 
и м е е т место с о й т н о ш е н и е (24), к о т о р о е в данном случае принимает 
вид 

1Н. (*1. 
— 62 —ft, 

1 £0 f i Fa 
1 — Co + a, + a2 + . . 

1 2 1 

1*2Л , 
hn 

I*2n— 1 

• + Й2Л—1 + 

«0 

!*2л—1 , 
"2Л-1 

f*2n 
Я 2 п + . 

4 
0 1 1 a0 — s0 

И с к л ю ч а я отсюда п о д х о д я щ у ю дробь —, получим 

!*2 , Pi t !*2Л , 
&2 »1 »2я 

е0 f̂ l f*2 f%l-I 

«о —so + a, + а2 + • • • + «2я-1 + 

1 1 а0 

f»2/I-l , 
" - 02Л-1 

(*2Л 

«2л 
ш0 = 1 + 

0 1 а0 — s0 

Сравнив (28) с (27), получим 

+ .. 
(28) 

в, 

Теперь 

°>i = 

5 «1 + , 

Ьп = 

... + ап +... 
f*2n . 

У-2П—\ 

+ «2Я-1 + 

рассмотрим цепную 

1+Ь-
— ь, — ь4 
f*2 f*3 

«о — £о + 

t*2n—l . 
°2Л—1 

Р»л 

Я2Л 

дробь 

fan—1 

Pi 
а, 

i 

+ .. 

Ьзл 

f 2 . f*l . 
6 2 — ft, 

f*2 

а, + «2 + . . . + 

^ 2 Л -

р2Л 
-h 

«i + a2 + а3 + . . . + я2л-1 + «ги + • • 

Условие (25) при к = 1 примет вид 

(29) 

(30) 
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1*з ( ~ 64 ) — Ри { ~ Ь\ ) fi5 ( — Ьв ) — (х4 ( — Ьъ 

\}*3 / V f̂ 2 / \(*5 / \(*4 
[А2«2 [*2!л4 

а4 
f*s 

fV^n+2, \ fV-гп—х , \ 
H-Sn + l I °2Л+2 I —(*2п1 °2Л-1 I 

\(*ая+-| / \ ^гл / _ 

^гИч- • -fan 
«2n 

(X3J*5- • • !*2л—1 

(31) 

Но это есть условие (23), записанное для цепной дроби (30). По­
этому для последней цепной дроби соотношение (24) примет вид 

bt Ьх п 
,., _ х £> ^ 2 f*3 f*3 M-2 
UJj ——^———— 

1 — ах + а2 + а3 • + . . . + 
1х2п + 1 ^2И+2 , У-2П ^2Я—1 

°2Л + 2 &2И— 1 
V-in t*2n+i ^гл—i t*2n 

т. е. 
+ й2Л + «2Я + 1 + • • ' 

— h — 6, 
(Oj = I !L Jfa_ i ^ _ [ / 

1 — a, + a2 . + a3 + . . . + 
fan+2 , М-2Л—1 , 

"2Л+2 °2Я—1 , л , -
[*2n !*2л+1 1 U: 1 д , 

+ й2„ + Й2Л + 1 + . . . | 0 V L 1 l «! — S, 

Исключая отсюда подходящую дробь —, получим 

« 1 — е 1 + «2 + «3 + • • • + 

М-2Л+2 , |*2л—1 , 
°2л+2 °2Л—1 , , 

Г*2л !*2л+1 1 1 Д1 

+ «2л + «2Л+1 + • • • 0 1 ах— е, 

Сравнивая (32) с (30), имеем 

Ml , !х4 , f*2n , М2Л—1 . 
— »1 — &4 »2Л *2Л-1 

„ I iH j*3 f*2n-l t*2n 

Й2 + ИЗ + • • • + «2Л-1 + а2П + • • • 

°4 "1 "2Л+2 °2Я— 1 "2Л+2 
U _ • f*2 F'3 «2Я №л + 1 

а2 + а3 +...+ а2„ + а2п+\ +• 

Аналогично, положив £ = 2 в условии (25), получим 

R , Мб , М2Я+2 . • \Нп—\ . 
°1 °6 Р2Я+2 °2Л— 1 

-v I t*3 [*4 ^гл (*2Л + 1 ,-—i 
a 2 ~i • — •— 

а3 + а4 +...+ а2п + а2л+1 +• • • 

(32) 
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= а2 — е2+ — 
из + д4 + аа +••• 

Поступая так же и далее, завершим доказательство теоремы. 
9. С л е д с т в и е . При условии 

е __ 14k bjk — Из h f*2A+2 hk+2—Jhh 
eft — ~~~~ — ••• 

^ »Ч*+м-з ftrt+ая-а ~ fe« + 1 &2П + 1 _ _ ( д = 1 , 2 , . . . ; Jfe = 2, 3,...) (33) 
Hft+i f%+3- • •Нб+гя—l ak+2tl—! 
W+2 W + 4- • •t"l£+2fi—2 

имеет место соотношение 

U и и и и ' "* °2П-2 

«l + а2 + . . . + ап +... « !+a 2 — Е 2+ «з — г з + - - - + ап — ел + . . . 

б общей области сходимости этих цепных дробей. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для цепной дроби 

а2+Ь± Ь± {Г)< 
а3 + at+... 

в силу (33) выполнены условия (25). Поэтому в силу (26 
Нч . 1Л2П—2 . 

и и °i °2П—2 а2+к к ^ +j* _jHn 
а3 + а4 +... «з — £з + • • • + ап — гп +... 

что и требовалось доказать. 
10. Пусть цепная дробь (5) такова, что в (25) и (26) рп = 1 

(я = 1, 2,...). Тогда теорема 2 примет вид: при условии 

6jfc = *»*+'-»' = »«+4-»з = _ = W M - » » — i (jfe = o, 1 , - ; л = 1,2,...) 
ak+i ак+з a/i+m-i 

имеет место соотношение 
ь «• v „ , h 2: 

(34) 

«о + — , — , , —• , = «о ~ £о + 
а{ + а2 +...+а„+... аг— е, + 

+ «2—е2+...+ йя — s„ + . 
(35) 

в общей области сходимости этих цепных дробей. 
11. При р„=1 (« = 1, 2,...) следствие п. 9 примет вид: при 

условии 

5 __ hk — °Э _ °2fe+2 — °5 _ __ °2Й+2Д—2—Ь2П+1 / 

«А+1 «ft+З «* + 2H-l 

(А = 2, 3,...; л = 1 , 2,...) 
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имеет место соотношение 
bj_ bz_ bn bj_ b% fr4 

ax + a2 +...+ an+... a{ + a2~ s2 + a3 — s3 + 

be b2n—2 
+ at — e4 + . . . + an — гп +... 

в общей области сходимости этих цепных дробей. 
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В настоящей работе предлагается один общий подход к вычислению минимального 
числа входов линейных динамических управляемых систем. Рассматриваются линей­
ные стационарные системы, системы с запаздывающим аргументом, нестационарные 
системы; исследуется задача вычисления, минимального числа входов поточечно уп­
равляемой системы с запаздыванием. (Работа поступила в журнал «Математика» 
12 II 1975.) 

Л. М. Муратов. Об улучшении сходимости рядов 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Рассматривается общее преобразование, улучшающее сходимость числовых ря­
дов. Из этого преобразования выводятся известные преобразования Куммера, улуч­
шающие сходимость рядов с положительными членами, и преобразование степенных 
рядов, предложенное Эйлером. Приводится также некоторое новое преобразование, 
улучшающее сходимость рядов сходящихся по признаку Раабе. (Работа поступила 
в журнал «Математика» 22 V 1975.) 

Ф. Г. Мухлисов. О существовании и единственности решения некоторых уравнений 
в частных производных с дифференциальным оператором Бесселя, II 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В работе изучается уравнение Р ( Д в ) н = / , где Р ( Д В ) — многочлен степени 

л о т дифференциального оператора Бесселя &в с постоянными коэффициентами. 

Строится фундаментальное решение дифференциального оператора Р ( Д В ) , 

дается общее представление решения уравнения Р(Ав)и = 0 и на основе этого 

конструируется класс функций, в котором уравнение Р ( Д В ) ц = / и м е е т единствен­
ное решение. (Работа поступила в журнал „Математика" 5 II 1975.) 


