
Учитывая, что § , V ---вложении, имеем 

-н, следовательно, 

•4i,(̂ ii(t))e»iV(t)'+*.̂ (v(t))̂ (t) Y '• 
Т ' dt • Так как .) U( t ) " j - . понимается в сильном сшсле (в ешсле. 

сходимости по норме пространства д (X) ), то, в а ж н а я в полученном 
равенстве интегралы- конечном сушада р мн получаем утверждение тео~» 
реш* 
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ОБ О Г Р А Н И Ш Н О С Т И ЗАШДА, ЗАДАННОГО НА ПРОЕКТОРАХ АЛГЕБРЫ 
НЕЙМАНА ТИПА I I 

Введение. Пусть Н - комплексное гильбертово пространство, 
М » алгебра Неймана, действующая в И , и М° - множество 

ортоцроекторов в Ы * 
Комллексозначную функцию *1 9 заданную на М П , назовем за-
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рядом, если *l ( Р ) - £ f? (Р, ) , кода скоро Р = £ Р , 
tt-I ici 1 

Р, Pi i М п , P. P } - o ( i ^ i ) . 
Всюду ниже9 где речь дойдет о числовом ряде с несчетным множеством 
слагаемых, его сумма понимается как предел сети конечных частных 
сумм* В частности.сходимость такого рада, означает,что в нем не более 
чем счетное число слагаемых отлично от нудя, и обычный ряд, состав-3 

ленный-из этих ненулевых слагаемых, сходится -абсолютно. 
Для содержательной теории таких зарядов существенно требование 

их ограниченности, поскольку оно обеспечивает, например, возможность 
представления зарадов в виде линейной комбинации неотрицательных 
мер [4], [5.] В Поэтому возникает естественный вопрос о существовании 
неограниченных зарядов* 

Цель настоящей статьи - дать ответ на вышеуказанный вопрос в 
случае, когда М -алгебра Неймана типа II* Основной результат 
статьи выражается следующим утверждением; вытекающим из теорем 2.3 
и 3.4. 

Теорема. Пусть М алгебра Неймана типа II . Тогда любой 
зардд, заданный на ,МП , необходимо ограничен. 

2* Ош^^Ш^жМШ^^Ш.М . Ц алгебра Неймана ти­
па II! , действующая в Н . 

В дальнейшем условимся проекторы^из редуцированной алгебры 
Мр (Р( МП ) отождествлять с соответствующими проекторами, деист -
вунцими в пространстве Н * 

2.1. 1 е м-м а • Пусть ^ l ^ i $ ̂  - алгебры Ней­
мана, и *. jyn — ( L - заряд. Для того чтобы \ был огранм -
чен на №п

 5 необходимо и достаточно, чтобы \ \ м[ был ограничен 
для любого i i I 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость очевидна» Пусть 

п 
теперь \\М{ ограничен для каждого it 1 . Положим C{=Sup |*[(Р)|< 

. P e l " 
+ c ?°(i€l) ; достаточно убедиться, что С'^Ъ С{<+ «> . Лредаоло-
я м цротивное» С = + о° . Тогда существует о 1 -.конечное под -
шожество I такое, что £ С: > 1 . Аналогично, тая как£ 
= +• сю , существует чг - конечное подмножество 1\Ц такое, 
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что S > 1 к т.д. 

Положим & = U S- ; пуста, например, (Mi U I Для-
кавдого Ц ,1̂ =1,2, . выберем Рк £ д ̂ такой, что | ^ (Р)| > С { ~ ^ . 

Если Р=2Р К то ^(p)-^ ̂ (Рк) • т .о . Sh(P^)S < + ^ » ^ 

ким образом, ̂  ^ S ^ IЧ СР^̂ 1 "̂ I ^СРК)! ^ 1 . 
00 

Это противоречит расходимости рада S • 

Введем обозначение ф(М )= \ \ ' МП С I *l °~ неограниченный 
заряд ) 

2.2, I еу м н а . Если \ i Ф(М) и Г ~ нормальный коне­
чный след на М + , причем 1(0 = 1 , то для всякого £ >0 найдет­
ся Р € М П такой, что Т ( Р ) < £ и ̂ | М" неограничен® 

Д о к а з а т е л ь с т в о » Пусть £ > О .. Выберем m€ i 
такое,, что ~~ < £ , я последовательность С М'п такую, 

2 -
что |^(P n)|>tl-2" + m (П— 1,2 , ... ) • 

• Для кавдого ri € [N построим 2 Т | + Ш . эквивалентных-попарно 
ортогональных проекторов Q11 . £ М ° » которых •. 
Р«=и А; Очевидно, для кавдого tlt| существует К ч (п)4 
42!1''т такой, что \\(&- (tt))l >tl . Положим ^ ^ ^ ( n ) ' s Та*~ 
ким образом, *)|м! неограничен и г (п\ г v г/"A 1 1 W V • 

• £ Т ^ Я = '• < £ ' » т» е* проектор Р - искомый. 
11=1 z i п 

''' 2.3, ̂ 2р§ма« Если ^ • М —*(L ~ заряд, где М - алгебра 
Неймана типа Ilt , то ^ ограничено 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим два сдучая* 
а) , Ш - счетно-разложимая алгебра Неймана типа II ̂  • 

Тогда существует точный нормальный конечным след X на М * при­
чем Т0) = < .. Цусть, напротив, Ф(М)^0 и ^бФ(М) . По лемме 2.2 
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существует Pt £ Мп такой, что t(l?1)<1 и*||М р неограничен. 
п 

Так как < - также алгебра типа I1 1 то существует Р2 £ Мр 

такой, что Т (Р г )< 2~ и *ll неограничен* Продолжая этот про­
цесс , получим в силу точности X убывающую к нулю последователь -
ность (Рц)^ МЛ такую9что для любого tuW- >|| неограни-

U 
чан. 

Возьмем Р£ МП такой, что | *[$)\ > 1 Поскольку проекторы в 
адаебре М образуют непрерывную геометрию (см. [2, теорема 6,5}.), 
то (1 - Р п ) Л P I P . Тозда, очеввдно,^|((ьРп)ЛР) *[(Р) 

• т .е . существует n 0 £ | N ( i^((b 'P U o )A Р) | > 1 ) 

Положим й 0 = (1-Р п ) Л Р ; тогда 1 ~ Q n o > РПо Итак, 
3Q o eM n ( | * l (Q 0 ) | >1/(! М ^ о неограничен)/ (I) 
В силу произвольности алгебры М и заряда \ i Ф(М) свойство 
(I) будет выполнено и для заряда *] М' Л на алгебре 
Тогда существует Q 1 i M 1 _ Q 0 такой, ЧТО > 1 и \ \ Q 

неограничен. 0 1 

Таким образом, продолжая этот процесс, мы получим последовате­
льность попарно ортогональных проекторов (ft^ ̂ с: М п , для. ко­
торых I ̂  (̂{̂I > j i =0/b что, очевидно, противоречит определе -
нию заряда. 

б) Общий случай» Как известно, М — f где Ы-х - счет-
шо-разложимая алгебра Неймана типа П 1 (см. [3, гл.1, § 6, предложе­
ние 9 Э ( i t t )] ). n . > . 

Согласно a) ^ | ограничен для каждого i€ J. . Тогда по 
ледае 2.1 \ ограничен. Теорема доказана. 

3. Случай алгебры Неймана типа II ̂  . М - алгебра Неймана 
типа Лео , ф ( М ) -множество, введенное в п.2. 

3.1. Л е м м а . Если Ф {№) ̂  0 да некоторой алгебры № 

типа I I о о , то существует алгебра М 0 типа I I W и существу­
ет h £ Ф ( М 0 ) : f „ ^ 

V Р с М 0 ( ^ ( Р ) | > 1 = ^ ^ | C M o V p ограничен). (2) 



Д о к а з а т е л ь с т в о Возьмем алгебру М и 
. Если - для if и % свойство (2) выполнено, то 

лемма доказала. Поэтому будем считать, что свойство (2) для них не 
выполнено* Тогда существует Pt £ Мй такой, что (^(РД) > 1 и 
\ I )f1-p1 неограничен» Разлагая *М1-р1 в произведение алгебры 

тнпа 1 1 ч и алгебры типа. И-о© $ ж получим в силу теоремы 2.3, 
п " 

что существует ui € <№̂.р такой, что -алгебра типа 
II оо ж \\ неограничен. Аналогично, если для алгебры 
ж зардда \\^\ свойство (2) выполнено, то лемма доказана. Поэ­
тому опять будем считать, что свойство (2) не выполнено. Значит,су­
ществует Р2 е К такой, что | 1 ( Р г ) 1 > 1 и „р неог- . 
раничен. Снова существует GL £ Мл л такой, что J\f 0 - алгеб-
ратина П оо и *[ | .MQ неограничен. 

Будем продолжать этот процесс; тогда на каком-то шаге рано или 
поздно получим искомую алгебру Неймана и искомый заряд* Действите -
льно, если предположить, что этого не случится, то в результате цро-
цесса мы получим последовательность попарно ортогональных проекте -

Р 0 В ( P n C i с : ^ П > ̂  К 0 Т ° Р Ш \ \ М у 1 , • •-v 
а это находится в очевидном противоречии с определением заряда. 

3.2. Л е м м а . Если ( Ф(М) , I - точный нормальный 

полуконечный след на М т , ( Р П ) П = 1

С : : М" и tin | ̂  (РЦ) | ̂  ;? 

то lim I (Р П - ) = + оо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, напротив, ttm t ( Р п ) ^ ^ • 

Тогда, не ограничивая общности, можно считать, что t ( P n ) ^ С , 

TL = 17 2 7 ... Переходя, если надо, к подпоследовательности, будем 
считать, что j * [ (Р П ) | > П* 2* ? П =И, 2 , . .. 

Для каждого U € IN построим 2 П эквивалентных попарно ор-

тогональных проекторов (Q: ).. с Ц , таких, что Q-



Очевидно, для кавдого n£ N существует 14| о(п) 4 211 тадой, 

что ItCQ̂n))! > п ; положим Q = V Q.j nj , Тогда i| j Ма 

неограничен > t (ft.) -4' £ Г ( ft] ( п ) ) « £ ^ < С ' £ "1 -
tin «ol,l/ ti-l 2 • n=i z 

= С < -ь , т.е. . - алгебра Неймана типа I11 . Подучен­
ное противоречие и доказывает лемму. 

3.3. Замечание. ПУСТЬ ^ £ ф(М) и I - нормальный полуко -
нечный след на" М . Тогда существует Р £ М такой, что X{V)<oo 
и \\Ш >1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем ft € МП (j (GO I > О-

Рассмотрим множество 9 = {^i)ui c : ̂ " I ̂ 1 % ~ 0 ^1 ^ 9 

&{ 4 Q , &| 0 ж Х(&()< + с ю для каждого t€ I j . Так как 
элементами 9 являются наборы проекторов, то введем в 9 поря­
док по включению. Тогда 9 индуктивно; при этом , 0 . В самом 
деле, так как Т полуконечен, то существует G € М°\ [о| такой, 
что & 4 Q н Т(&)'<+"ею ; значит, {&] С 9 . 

По лемме Цорна;в 9 существует максимальный элемент (^^j . 

Покажем, что 2* &^ =• ft . Действительно, если это не так, то опять 

в силу нолуконечности t существует &° £ М \(®) т а к о й * ч т о 

G°4 a - L &° и .t(&°)<~. Тогда { & в } Ц ( & ; ) ш € . ^ , т.е. мы 

получаем противоречие с максимальностью семейства (б^\ 6 х .." 
итак, a-:g&;, о?е м• \{о}" 1 G? GJ^ou^pН Г ( & ; К + ~ . 

Так как \ (Q) = S \{ &• ) , то существует & - конечное под-
аI 

множество I , для которого U ( S G. )| > \ Таким образом, про-

ектор 
Р• = £ &° - искомый. 



3*4. Теорема. Всякий завял, заданный на ортоцроекторах алгебры 
Неймана М типа'II оо ограничен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о •• Предположим противное: 
Пусть тогда алгебра М0 типа I I ^ и зарад ^ £ Ф (Мо) удовлетво­

ряют требованйш лемш 3.1; X - точный нормальный полуконечный 
след на М 0 . 

Из замечания 3.3 вытекает, что существует Ро ̂  М 0 такой,что 

X ^ Г ( Р 0 ) < + - и |И(Р 0)|> 1 ; пусть SUpK(P) | . 

По лемме 3 .2, существует константа С2 > 0 такая, что если 

то |^(Р)| 4 С , C P C M ' J : 
Возьмем Q € М"о ( | | ( Q ) | > C ( + C 2 ) И ПОЛОЖИМ [г — 

= Q A ( P 0 V ( I - U ) ) . тогда Q - & = а д & 1 =QA((i-a ) v(p 0Au))= 

= Q A ( I - Q + P . J A Q ) « Q-A.(Po Л О ) = 0 Л ( - 1 - Р . ) 

Таким образом, . Q = & +• Q А ( i - Р 0) • 

Так как Q Л (1 ~ Р 0 ) 4 \ ~ Р0 , то | ̂  (Q A (l-P 0))| < С, 

йтаккак Г ( & ) = r((P 0V (i-Q)).A 

= T ( P 0 V ( l - Q b ( b Q ) K t ( P 0 ) = ^ , . . » \\{b)\<>h.-' 

твпадь^са) ! < | ц ( & ) | ' + | ц ( й А ( 1 - Р , ) ) 1 « ' 0 , + ' ^ 
- противоречие. Теорема доказана. • 
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. В.П.Кадушин 

К ПРШЛЩЕВНОМУ РЕШЕНИЮ СЙШУШРНЫХ ИНШРАШЫХ УРАВНЕНИЙ С 
КОМПЛЕКСНО СОПШЕШШ НЕИЗВЕСТНЫМИ И МОНОТОННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 

Настоящая работа является продолжением работ автора [ l ] , [2] , в 
которых рассматриваются приближенные методы решения как линейных, 
так и нелннёйншс сингулярных интегральных уравнений (с.и.у.) с ком­
плексно сопряженными неизвестными. 

Среди методов решения различных операторных уравнений особое 
место занимают интенсивно разрабатываемые в последние годы [з], [4] 
методы решения уравнений с монотонными операторами, что вполне ее -
тественно, так как эти уравнения обладают рядом таких замечательных 
свойств, как существование, единственность решения, сходимость пря­
мых и итеративных методов и др. В настоящей работе делается попытка 
приближенного решения уравнений с определением монотонности в комп­
лексном гильбертовом цространстве. 

I а Вспомогательные результаты. Рассмотрим сначала случай линей­
ного с.и.у. с постоянными коэффициентами без вполне непрерывной час­
ти ИГ 

К? = а?Ш+йчГ) + с Sy(t) + dSi>(t) = ? ( t ) 7 а> 
где Q , $ , С -9 d - комшгекснозначные постоянные; f (t)~ заданная, 
сумшруемая с квадратом на f 9 функция; ^ - единичная окруж­
ность с центром в начале координа.т; S У ( t ) - сингулярный интеграл 
с ядром Кошщ Y(t) - неизвестная функция. 

Обозначим через <Х2 (f) цространство суммируемых с квадратом 
на f функции со скалярнымпроизведением 
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