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Глава I 

ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ МЕТОДЫ 

§ 1. История 

Обзор посвящен достижениям в алгебраической геометрии 
последних лет. 

Основной моделью в грандиозной «теории абелевых функ­
ций» является эллиптическая кривая (т. е. плоская кубика). 
Аналогичную роль на новом этапе развития алгебраической 
геометрии играет трехмерная кубика. 

Кажется невозможным проследить появление эллиптических 
кривых в математике (нужно было бы начать, по крайней ме­
ре, с уравнений третьей степени Диофанта) (см. [1]). Столь 
же трудно указать момент исторического появления трехмер­
ной кубики, хотя основные концепции бирациональной геомет­
рии, точкой приложения которых она является, появились не 
2000, а 200 лет тому назад. 

Поэтому мы выбрали в качестве масштаба самый маленький 
отрезок времени тридцать три года, прошедших с того момен­
та, когда проблема кубшш была последний раз представлена 
общему собранию математиков как фундаментальная проблема. 

Начальной точкой обзора нам послужит конференция «Про­
блемы математики», которая проходила с 17 по 19 декабря 
1946 г. в Принстоне. Формально конференция была посвящена 
200-летию Принстонского университета, а по существу это было 
первое большое собрание математиков после 10 лет разобщения 
и тягот второй мировой войны. Небольшая брошюра [49] 
точно передает дух и стиль встречи почти всех работавших 
в то время западных математиков (см. список участников 
в конце [49]). 

Эта конференция представляет для нас особый интерес, 
так как среди девяти секций (или как сейчас говорят, панелей), 
представляющих различные области математики, среди при­
вычных математических наименований, впервые появляется 
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особая секция № 6 «Новые направления» иод председательст­
вом Дж. фон Неймана (лидер дискуссии —Винер), представ­
ляющая новый для того времени тип математика. В то время 
эта нить еще не выделялась из общей ткани математики, но 
уже чувствовалась сила авторитета новизны и массовости, ко­
торая так знакома по последующему этапу развития этого на­
правления. 

Цели и задачи конференции ее председатель Лефшец во 
вступительной речи выразил так: « . . . Общая тенденция разви­
тия науки отмечена появлением большого числа новых направ­
лений и возрастающей специализацией. Эта тенденция должна 
быть сбалансирована большим взаимопроникновением идей 
различных областей, связывающих математику в единое целое... 

. . . . Нам кажется, что эта конференция представляет благо­
приятную возможность математикам 'переменить фазу колеба­
ния к унификации и объединению. Что может 'быть лучше для 
этого, чем собрать вместе небольшую, но разнообразную груп­
пу восприимчивых и активно работающих математиков и пре­
доставить им возможность изложить друг другу не только со­
держание своих текущих исследований, но прежде всего 
стоящие перед ними проблемы, близкие к разрешению или да­
лекие, ио по их мнению, важные? ..» [42]. 

На каждой секции было указано несколько таких проблем. 
Неформальный стиль работы конференции позволил мате­

матикам высказать несколько общих соображений и .прогнозов 
о будущем развитии различных областей математики. Была от­
мечена тенденция сдвига логики в алгебру, топологии — в диф­
ференциальную геометрию, анализа — в статистику и алгебраи­
ческой геометрии—-в алгебру. Мы оставляем читателю самому 
оценить качество этих прогнозов. 

Секция № 2 «Алгебраическая геометрия» заседала под пред­
седательством Лефшеца (лидеры дискуссии — Ходж и Зарис-
кий). Мы приведем здесь по возможности все темы, которых 
касались тогда математики и последующее развитие которых 
алгебраический геометр может наблюдать. Заметим только, что 
за необычный стиль изложения ответственны сами участники 
конференции, мы даем только точный перевод их высказываний 
чз [49]. 

Прежде всего были сформулированы четыре проблемы: 
«.. . 1) Изучить размерности линейных систем на алгебраи­

ческих многообразиях. Обобщить теорему Рииана —Роха на 
высшие размерности , . . 

2) Могут ли алгебраические поверхности быть униформизо-
ваны автоморфньши функциями (аналогично униформизации 
алгебраических кривых) ? . . . 

3) Является ли кубическая гиперповерхность в Р* рациональ­
ным многообразием?,.. 
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4) Изучить стандартные конфигурации (типа 27 пр*мых на 
кубической поверхности) над полями х а Р ^ Т к Т ^ t'a& 

Последний вопрос Лефшец характеризовал как baby talk-
Его нужно рассматривать как иллюстрацию общего направле­
ния к переносу известных геометрических Ф ™ в ^ Р » ^ , 
стику р. Лефшец указал, что здесь полезно начать с работы 
Макса Нётера и Альфана о классификации кривых в Р . 

Совершенно особо была отмечена гипотеза Ходжа и даны ее 
адекватные формулировки- Наконец, было указано на значение 
работ Кастельнуово — Энриквеса о минимальных моделях по­
верхностей, результаты которых Зарискии лередоказал так, что 
появилась надежда обобщить их на большие размерности. 

Конец заседания заняла интересная дискуссия между Леф-
шецом и Биркгофом о положении дел в вещественной алгебраи­
ческой геометрии и значении 16-ой проблемы Гильберта (см. 
("49] стр 7 8) 

Сейчас, по прошествии тридцати лет (.период смены поколе­
ний активно работающих математиков), мы можем проследить 
судьбу поставленных проблем и оценить дар предвидения^веду­
щих математиков того времени. Несмотря на то, что темой дан­
ного обзора является проблема № 3, нельзя хотя бы кратко не 
проследить за развитием всего комплекса поставленных проб­
лем, так как они тесно связаны между собой и решение одной 
из них (например, первой) является необходимым техническим 
фундаментом для решения следующих-

Первая проблема была решена Хирцебрухом [16] менее чем 
•через десять лет после Принстонской конференции. Бе решение 
опирается на прочно укоренившуюся в алгебраической и анали­
тической геометрии концепцию когерентного пучка и его кого-
мологий. Размерность линейной системы интерпретируется как 
размерность пространства нульмерных когомологии пучка, 
открывающих серию пространств когомологии любой целочис­
ленной размерности. Альтернированная сумма этих пространств 
есть простой топологический инвариант базы и «коэффициен­
тов». 

{sum}(-iy//4X.^)=^(X. Я- (-•-•-) 
i_0 

Доказательство Хирцебруха было чисто топологическим и 
отражало успехи дифференциальной топологии и теории кобор-
дизмов. Позже Гротендик нашел алгебро-геометрическое дока­
зательство этой формулы [2] и с тех пор равенство (1.1.1) но­
сит название Теоремы Римана — Роха — Хирцебруха - Гротен­
дик а. 

Правая часть равенства (1.1.1) легко вычисляется, но для 
того, чтобы выделить из левой суммы первый член (//° (X, .F) — 
размерность линейной системы, необходимы хотя бы грубые 



достаточные критерии обращения в нуль когомологий положи­
тельной размерности. Для этого обычно пользуются критерием. 
Кодаиры (см. [32]) для отрицательного обратимого пучка, ли­
бо критерием Ботта (см. [26]) для специальных пучков и мно­
гообразий (типа однородных). Типичным .примером применения 
комплекса теоремы Римана — Роха с теоремой исчезновения 
являются утверждения § 5 гл. I следующего обзора. 

Переходя к проблеме № 2, нужно отметить неопределенность 
ее постановки. Если понимать вопрос буквально: любая ли. 
неодносвязная поверхность накрывается однородной симметри­
ческой областью, то отрицательный ответ получен Калаби и 
Везантини, которые доказали, что алгебраические поверхности,. 
накрываемые классическими областями, не имеют модулей. 

Вариант формулировки и решения проблемы № 2 предложил 
Гриффите. В [34] он доказал, что на любом многообразии (тем 
самым и на поверхности) найдется такое .открытое по Зариско-
му множество, универсальная накрывающая которого реали­
зуется как ограниченная область в Cn. 

Вели же проблему №2 понимать максимально широко, как. 
проблему описания фундаментальных групп и универсальных 
накрывающих компактных алгебраических поверхностей, то эта 
проблема до сих пор остается открытой. Наиболее интересная 
гипотеза в этой области утверждает, что при вариации поверх­
ности обязательно варьируется и ее универсальная накрываю­
щая, в отличие от кривых, которые все и одновременно унифор-
мизуются единичным кругом. Эта гипотеза проверена Шабатом 
для одного интересного класса поверхностей [18]. 

Решению проблемы №3 посвящена следующая глава. Отме­
тим только, что еще на Принстонской конференции обсуждался 
«слух», что Дж. Фано решил ее отрицательно. Метод Фано был 
на некоторое время забыт и исключен из математических дис­
куссий в силу того, что его результаты намного обгоняли осно­
вания (подробно об этом см. следующий обзор). 

Проблема №4 тоже поставлена неопределенно. Иеследова-
:я этого направления СЛОЖИЛИСЬ в красивую теорию «когомо-
гай Галуа» (см. [52]). Перенос классических результатов 
эрии кривых и поверхностей в характеристику р, представ-

пощий содержание многочисленных работ («Патологии» Мам-
рорда [44], классификация поверхностей Мамфорда-Бомбьери 
[25], «Поверхности типа Л"3» Шафаревича-Рудакова [8] и т. д.), 
не сложился еще в единообразную общую теорию, хотя боль­
шинство полученных в этой области результатов потребовало 
от авторов lots of shoulder muscles, как и предсказывал Лефшец 
(см. [49], стр. 7). 

Возвращаясь ко всему комплексу четырех проблем, мы ви­
дим, что единственной четко поставленной «классической» проб­
лемой с однозначным ответом была проблема кубики. Осталь­
ные только очерчивали направление развития будущих теорик 
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(это относится и к проблеме № 1 в силу ограничительности 
условий, в которых справедливы известные теоремы исчезнове­
ния). 

Возвращаясь к методу Фано в проблеме кубики, заметим, 
что замечательный итальянский геометр решил более сложную 
задачу, чем описание бирациональных инвариантов кубики. Он 
исследовал и описал группу ее бирациональных автоморфиз­
мов. Сложность техники линейных рядов в трехмерном случае-
и отсутствие оснований теории привели к тому, что, несмотря 
на простоту идей, доказательства не имели авторитета вплоть 
до последнего времени, когда работы Хиронаки о разрешениях 
особенностей позволили вернуться к старым методам (см. Ма­
нии— Псковских [5]). Когда, наконец, методом Фано Манину 
и Псковских удалось «распутать» автоморфизмы трехмерной 
квартики, Гриффите и Клеменс [29] разработали новый подход 
к геометрии трехмерных многообразий, который мы для прос­
тоты и определенности будем называть «трансцендентным ме­
тодом», хотя во многих случаях (как, например, в случае куби­
ки) он прекрасно алгеброизуется (см. [48]). 

Изложению этого метода будет посвящен следующий пара­
граф, а приложению его к проблеме кубики — следующая глава. 

Последний пункт, отмеченный на заседании секции «Алгеб­
раическая геометрия» 17 декабря 1946 года, гипотеза Ходжа,. 
до сих пор не поддается усилиям ведущих алгебраических гео­
метров. Кроме тривиального уточнения Гротендиком [35] ее 
постановки, практически никакого продвижения в направлении 
ее решения до сих пор нет. Трансцендентный метод освещает 
целый комплекс вопросов геометрии трехмерных многообразий 
и дает некоторое количество примеров решения проблемы 
Ходжа для специальных четырехмерных многообразий. 

§ 2. Трансцендентные методы 

Эпитет «трансцендентные» указывает, прежде всего, на то,, 
что мы будем пользоваться спецификой поля комплексных чисел 
С. И хотя после того, как прояснится структура этих методов, 
можно снова вернуться в рамки абстрактной алгебраической 
геометрии, в этом параграфе мы всюду будем рассматривать 
компактные неособые комплексно-аналитические многообразия. 
А поскольку метод основывается на теории Ходжа разложений 
когомологий, мы отсылаем читателя к старым монографиям [17] 
или [3] за определениями и основными понятиями этой теории.. 

Каждое комплексно-аналитическое келерово многообразие X 
определяет некоторое число комплексных торов следующим 
образом: 

Для любого нечетного числа i, не превышающего веществен­
ной размерности многообразия, пространство вещественных ко-
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гомологии Нг(Х, R) содержит полную решетку целочисленных 
КОГОМОЛОГИЙ №{Х, 1). 

Факторпространство 

Н1(Х, Щ1Н1{Х, Z).= 7-(.tf) (l.2.1) 
— вещественный тор. 

На пространстве вещественных когомологий # • (X, R) мож­
но различными способами вводить комплексные структуры, 
среди которых особенно примечательны две: 

Пусть 
/ / ' ( X ' C ) - = 2 НР-«(Х,С) (Г2.2) 

р+д-1 
— разложение Ходжа комплексных когомологий многообразия 
X и Pp.Q—проектор класса когомологий на компоненту ти­
па (р, q). 

Рассмотрим два линейных оператора на вещественном про­
странстве Hl(X, R); 

Cw= 2 *™Р"« и С ° = {sum} t^Pp,9, (1.2.3) 
P-h-7-г p+q—i 

;где в строках г — ]/ — 1 . 
Легко проверить, что для любой /-мерной формы ш 

С | » - - - - ( - 1 ) < с о и С2(ш) = (_1)'а> 

и оба ЭТИ оператора переводят вещественные формы в вещест­
венные. Отсюда, если i — нечетно, оба эти оператора определя­
ют две комплексные 'Структуры на #*(Х, R), а тем самым и на 
торе Т-(Х) (1.2.1). А именно, комплексные числа действуют на 
•Н1 (X, R) по следующим формулам: 

a..etf'(X,R), a, bQR, 
(a-\-ib)(D=ac£> — bCw® и (a-\-ib)w = a<a—ЬСо®, 

Полученные таким образом комплексные торы обозначаются 
символами 7V(X)-=/-(X) и Тв*(Х). 

О п р е д е л е н и е 1-2.1. Комплексный тор 7,У (X) = I* (X) 
называется промежуточным якобианом Вейля [53], а комплекс­
ный тор 7V(X)—t'-тым тором Гриффитса [33]. 

Из определения видно, что торы Tw
i(X) и TQ1(X) зависят 

только от комплексной структуры многообразия X. Привлечем 
теперь келеровость. 

Келерова структура на X задается скалярным произведением 

К, ш 2)= ^<-1Лшз 
X 

10 



и определяет келерову структуру на торах Tl
v(X) и Tl

Q{X) 
при помощи билинейных форм 

/-V(ff>i, ш2) = (шь со-) — /(со,, Cw, (ш2)), 0-2.4) 
На(щ, <%)==(--•., ш2) — i(u>i, С0, (и)2)) 

где i — ~]/~—\. Воспользовавшись формулами (1.2.3), легко про­
верить эрмитовость этих форм. 

Если исходная келерова структура на X Ходжева, то полу­
чаемая на торах келерова структура Ходжева. Кроме того, 
Вейль [53] показал, что на его промежуточном якобиане Ji(X) 
определенная таким образом Ходжева структура определяет 
структуру поляризованного абелева многообразия, т. е. форма 
Hw положительно определена. 

Легко видеть, что поляризация абелева многообразия Jl(X) 
зависит только от поляризации исходного многообразия Ходжа 
X, т. е. только от класса когомологий формы, задающей Ход-
жеву структуру на X. 

Cnp-произведение, задающее спаривание пространств кого-
мологай Н1{Х, R) и //n_i(X, R), n = dimHX, определяет комплекс­
ное спаривание торов 7V (X) и Т^-1 (X) и двойственность меж­
ду абелевыми многообразиями Р{Х) и 1п~{{Х). Особенно инте­
ресны торы, соответствующие серединной размерности много­
образия X. 

Пусть dimeX = 2k + l. Тогда Tw
2h+l{X) =P*-+l (X) — само­

двойственное абелево многообразие с главной поляризацией, а 
TG

2h+l(X)—главный тор. В обоих случаях это означает, что 
мнимая часть форм (1.2.4) на решетке целочисленных когомо­
логий целочисленна и унимодулярна, а в случае Вейля эрми­
това форма еще и положительно определена, . что не всегда 
имеет место для формы Гриффитса. Однако этот «недостаток» 
компенсируется замечательным свойством торов Гриффитса. 

П р е д л о ж е н и е 1.2.1. При голоморфной вариации много­
образия X торы Гриффитса варьируются голоморфно [33]. 

Промежуточные якобианы Вейля этим свойством a priori 
не обладают ([33], гл. 1, 3.8). 

Связь многообразия X с торами 7V(X) и /'(X) выражается 
стандартным комплексом утверждений, так называемыми «тео­
ремами Торелли». 

О п р е д е л е н и е 1.2.2. Говорят, что для X выполнена «гло­
бальная теорема Торелли в размерности i», если совпадение 
Т0*(Х)=Тв*(У) (соответственно, Т--г-(Х) = Г^(У)) влечет 
совпадение X = 7. 

З а м е ч а н и е . Подобное же утверждение можно сформули­
ровать и для четной размерности i=2k. Прекрасным примером 
глобальной теоремы Торелли в размерности два служит работа 
И. Р. Шафаревича и И. И. Шапиро-Пятецкого о поверхностях 
типа .КЗ [7]. 
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Грубо говоря, глобальная теорема Торелли сводит изучение 
геометрии многообразия X к изучению относительной геометрии 
гиперповерхности в торе, гиперповерхности, совпадающей с ди­
визором главной поляризации промежуточного якобиана. 

Как правило, доказательство глобальной теоремы Торелли 
опирается не только на аналитические ухищрения, но, главным 
образом, на тонкие и неожиданные геометрические конструкции. 

Более слабым утверждением о связи между многообразием 
и его средним тором является локальная теорема Торелли. 
Смысл этого утверждения заключается в том, что совпадение 
торов ТаЦХ) =TG

i(Y) (соответственно, Ji(X)=Ji(Y)) влечет 
совпадение многообразий X = Y, если многообразие У лежит в 
сколь угодно малой окрестности точки X в нереальном семей­
стве деформаций многообразия X. Это утверждение МОЖНО вы­
разить через свойство дифференциала отображения многообра­
зия вариаций X в многообразие вариаций торов (см. [32, 33]).. 

Описание дифференциала этого отображения основывается 
на когомологической интерпретации Кадаиры — Спенсера [40] 
касательного пространства к многообразиям вариаций много­
образия X и торов. Проверка выполнимости локальной теоре­
мы Торелли для многообразия X сводится (см. [33]) к мульти­
пликативной когомологической задаче на -самом многообразии 
X. Приведем ее простейший вариант. Пусть 7,--— касательное 
расслоение к X, Qx = Tx* — кокасательное расслоение и Qxp — 
его />-тая внешняя степень. 

П р е д л о ж е н и е 1.2.2. Если спаривание 
н1 (X, тх)®н*-1 {X, Q'-k+i)^Hh (x , a*-*) (l .2.5> 

(1<ft<i), индуцированное сверткой Tx®Qix~k+l-+®x~!l> таково, 
что для любого t£Hl(X,Tx) (--7--0) найдется вектор. 
«ft-iSH*-1 (X, S/_"+-), такой что спаривание -с.а^-^О, то для X 
имеет место локальная теорема Торелли в размерности i. 

Это значит, что локальная теорема Торелли эквивалентна. 
-•^вырожденности спаривания (1.2.5) в первом члене. Ниже бу-

т рассмотрен простейший пример применения этого критерия. 
Если для многообразия X имеет место глобальная (или ло-

льная) теорема Торелли, то возникает интереснейшая проб-
iMa, каким же образом геометрия самого X трансформируется 
геометрию комплексного поляризованного тора 7V(X). Един­

ственным пока «аппаратом» для наблюдения этого перехода 
является «отображение Абеля — Якоби» множества алгебраиче­
ских циклов коразмерности i—1 на X в соответствующий тор 
TG

i(X), обладающее свойством универсальности относительно 
отображений в комплексные торы. 

Теоретико-множественное описание этого отображения весь­
ма просто. Пусть X — алгебраическое многообразие и г—алгеб­
раический цикл коразмерности i—1 на нем, алгебраически (или. 
12 



топологически) эквивалентный нулю. Сопоставим ему замкну­
тый 2n—2(i— 1)-мерный поток [2] (см. [41]). Так как фунда­
ментальный класс z гомологичен нулю, существует поток у, 
такой что [z]=dy. Паре (г, у) сопоставим класс /-мерных кого-
мологий 0 ( 2 , г/)бЯ-(Х, R), который однозначно определяется 
условием < 0 ( z , у), Y>=-t/(y), где yeH^-iiX, R) —произволь­
ный класс когомологий, а 7 — гармоническая форма, определя­
ющая этот класс. 

Остается заметить, что такое определение 0 (г, у) коррект­
но, так как зависит только от класса кого-лологий гармонической 
формы y(dCwy = dCcy==0). Если у' — другой поток, ограничи­
вающий [г], т. е. ду'— [z], то разность у — у' — замкнутый це­
лый поток, а разность 0(2 , у)—• 0(z, У') — целочисленный класс 
когомологий. 

Таким образом, 0(2) —однозначно определенная точка фак­
тора Н1 {X, R)/tf - {X, Z), т. е. точка тора Т'0 (X) или Tl

w {X). 
Пусть ch^-^X) — множество алгебраических циклов на X 

коразмерности i — 1, алгебраически эквивалентных нулю. 
О п р е д е л е н и е 1.2.3. Описанное выше отображение 

0 :ch*-- (X) {to} У (X) (соответственно, Tl
Q (X)) (1.2.6) 

называется отображением Абеля—-Якоби в размерности i — 1. 
Из определения отображения Абеля — Якоби легко видеть, 

что это гомоморфизм группы алгебраических циклов в соответ­
ствующий тор. 

Отображение Абеля — Якоби связывает геометрию много­
образия X с геометрией тора 11(Х) (или rG-(X)), в силу сле­
дующего самого важного его свойства. 

П р е д л о ж е н и е 1.2.3 [43]. На алгебраических подмного­
образиях cho'-1(X) отображение Абеля — Якоби регулярно (го­
ломорфно). 

Доказательство этого основного факта и подробности теории 
отображения Абеля — Якоби содержатся в [43]. 

Образ отображения Абеля — Якоби в /'-'(X) или 7V'(X) есть 
подтор соответствующего тора, но далеко не произвольный. 
Грубо говоря, этот образ есть «общая часть» якобиана Вейля 
и тора Гриффитса. Более точно, если подпространство UczH{(X, 
R) —универсальная накрывающая образа отображения Абе­
ля— Якоби, то для любого ее вектора иШ PPig(u) — 0 во всех 
случаях, когда |р—-/|>1 (ем. [43]). Это означает, что циклы, 
заметающие образ отображения 0, входят не более чем в две 
компоненты разложения Ходжа. 

Формулы (1.2.3) показывают, что автоморфизмы Cw и Со­
действуют на этих компонентах одинаково. 

Отсюда легко видеть, что если образ отображения Абеля — 
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Якоби совпадает со всем тором 7V(X) (или Таг(Х)), т 0 т°РЬ1 

Вейля и Гриффитса совпадают. 
На этом МОЖНО закончить описание общих понятии и ТИПО­

ВЫХ утверждений, необходимых для исследования трехмерных 
многообразий тина кубики. Следует отметить, что они разви­
лись из соответствующих понятий и утверждений «трансцент-
дентного метода» теории кривых — теории абелевых функций. 
Если бы мы хотели описать только эти обобщения, то естествен­
но было бы начинать с соответствующих понятий в теории кри­
вых, а затем переходить к общему многомерному случаю. Одна­
ко применение «трансцендентных методов» к 'бирациональной 
геометрии трехмерных многообразий существенно использует 
результаты теории абелевых функций для кривых. Поэтому 
«индуктивно-хронологический» метод изложения привел бы к 
частому повторению одних и тех же фактов в разных контек­
стах. Изменяя историко-хронологической последовательности, 
мы изложим некоторые результаты теории абелевых функций 
для кривых в качестве примера приложения общих понятий к 
одномерному случаю. 

М о д е л ь н ы й п р и м е р . Пусть dimcX=l, т. е. X — полная 
алгебраическая кривая или компактная риманова поверхность. 
Единственная не тривиальная группа нечетномерных когомоло-
гий у X — это группа одномерных когомологий Hl(X, R)=R2-r, 
где g — единственный топологический инвариант римановой по­
верхности—ее род. Разложение Ходжа (1.2.2) в этом случае 
состоит только из двух компонент: 

нцх, С)=н^°(х, дея0-1^, с). 
Поскольку в этом случае |р—-<7|—1, операторы Cw и CG 

совпадают и определяют одну и ту же комплексную структуру 
на торе 

которая называется якобианом кривой. 
Стандартная поляризация кривой X задает (см. формулы 

(1.2.4)) вышеописанным способом поляризацию абелева много­
образия /(X). Эта поляризация задается билинейной формой 
на одномерных целочисленных когомологиях, индуцированной 
Сир-произведением, унимодулярной, согласно теореме Пуанка­
ре. Следовательно, индуцированная поляризация, как любая 
поляризация степени 1 на абелевом многообразии (см. [45]), 
адекватно задается эффективным дивизором &(Х) на J(X)[ 
определенным однозначно с точностью до сдвига на /(X). 

Таким образом описанная выше конструкция сопоставляет 
кривой X пару (/(..-0, e(X)), где / (X)-g-мерный комплекс­
ный тор, а в (А)—эффективный дивизор на J(X), единствен­
ный в своем классе линейной эквивалентности на /(X). Эта па-
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ра (/(X), 6(X)) носит название «поляризованный якобиан-
кривой». 

Для любой алгебраической кривой имеет место глобальная 
теорема Торелли, доказанная им в начале века. 

Интересно отметить соответствующее инфинитезимальное 
утверждение — локальная теорема Торелли не справедлива для 
частного, но довольно значительного класса кривых —гипер-
эллиптических кривых. 

Условие Предложения 1.2.2 для случая кривых означает, 
что спаривание 

Н*{Х, ТХ)®Н°(Х, QX)^H1(X, Ох), 
индуцированное сверткой TX®QX-+Qx, не вырождено в пер-
вом члене. 

Пользуясь двойственностью Серра, мы можем проинтер­
претировать это спаривание 

Я 1 (X, Тх)®(Я1 (X, Ох))* {to}#J (X, Ох) 
как гомоморфизм 

•Н1{Х, ТХ)^НЦХ, Ох)®Н1{Х, ад-
Условие невырожденности эквивалентно мономорфности 

этого гомоморфизма или эпиморфности двойственного гомо­
морфизма: 

d-.НЦХ, QX)®H°{X, QX) + H°(X, S2QX). (1.2.7) 

Для кривых полученный гомоморфизм действительно яв­
ляется кодифференциалом «отображения периодов». 

Геометрически эпиморфность d интерпретируется следующим 
образом: если Х-+РВ-1— каноническое отображение X сечения­
ми Qx, т. е. каноническим линейным рядом \Кх\, ТО квадратики 
в проективном пространстве Pfi_1 высекают на X полный линей­
ный ряд | 2КХ | • 

Для гиперэллиптической кривой каноническое отображение 
X{to}P-f_1 двулистно и поэтому (1.2.7) очевидным образом не 
эпиморфизм. Для негиперэллиптических кривых эпиморфность 
(1.2.7)—классическая теорема Нётера — Кастельнуово. 

Наметим узловые точки доказательства этой теоремы, по 
которым читателю уже нетрудно будет при желании его вос­
становить. 

Прежде всего, каноническое отображение Х-+Р$~1 для неги-
перэллиптаческой кривой есть бирегулярное вложение. Пусть 
|2h| —проективное пространство полного линейного ряда квад­
рик в Рв~\ а для любого подмножества YczPs~l \2h—Y\ —под­
пространство квадрик в ?s~l, проходящих через У. Доказатель­
ство основывается на численном совпадении 

dim | 2h—Pt~A | = dim 12Kx \ = 3g—4, 
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•где Ре-4 — любое подпространство коразмерности 3 в Р.?-1. 
Отсюда для установления эпиморфности (1.2.7) достаточно ука­
зать подпространство Pfi~4 в Pg _ I , для которого ряды \2h— 
—Р-?-41 я |2А—X| в \2h\ не пересекаются. Этим свойством обла­
дает любое Р-?"4, которое можно включить во флаг Ps--{subset}P*-3{subset} 
{subset} P г-2 со следующими свойствами: P.-'-4nX---0, P-f_3 содержит 
•g—2 точки X, порождающие Р.-""3; Р-?-2 содержит g точек X, 
отличных от предыдущих и порождающих Ps~2. Существование 
таких флагов сразу следует из существования гиперплоскости 
ря-2 в рг-1, ДЛЯ которой все 2g—2 ТОЧКИ пересечения X. Р-3-2 

находятся в общем положении. 
Эти простейшие геометрические рассуждения влекут локаль­

ную теорему Торелли и, значит, констатируют тесную связь 
геометрии кривой X и ее поляризованного якобиана /(X), 6 (X) . 
.Для нашего простейшего случая эту связь мы может пронаблю­
дать в деталях, используя отображение Абеля — Якоби. 

Прежде всего, мы можем перейти от когомологий к гомо-
.логиям, используя двойственность Пуанкаре. Циклы коразмер­
ности i + 1 в нашем случае — это нульмерные циклы или 

дивизоры, т. е. формальные суммы 2 nixi точек х&Х с целы-

•ми коэффициентами nLQ.Z. Циклы алгебраически эквивалентные 

нулю —это дивизоры степени 0, т. е. 2^щ = 0. Отображение 
N / N \ 

Абеля—-Якоби цикла 2 nixi I 2 г е - = ^ • (-0Гласнс-) приведенно­
го! \i=i J 

му выше рецепту, определяется так: Пусть у — одномерная 
цепь, ограничивающая нуль-цикл ^щх^ Паре [^tiiXt, y\ 
сопоставим одномерный вещественный цикл 0 \У^ щх^ у), 
однозначно определяемый условием { 0 ( 2 я ' л : ь у)> m ) — j 0 3 -

у 
где со—произвольный гармонический дифференциал. Легко 
видеть, что если мА рассмотрим предыдущий вещественный 
функционал как комплексный, то цикл 0 (2re.-x<- У) одно­
значно определяется равенством 

< 0 ( 2 » ^ . у), со) =5со, (L2.8) 
v 

тде а — голоморфный дифференциал на X. 
Таким образом, согласно теореме Абеля 0(S«ixi), класс 

дивизоров, представлением которого является дивизор Swixi, 
степени 0. 
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Фиксируя точку xo иа кривой X, мы .получаем отображение: 
0о : X{to}/ (X); 0о (*) = 0 (х—хй), (1.2.9) 

которое является вложением и индуцирует изоморфизм одно­
мерных когомологпй кривой и ее якобиана. 

Теорема Абеля и теорема Римана — Роха дают возможность 
теперь более ТОЧНО описать бирациональпый тип тора / (X) . 
Пусть 

0о* : SeX-+J (X), (1.2.10) 
й'-кратпая сумма отображения (1.2.10). Тогда это — бирацио­
нальпый морфпзм. Иначе говоря, абелево многообразие J(X) 
бирациопально эквивалентно ^-'-кратному симметричному про­
изведению кривой на себя. 

Бирациональпый изоморфизм (1.2.10) наглядно показывает, 
как связаны геометрия кривой и ее якобиан. Отсюда, например, 
уже легко видеть, что при голоморфной вариации кривой X ее 
якобиан варьируется голоморфно, так и предсказывала общая 
теория, так как торы Грпффптеа и Вейля в этом случае совпа­
дают. 

Вложение (1.2.9) зависит от выбора начальной точки х06.Х 
и определено с точностью до сдвига. Для того, чтобы уничто­
жить этот произвол, применяется простая геометрическая кон­
струкция, общая для любых подмногообразий абелева много­
образия. 

Пусть WczA — произвольное d-мерное подмногообразие абе­
лева многообразия Л размерности g. Пусть Wo — множество не-
особых точече W. Тогда определено регулярное отображение 

iy.W{)->Gx{d, g), (1.2.11) 
где Gr(d, g) —- грассмапово многообразие d-мерных подпрост­
ранств в V", определенное следующим образом: пусть i: W0-+-
—у-Л—вложение и рг:Тл->{Тл)п~У>* — проекция касательного 
расслоения к Л па касательное пространство в пулевой точке. 
Тогда ('i — pr-d-i'—произведение дифференциала вложения и 
проекции на пространство V>\ Попросту говоря, каждой точке 
oaiiWn сопоставляется касательное к W подпространство каса­
тельного к Л в точке w пространства, которое, в силу паралле-
лезусмостп тора /1, можно отождествить с касательным прост­
ранством к Л в пулевой точке. 

О н р е л е л е и и е 1.2.4. Рациональное отображение 
ii : W{to}Gr (d, g), (1.2.11') 

определенное (1.2.11) выше па открытом Wo, называется отобра­
жением Гаусса пли первой индикатрисой абелева подмногооб­
разия W. Глинное ценное свойство этого отображения — его 
независимость от сдвига подмногообразия W в А. Это сразу 
видно из определения. 
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Возвращаясь к ситуации «кривая —якобиан», применим эту 
стандартную конструкцию к отображению Абеля (1.2.9) и его-
производным. 

Предложение 1.2.4. (Касательная теорема). Первая 
индикатриса для кривой 0o(X)aJ(X) совпадает >с каноничес­
ким отображением X->Ps~l (задаваемым полным линейным 
рядом \Кх\)-

Действительно, как показывает формула (1.2.8), дифферен­
циал отображения d0o(x)=--(^(x), . . . , ^f(x)) с точностью 
до пропорциональности, где {«-J — базис пространства голо­
морфных дифференциалов кривой X. Тем самым, утверждение 
предложения сразу следует из определения и вряд ли заслу­
живало бы названия «теорема», если бы не имело нетривиаль­
ного аналога в теории многообразий Фано индекса 2 (в том 
числе и для кубики). Если кривая X не .гиперэллиптична, то< 
z^X-s-P-"1 — бирегулярное вложение и при помощи образа его 
ХсРя*1 можно описать отображение Гаусса для любой 
А-кратной суммы отображения (1.2.9) 

0$:S»(X)^J(X), (0<k<g), 

Предложение 1.2.5. Пусть J^Xi —точка на Sk(X). 
•—1 

Если 0* {sum} x. —неособая точка на 0oO-'*(X))> T0 индикат­

риса 11 {sum} xt = < хъ ..., xu > —линейная оболочка точек хь 

на канонической кривой XcP^-1. Если dim < x1, . . . , xk> = 

=-k—-1, то точка 0£l{sum}x/| неособа на образе 0*(Sft(X)).. 
Это утверждение сразу .следует из аддитивности конструкции. 
Таким образом, мы видим, ЧТО при помощи отображения Абе­

ля (1.2.9) мы получаем описание самого якобиана (1.2,10) и нам 
остается только описать через (1.2.9) поляризующий дивизор 
O(X) Ha/(X). 

Это описание простое, но глубоко не тривиальное, тоже носит 
специальное название — теорема Рлмана—и имеет аналог в 
теории кубики. 

П р е д л о ж е н и е 1.2. 6. (Теорема Римана). Дивизор в (X). 
на /(X) с точностью до сдвига совпадает с образом 

Доказательство этого замечательного утверждения можно 
найти, например, в [42]. 
is 



Теперь мы имеем все компоненты, необходимые Для полного 
описания связи кривой с ее якобианом. 

П p е д л о ж е и и е 1, 2- 7. (глобальная теорема Торелли). 
Поляризованный якобиан /(X), 6(X) однозначио определяет 
кривую. 

Это утверждение звучит слабее, чем настоящее положение 
дел. Существует рациональная геометрическая конструкция, 
воспроизводящая кривую по паре 6(X)cz/(X). Мы приведем ее 
для случая иегиперэллиптической кривой. 

К о н с т р у к ц и я . Рассмотрим индикатрису поляризующего 
дивизора в(л) 

h:&(X)->(P^y^Gt(g-l,g) 
и дивизор ветвления Wc(Pi>'~1)* этого отображения. Тогда 
проективно двойственное многообразие (т. е. множество каса­
тельных гиперплоскостей) W*cPs~x совпадает с канонической 
кривой ХсР^1. 

Действительно, по теореме Римана (Предложение 1.2.6) 
индикатриса в(АГ) —это индикатриса Oft"1 (Si,_1 (X)), а согласно 

Предложению 1.2.5, z, Г,У[ xL •= < л:], . . . . х^х > —линейная 
оболочка точек xt на канонической модели кривой XdPs~l, 
если <л:|, . . . , xg_x > —гиперплоскость в Р«~х. Если пересече­
ние гиперплоскости 

< хи ..., xs_x > X = хх + . . . + xg_x + хя-\- . . . + x2g_2 
состоит из точек в общем положении (т. е. для любых xlt . . . 

. . . , xh dlm< л:1 xk) - k — 1, k<g—l), то М ^ xt„ 
ЧА--1 

e~i /g-i \ 
— < * i xff_i > , и если для дивизора ^ //,..1 П>] у, == 

i - i \/—.i / 
=== ( xi, . . . , x ^ i ) , то t/i—-X[ для некоторого I. 

Таким образом, для любой гиперплоскости hQ(P^r~1)*, нахо­
дящейся в общем положении с XaPe~l, число прообразов 

#iTl(fi)^C!fl2, (1.2.12) 

если все 2g—2 точки пересечения /i.X==.*:i+. ..+х2д-2 'различ­
ны, и это число строго меньше числа (1.2.12), если среди xi есть 
кратные, т. с. h касается кривой. 

Поэтому дивизор ветвления W индикатрисы совпадает с мно­
жеством гиперплоскостей, касающихся кривой ХсРч~1, т. е. 
W = X* -- проективно двойственное многообразие. 

По основной теореме проективной двойственности W* = X** = 
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Чтобы яснее выступили геометрические механизмы доказа­
тельства, мы нарочно опустили необходимые 'рассуждения «об­
щего положения», которые необходимы для оценки «количества» 
гиперплоскостей необщего положения, ВОЗМОЖНОГО вклада их в 
другие компоненты ветвления и инвариантного способа их выде­
ления. При желании читатель сам может это проделать или про­
следить, как .с этим справляется автор предложенного метода 
доказательства глобальной теоремы Торелли Андреотти [20]. 

Дивизоры {sum} xh для которых линейная оболочка < хх, . . . 
« - = 1 

...,xg_i) —не гиперплоскость, называются специальными диви­
зорами на кривой X, дают особые точки дивизора &(Х) и 
играют важную роль в дальнейшем исследовании свойств по­
ляризованного якобиана, к которым мы вернемся в конце это­
го параграфа. 

Итак, на простейшем примере кривых мы проиллюстрирова­
ли основные понятия трансцендентного метода (средний якоби­
ан, его поляризация), конструкции (отображение Абеля—Якоби, 
индикатриса) и стандартные утверждения (локальная и гло­
бальная теорема Торелли). Все эти узловые концепции найдут 
свою аналогию в теории многообразий Фано индекса два, в то 
время как мы переходим к самому важному вопросу—описа­
нию того, каким образом эта теория опирается на теорию яко­
биана кривой. Подчеркивает, что здесь уже речь идет не об ана­
логиях, а о прямых математических следствиях, 

Итак, пусть X— неособое тело (трехмерное алгебраическое 
многообразие) такое, что 

Н*(Х, Qx) -=tf°(X, Qx3} =н°(Х, Кх) =0. (1.2.13) 
Иначе говоря, для тела X обращаются в нуль все «простые» 

инварианты, отличающие его от рационального многообразия, 
которых в случае кривых и поверхностей достаточно для крите­
рия рациональности. Этим свойством заведомо обладают уии-
рациональные тела л тела Фано (см. следующий обзор). 

Обращение «в нуль одномерных когомологий X (1.2.13) остав­
ляет нам для работы из иечетномерных когомологий только 
средние — трехмерные. Как и в случае кривых, в разложении 
Ходжа 

НЦХ, С) =//-•-(X)+tf---(X) 
есть только две комплексно-сопряженные компоненты. Прост­
ранство вещественных когомологий На(Х, R) можно изоморфно 
спроектировать на компоненту Н1'2(Х). При этом операторы Cw 
и CG (1.2.3) перейдут в обычное комплексное умножение. Фак-
торпространство #''-(X)/tf3(X, Z) =/3(X) — средний якобиан 
Вейля, совпадающий в этом случае с тором Гриффитса (см. 
[29 и 13]). Сир — произведение определяет на Р(Х) главную 
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поляризацию, т. с. пару / (X) , 0 (X) , где в (X) — эффективный 
положительный дивизор, единственный в своем классе линейной 
эквивалентности. 

Теорема Пуанкаре влечет самодвонствешшсть поляризован­
ного абелева многообразия (Я(А'), B(X)) и делает возмож>ной 
более наглядную геометрическую интерпретацию среднего яко­
биана при помощи трехмерных гомологи.".. Этот переход мы уже 
использовали в случае кртвых. 

Пусть H2li(X)=--(F/2,1(X))*. Каждый трехмерный целочислен­
ный цикл y определяет линейную форму у((о) — \ м . Таким обра­
зом, Н\{Х,Т) вкладывается в Н-2,\{Х) в виде полной решетки 
и Л(Х)^Н.1Л(Х)/НЯ(Х,1) (см. [13]). 

Средний якобиан тела X однозначно раскладывается и пря­
мое произведение простых поляризованных абелевых многообра­
зий: 

(Л (X), G (X)) — (А,, в,) Х . . . Х {А„, 6,). (1.2.14) 
Можно разложить средний якобиан на две группы компонент 

(.л (X), едоьц./ ; . (X), е„) х (Ji){X), He), (1.2.15) 
где в J'c (X) собраны все поляризованные якобианы кривых па раз­
ложения (1.2,14), а в (У;' (А'), во- ) -все остальные компоненты. 

О и р с д с л е п не 1. 2. 5. Лбелеио многообразие (7,;
:1(X), Н«) 

с главной поляризацией называется компонентой Гриффптеа 
тела А', 

Легко видеть, что средний якобиан тела не сохраняется при 
бирацнональпых преобразованиях X. Чтобы в -лом убедиться, 
достаточно проследить, как изменяется средппп якобиан при 
раздутии на X пеособого центра С: 

а\Х~->Х. (1.2.16) 

Легко видеть, что если С точка, то J'A(X) J (X), так 
как сг*://•'' (X){to}//3 (X) изоморфизм. 

ЕСЛИ же С неособая кривая, то -' • (С) линейчатая по­
верхность на X, т. е. а~[ (С1) заметается непересекающимися 
неособымп рациональными кривыми, параметризованными кри­
вой С. 

Пусть 1е- слой о- ' ((;) над точкой г(.С. Отображение Лбе-
ля--Якобн ', 'о:C-.-•/'''(-Ю. Оп{с) '. ' (с <-"„) продолжается до 
отображения якобиана У (С)-.-У:< (X) и легко видеть, что (см. 
[47]) оно определяет прямое слагаемое У(С)с У:' (Л-). 

Таким образом, для раздутия (1.2.16) с пеособым центром 
(У3 (X), в (X)) =• (У;* (X). в (X)) х (У (С), И (С)). (1.2.17) 
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Теперь уже нетрудно доказать теперь уже нетрудно доказать 
П р е д л о ж е н и е Г 2.8. Компонента Гриффитса (JG4X)> 

&G) — бирациональный инвариант тела X. 
Действительно, разложение любого бирационального отобра­

жения ф : Х'-^Х в «домик» Хиронаки (см. третий обзор, гл. 1) 

V, 
V » 

- х 1 

(1.2.1Ю 

где а{ — раздутие с неособым центром, а г|з — морфизм степе­
ни 1 и (1.2.17), влекут совпадение JG(X')=JG(X) и ip* вклады­
вает /G(X) в IG(X) как прямой сомножитель. Тем самым 
IG(X) —прямой сомножитель JG{X'). 

Применяя такое же разложение к qr1, получаем обратное 
включение, а значит, и совпадение JG(X)=JG(X'). 

Таким образом, компонента Гриффитса среднего якобиана 
тела X является его бирациональным инвариантом, но инвари­
антом -совершенно НОВОГО типа, качественным. 

Для рационального многообразия он очевидно равен 0, так 
KaK# 3(P 3 , Z ) = 0 . 

Для того чтобы констатировать нерациональность какого-
нибудь тела, необходимо сравнить его поляризованный средний 
якобиам с якобианом кривой и установить их различие. 

В этой ситуации естественно возникает задача выявления 
характерных свойств якобиана, по которым мы можем его рас­
познать. Заметим, что эта задача расходится с «проблемой Шот-
тки» [31], так как нам нужны геометрические критерии, а не 
уравнения, которым удовлетворяют в-константы. 

Поэтому конец этого параграфа будет посвящен перечисле­
нию характерных геометрических свойств поляризованного яко­
биана. 

Наиболее выразительным свойством якобиана кривой ока­
залась необыкновенно большая размерность множества особых 
точек его поляризующего дивизора 

П р е д л о ж е н и е 1.2.9. 

,. , r\,v\ (2. если X гиперэллиптична; 
codiffleWsingG(X) — | 3 в остальных случаях (1.2.19) 
Доказательство этого факта можно найти, например, в [21]. 

В этой работе Андреотти и Майер доказали, что многообразие 
модулей поляризованных абелевых многообразий со свойством 
codimeSing0-S3 содержит многообразие модулей якобианов 
кривых в качестве компоненты. 

Значит, это свойство характеризует якобианы довольно точ-
ло. Им успешно воспользовался Мамфорд [46], чтобы отличить 
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якобиан от прпмиана, следующего по специальности типа абеле-
на многообразия. 

Приведем еще несколько интересных фактов о геометрии 
поляризующего дивизора якобиана. Обозначим Sing2B(X) мно­
жество особых точек второго порядка дивизора 0(X) па •/ (X) -
Пусть |2/i| — пространство квадрик в Р*-'"1- Тогда можно опре­
делить вторую индикатрису: 

/•,: Sing29(X){to}]2/i|, (1.2.20) 
ставящую в соответствие каждой особой точке проективизацига 
касательного конуса в ней. 

На якобиане кривой для любой точки s6Sing26(X) i2(s) — 
квадрика ранга =-£4 и пересечение всех квадрик из образа вто­
рой индикатрисы. 

а) нормальная кривая степени g— 1 в Р.?-1, если X 
гиперэллмптична; 

__ б) нормальная линейчатая поверхность степени g— 2 
»емйя*&)Г1 в Р*"1( е с л и X-тригональна; 

в) каноническая кривая ХсРя*1 в остальных слу­
чаях. 

Подобное .исследование дивизора G(X){subset}/(X) можно про­
должить, но нам хотелось бы подчеркнуть качественный эффект, 
возникающий по мере углубления в топкие вопросы геометрии. 

Свойство (1.2.19) различает два типа кривых: гиперэллипти-
ческие и остальные. Свойство (1.2.20) добавляет новый специ­
альный тип — трнгональ'Ные. При исследовании степени второй 
индикатрисы 'выделяются суперэллиптические (т. е. двулистные 
накрытия эллиптической кривой). Число частных случаев рас­
тет, усложняя проверки гипотез. Знание общего случая мало 
помогает, когда нужно отличить от якобиана кривой конкрет­
ный 'средний тор тела. 

Однако существует простое соображение, позволяющее отли­
чать средний якобиан общего тела некоторого семейства от яко­
биана кривой. Для простоты назовем его «принципом вырожде­
ния». Он заключается в следующем: пусть есть семейство тел 
X,„ s(-S, общий элемент которого несоб XR(m a для фиксиро­
ванной точки So X.v,, тело с особенностями, средний якобиан 
которого отличен от якобиана. Тогда и /3(XgMl) отличен от яко­
биана. 

Это грубое рассуждение, конечно, не годится для такого 
топкого тела, как кубика, так как особая кубика рациональна и 
средний якобиан ее совпадает с якобианом кривой. Но хорошо 
изучив некоторый специальный тип тел (связки коник), можно 
иногда с успехом специализировать общее тело к этому частно­
му случаю и получить нерациональность «общего» тс via семей­
ства. 
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Мы встретимся с «принципом вырождения» ниже. 
Впервые в литературе этим приемом успешно воспользовался 

Бовиль [23]. 

Глава II 
КУБИКА 

§ \. Кубические тела 

Неособая плоская кубическая кривая — первый бирацио-
нально не тривиальный объект алгебраической геометрии—об­
ладает достаточно сложной структурой, что позволяет исполь­
зовать ее как модельный пример теории абелевых функций. 

Первое продолжение плоской кубики-—неособая кубическая 
поверхность над С — рациональна и представляет собой проек­
тивную плоскость с шестью раздутыми точками. 

Однако бирациональная геометрия кубической поверхности 
над алгебраически не замкнутым полем интересна и не триви­
альна, что позволяет использовать ее как модельный пример 
приложений теории «когомологий Галуа» (см. § 1, гл. I, проб­
лему 4). Исследование общих кубических гиперповерхностей 
над совершенными полями в этом 'Направлении составляет со-. 
держание монографии Ю. И. Манина [6], а кубическим поверх­
ностям посвящена монография Сегре [51]. 

Первое продолжение кубической поверхности (неособое ку­
бическое тело над С) снова представляет собой бирациональиа 
не тривиальный объект и служит модельным (но далеко не са­
мым простым) примером в теории промежуточного якобиана,. 
основные концепции которой изложены в § 2 предыдущей главы. 

Итак, пусть XczP4— кубическая гиперповерхность, т. е. мно­
гообразие «улей однородной формы степени 3. 

Основное геометрическое свойство трехмерной кубики: X за­
метается прямыми, т. е. через любую точку xQX проходит пря­
мая в Р4, целиком лежащая на X. 

Действительно, .выбирая аффинные координаты в Р4 с нулем 
в точке х&Х, мы задаем кубику X уравнением /-=ср1 + ф2+ф^=0, 
где cpi — однородная форма степени i от этих координат. 

Уравнение ф]=0 описывает прямые в Р4, касающиеся X в х, 
квадратичный конус ф1 = 0, ф2=0 описывает соприкасающиеся 
прямые, а пересечение этого квадратичного конуса с кубическим 
Ф1=0, ф2=0, ф3 = 0 определяет шестерку прямых, целиком лежа­
щих на X и проходящих через х. Легко убедиться, что в общей 
точке их действительно шесть. 

Прямые кубического тела в теории среднего якобиана игра­
ют роль точек плоской кубики в теории эллиптических кривых. 

Каждое гиперплоское сечение ХПР3 — кубическая поверх­
ность в Р3 содержит прямую, и если ХПР3 — неособая кубиче-

24 



екая поверхность, то она содержит 27 прямых, составляющих 
известную пространственную конфигурацию, (см, например, [4]). 

Наличие на неособом кубическом теле XciP4 прямой / вле­
чет его унирациональность. 

П р е дл о ж с н и е 2. 1. 1. Кубика X{subset}P4 уппрациоиальиа, т. е. 
существует рациональное многообразие R и рациональное ото­
бражение ср: R{to}X на все X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о- Пусть /0{subset}Xс: Р- — прямая. Пусть 
R — многообразие пар (х,1), где xOlQ — точка па прямой /n, a 
/•—проективная прямая в Р"1, касающаяся тела X в точке х. 
Иначе говоря, R = PTX\l — ограничение'па / проективизацин ка­
сательного расслоения к X. Отсюда ясно, что R —рациональное 
многообразие. По определению, для каждой пары (x,l)0.R, 
/nX = 2x~|-.r/. Поэтому определено рациональное отображение 
Ф: R-+X, ц>(х, I) -=x'. Ясно, что ср регулярно в (х,1), если / не 
лежит целиком на X. Отсюда легко получить, что ср:/?{to}X в об­
щей точке двулистное накрытие. 

З а м е ч а н и е . Легко видеть, что в качестве /0 не обязательно 
брать прямую. Конструкция унирациональности не изменится, 
если в качестве [0 взять конику, пространственную кубику пли 
любую рациональную кривую на X. 

О п р е д е л е н и е 2.1 .1 . Подмногообразие /•"(X)сг<1г(2,П) 
прямых в Р\ целиком лежащих па X, называется поверхностью 
Фано кубики X. 

To, что F(X) действительно поверхность, а также простей­
шие ее свойства, будет сразу следовать из теории, изложенной 
в елсдующм параграфе. Отметим здесь только сам факт. 

П р е д л о ж е н и е 2.1.2. Р(Х)— неособан поверхность в 
грасемановом многообразии Gr(2,П). 

Пусть т—антптавтологпческое расслоение па G(2,5) (см. 
[14]), Р(х) его проектпвизацпя. Тогда /*Ст) — Л(т*) под­
многообразие прямого произведения Gr{2,5} Х Р\ состоящее из 
пар {l,p), I — прямая в Р'\ /•(•Р* точка и /<p. Две проекции 
пря мого пропз веден пи on редел я ют диа гр а м м у: 

щ —1—_ Р--
Р ^РМ-—-х (2.1.1) 

Р 
Здесь Р {X)~>F (X) ~ Р (х) \F (X) - расслоение со слоем проек­

тивная прямая, a cp:F(X){to}A шестилистное накрытие в общей 
точке. 

Выберем теперь 10ЦР(Х) и рассмотрим отображение Абеля 
Якоби: 

0o:F{X)-*J*(X), 0o(/)-^(/-/o) (2-1.2> 
см. Определение L2.3). 
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Книга Хирцебруха [16], в которой решена проблема № 1 
<(см. § 1, гл. I), содержит полезную формулу для вычисления 
размерности компонент Ходжа ДЛЯ гиперповерхностей и полных 
пересечений. Применяя ее ([16], Приложение 1), получаем сразу, 
что для кубики 

tf3'0(X)==0, dimcF/+2(X)-=5, т. е. dim./3(X)-=5. 
Рассмотрим отображение: 

i1od0o:E(X)->Qr(2,5) (2.1.3) 
— произведение дифференциала отображения 0- (2.1.2) и пер­
вой индикатрисы образа (см. Определение 1.2.4). 

Поверхность F (X) стандартно вложена в Gr (2,5) диаграм­
мой (2.1.1). Обозначим это вложение через j0:F(X)c._>Gr (2,5). 
Имеет место замечательный геометрический факт: 

П р е д л о ж е н и е 2,1.3. (Аналог касательной теоремы). Ото­
бражение Jv°d0o (2.1.3) совпадает со стандартным вложением 
i0:F(X)c_,Gr(2,5). 

Легко видеть, что это утверждение аналогично Предложе­
нию 1.2.4. 

П р е д л о ж е н и е 2.1.4. (Аналог теоремы Римаиа). Образ 
'отображения Абеля — Якоби 

0 ( 1 > - 1 ) :E (X )XF(XW 3 (X ) . 0{h-l)(lbl2)=0(h-h) (2.1.4) 
•совпадает с дивизором поляризации -f3(X), т. е. 

0(1,-1)(F(X)XE(X)) = 9(A:)c/3(X). (2.1.5) 
Это аналог Предложения 1.2.6. 
Два Предложения: аналог касательной теоремы и аналог 

теоремы Римаиа имеют простое геометрическое следствие. Рас­
смотрим отображение 

t1od0a'~1):F(X)XF(X)->(P4)* = Qr(/-,5) (2.1.6) 
— произведение первой индикатрисы Q(X) и дифференциала 
отображения (3.1.4). Пусть прямые 1г и /2 в Р4 не пересекают-
•ся. Тогда 

i1od0 ( l '-1) (lu k)= < h,k > с Р 4 (2.1.7) 
— линейная оболочка прямых 1\ и k в Р4. 

Отсюда уже легко получить глобальную теорему Торелли 
для кубики ХсгР4. Конструкция, позволяющая ее доказать, ана­
логична геометрической схеме доказательства Предложения; 
1.2.7. 

Основной геометрический факт; 
П р е д л о ж е н и е 2-1.5. Дивизор ветвления №сг(Р4)* пер­

вой индикатрисы h : G(X){to}(P4)* дивизора поляризации сред-
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него якобиана кубики /3(X) совпадает с X*cr(P4)*— множест­
вом касательных гиперплоскостей к кубике XcrP4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, дивизор ветвления W 
первой индикатрисы есть компонента ветвления отображения 
(3.1.6). В силу неприводимости Х*с:(Р4)*, достаточно доказать, 
что X*—дивизор ветвления отображения (2.1.6) или (2.1.7). 

Отображение (3.1.7) нужно доопределить по непрерывности 
на пересекающиеся прямые. Легко видеть, что если 1\ф1^ и 
1хГ\12=х&Х, то 

lira hod<Z>{X'-l\l\2) = TPXxczPi (2.1.7') 
(l'2.i'a)-+Vi.U) 

— касательное проективное пространство, касающееся X в точ­
ке х (см. [11, 22, 12.16], если /. или k — не двойная прямая. 

Рассмотрим две скрещивающиеся прямые Z- и 1% на кубике X. 
Если их линейная оболочка < / ь 12>=Н такова, что Н(\Х — 
неособая кубическая поверхность, то в Я лежат еще 25 прямых 
из X, .-з,. . . , i27, составляющих стандартную конфигурацию 
27 прямых на неособой кубической поверхности. На любой не­
особой кубической поверхности есть 27.26 упорядоченных пар 
прямых и 27.10 упорядоченных пар пересекающихся прямых, а 
.значит, 27.16 упорядочегоных пар непересекающихся прямых 
(см. [51, 4], стр. 176). Это легко видеть, представляя кубиче­
скую поверхность как плоскость с шестью раздутыми точками 
h,..., /б- Поверхность неособа, если эти шесть точек не лежат 
на конике. Прямыми на ней будут: 6 раздутых точек, 15 прямых 
<kJj>> '{ne}/ и 6 коник, проходящих через произвольную пя­
терку точек из {k}. 

Бели поверхность особа, то все шесть точек лежат на конике 
и остается 21 прямая: 6 раздутых точек Zi и 15 прямых 
<Z i , / j> , i{ne}/. Всего на особой кубической поверхности 21.20 
упорядоченных пар прямых. Это число меньше 27-16 и, значит, 
гиперплоскость #с=Р4 принадлежит дивизору ветвления в том и 
только в том случае, если Н[\Х — особа, т. е. И касается X, т.е. 
Hex*. H 

Отсюда как легкие следствия получаем полный набор ут­
верждений, аналогичных утверждениям теории кривых. 

С л е д с т в и е I. (Глобальная теорема Торелли). Поляризо­
ванный средний якобиан кубики (/3(X), в ( л ) ) однозначно ее 
определяет, т. е. 

(Л (X), е (X) ш (/3 (X')> в (X')) =>• X — X'. 

где значок = означает бирегулярную эквивалентность многооб­
разий, а тем самым проективную эквивалентность кубических 
тел. 

Действительно, двойственное многообразие к дивизору вет­
вления первой индикатрисы поляризации есть сама кубика. 
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С л е д с т в и е 2- Для неособой кубики X{subset}P4 средний якоби­
ан совпадает с компонентой Гриффитса 

(J*(X),B(X)) = {J0\X),9a(X)). 
Действительно, согласно Аналогу теоремы Римана (Предло­

жение 2-1.4), 6(X) неприводим и, значит, средний якобиан ку­
бики прост, т. е. не разлагается в прямую сумму меньших. Если 
(/3(X), ®{Х)) —якобиан кривой рода 5, то двойственное много­
образие к дивизору ветвления первой индикатрисы поляриза­
ции должно быть кривой (см. конструкцию после Предложения 
1.2.7). Но, .согласно Предложению 2.1,5, это многообразие — ис­
ходная кубика. Значит, /3(X), 6(X)—не якобиан кривой и 

С л е д с т в и е 3. Кубика не рациональна и (/(X), в(X)) — 
ее точный бирациональный инвариант. 

Таким образом, две неособые кубики бирационально эквива­
лентны в том и только том случае, если они проективно экви­
валентны. 

Напомним, что кубика унирациональна. 
Нам осталось только доказать аналоги касательной теоремы 

и теоремы Римана. 

§ 2. Аналоги касательной теоремы и теоремы Римана. 

Геометрический остов теории, представленный в предыду­
щем параграфе, состоит из цепочки простых рассуждений и 
усмотрений, которые вполне могли быть проведены и сто лет на­
зад. Оки не требуют характерной современной техники. И хотя 
доказательства Предложений 2.1.3 и 2.1 А тоже можно получить 
классическими средствами, более естественно здесь применить 
понятия и методы нашего времени. ОДНИМИ классическими ме­
тодами мы все равно не смогли бы обойтись, так как применение 
трансцендентного метода к бирациональной геометрии тел опи­
рается на сверхтехническую теорию разрешения особенностей 
Хиронаки [37], без которой (см., например, конец § 2, гл. I) 
основания теории не утратили бы расплывчатости итальянского 
периода. Даже не доказательства, а только комментарии теории 
Хиронаки потребовали бы несравненно большего объема, чем 
весь этот обзор. Поэтому мы только ссылаемся на нее, а в этот 
параграф выносим доказательства аналогов основных теорем. 

Прежде всего обратимся к более геометричной касательной 
теореме. 

Любая прямая ZGXcP4 лежит в гиперплоскости и поэтому ее 
нормальный пучок Nx

l представляется в виде расширения 
0->.О1(-.1)-+М'х + &1(1)-+0. (2.2.1). 

Если это расширение не распадается, то Nlx = Ol®Ol — 
тривиальное двумерное расслоение и в случае распадения 
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Nlx = 01(—1)©0, (1). Применим к нашему случаю теорию вариа­
ций подмногообразия в многообразии. Согласно этой теории, 
если Hl(l, Nx) = 0, то полная база В семейства вариаций I 
в X в окрестности / неособа и касательное пространство 
(Т5)г=Я0 (I, Nx). (Точные формулировки этой теории и инте­
ресное приложение можно найти в [44]). В нашем случае 
/ " ( / , Nx) = О, B = F(X) И dimrE(X), —2 независимо от того, 
распадается (2.2.1) или нет. Отсюда мы видим, что F(X) — не­
особая поверхность, т. е. справедливо Предложение 2.1.2. 

Утверждение локальной теории вариаций TF (X),— #0(i , /Vx) 
МОЖНО «проинтегрировать» и она принимает вид: 

t&NffiUx^TFW, (2.2.2) 
где R°p — прямой образ пучка, a NF\X)XX — нормальный пучок 
расслоения Р(Х) (см. (2.1.1)) в F(X)XX, состоящего из пар 
(I, x), fax. 

Понятие прямого образа пучка —полезнейший элемент со­
временной техники (см., например, [2]). 

Грубо говоря, для отображения Р:А-+В и пучка f на А 
i-тый прямой образ Щ$ есть расслоение на В, слой которого 
над точкой bQB 

{RP$)b=W(P-'{b),$\p_t(b)). (2.2.20 
Это равенство имеет место точно, если для любого &g5 

Н*ЦР*(Ь),$\р_т) = 0. (2.2.2") 

Последнее утверждение называется «принципом качелей», пре­
красное изложение которого с применением к геометрии абеле-
вых многообразий содержится в книге Мамфорда [45]. В при­
менении к нашему случаю проекции P:P(X)^F(X) (2.1.1) для 
любой точки t^F (X) ограничение NF[x)xx = Nx представляется 
в виде (2.2.1). Значит, Hl(l, .Vx) —0, применим принцип качелей 

( И р А ^ Ы ; - # - < . - , ^х) = (ТР(Х))(. 
Таким образом, теорема об инфинитозимальных вариациях 

•есть ограничение на слой равенства (2.2.2). 
Итак, имеем два вложения: 

P(X)cF(X)XXcF(X)XP4 , (2.2.3) 
которым соответствует точная тройка нормальных расслоений: 

п _ Л'Р(А'> _̂ гир(--') -.../w-'Wx--'I _^п со о А\ 
U - w v F(X)XX^-MF(X)XP*^NF(X)XP* \P(X) {to}1-1. (Л. 2. А) 

Обозначим символом 0Р^Х) (l) —Ф* (--W1)) прообраз на Р (X) 
одномерного расслоения, соответствующего гиперплоскости 
на Р4 (см. (2.1.1)). 
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Тогда 
1) N$$№\pm = <t*N& = 0P{X)(3), (2.2.5) 

2) NPA^'-NPo{rr
{l5)^\piX)-P4h/^)\p{X)®0P{X)(\). (2.2.6) 

Действительно, вложение P(r){to}Gr(2,5) ХР4 есть проективи-
зация (см. [14]) вложения векторных расслоений 0-w*{to}/B = 
= VXG/'(2,5), где V5 —векторное пространство, P(F 5)=P-. 
Отсюда легко видеть, что (2.2.6) справедливо. 

Воспользуемся простым утверждением линейной алгебры: 
ДЛЯ любой точной тройки: 

0{to}E!{to}E2{to}L{to}0, 

где L —одномерное расслоение, имеют место точные тройки: 
О {to} АРЕ: {to} AfE2 {to} A ^ E . 0 {to} 0, 

0{to}AfEi®L*{to}A-DE2®L!fi{to}A-5-1E1{to}0, ( 2 , 2 - 7 ) 

где АР — p-тая внешняя степень расслоения. Повторяем, что 
этот факт локальный, его нужно проверить только для вектор­
ных пространств. 

Применим эту конструкцию при р=2 к тройке (2.2.4) 
и подставим значения расслоений (2.2.5) и (2.2.6). Получим: 

0{to}P* det r®GP{X) (-3){to}A2P*E®0PW (— l){to} 
{to}N^)

)xPS{to}0, (2.2.8) 

где E = Is/r*. Нужно только заметить, что detN£(
($)Xx = 

=A?N^[x)xx вычисляется из точной тройки (2.2.4) и равен 
P*detr. Применим к этой точной тройке функтор прямого 
образа относительно проекции P:P(X)-+F(X) и рассмотрим 
кусок длинной точной последовательности (см. [2]): 
Rl{P*A2E®QP{X) (-ty^RpNpfi^x^Rp (Р* det r®0P[X) (-3){to} 

{to}-/?1, (P*A2E)®0p(x) ( - 1 ) . (2.2.9) 
Воспользуемся принципом качелей (2.2.2'): 

(R°P(P*A*E®QP{X) ( - 1 ) ) ) - Я - ( / ; I9®Ot{-\))<=0, 
(Rp(P*A2E®0p(X) (-l)))z=№(I, 7,0(5, ( _ 1))=0. 

Таким образом, пучки, стоящие слева и справа, последо­
вательности (2.2.9) равны 0 и, привлекая (2.2.2), получаем 
изоморфизм: 

O{to}rF(X){to}detr®Ri,(0p(X)(-.3)){to}O. (2.2.10) 
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Теперь мы можем воспользоваться глобальной двойствен­
ностью Серра (см. [22], 2.1.16): 

(RpOPix)(-3)r = RP(0P(x)(mKp{x)mx)), (2.2.11) 
где Kp(x)jF(X) — относительное каноническое расслоение на 
Р(Х) над F(X). Согласно известным формулам (см., например, 
[14], стр. 63 П т. т. г), KP{X)]F{x) = 0pm('-2)®P* deU*. От­
сюда, обращая (2.2.10), получаем изоморфизм 

det -с*®^о (бР{х) (1)®Р* det T)*QF (X). 
Нам осталось только еще раз воспользоваться тем, что 

Rp6p{X)O-)--=Rp0Gr{2,5){\)\F(X) = 'z\F{X), И ПОЛуЧИТЬ ИЗОМОрфйЗМ 

QF(X)=-x\P{X)'. (2.2.12) 
Обычно уже это равенство .называют касательной теоремой. 

Мы привели здесь доказательство, принадлежащее Альтману—-
Кляймену [19]. Другие доказательства можно найти в [10] 
и [29]. 

Геометрический смысл равенства (2.2.12) таков: 
Пусть а: F(X)-*-AlbF(X) отображение поверхности Фано в 

ее многообразие Альбанезе, т. е. в первый тор Вейля или Гриф-
фитса: AlbF(X) = H(F(X)) = 7V (F (X)) (см. § 2 гл. I) и отобра­
жение а есть отображение Абеля—Якоби для точек. 

П р е д л о ж е н и е 2. 2. 1. dimAlbF (X) = dimtf * (F (X), О FIX)) = 
i=5. 

Доказательство этого предложения связывает содержание 
данной главы с последующей и поэтому мы отнесем его в самый 
конец этого параграфа, 

Рассмотрим отображение 
i,.da:F(X){to}G/-(2,5) (2.2.13) 

— произведение первой индикатрисы'и дифференциала отобра­
жения а. Тогда равенство (2.2.12) означает, что i\-da совпадает 
со стандартным вложением to: F(X){to}Gr(2,5), определяемым 
нижним включением диаграммы (2.1.1). 

Рассмотрим теперь отображение Абеля—Якоби (2.1.2). B си­
лу основного функториального свойства многообразия Альба­
незе, это отображение расщепляется в коммутативную ди­
аграмму 

*<$""$>. (2.2.14) 
Alb(E(X)) 

Теперь если мы докажем, что Ь — изогения, то d 0 o = degfc-
•da, а отображение первой индикатрисы не меняется при гомо­
тетии. Тем самым Предложение 2.1.3 будет доказано. 

Для этого, следуя Гриффитсу и Клеменсу (см. [29], IV, § 1), 
вычислим форму пересечения трехмерных коциклов на X через 
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'одномерные коциклы на F(X). Вернемся к диаграмме (2,1.1). 
Как уже отмечалось, ср : Р(л){to}X —- конечнолистное накрытие 
степени 6. Для любого коцикла собЯ8(Х) коцикл ф* (со) можно 
записать в виде 

Ф*(й)—р*(Р) + р*(а)Ат,, (2.2.15) 
где P6#2''(F(X)), aBH1'°(F(X)) и т,— класс, двойственный по 
Пуанкаре цгЦХО Н)—прообразу сечения X гиперплоскостью 
ЛсР 4 . 

XC1Н—неособая кубическая поверхность, Н3(Х[)Н) = 0 и, 
значит, ср*(ш)|ф_.(Хр|Я)----0. Отсюда легко получить, что коцик­
лы а и р , занятые в (2.2.15), связаны соотношением 

Р=--аЛС1(т), (2.2.16) 
где ."!(-) —форма типа (Г 1) иа F (X), соответствующая детер­
минанту антитавтологического расслоения т на E(X). 

Таким образом, 

X Р{Х) 

= 4 j(P* M A ' I - P * («Aci (*)))Л(Р* (aOAl-P* («'ЛС (•))). 
Р{Х) 

Воспользуемся теперь, вслед за Гриффитсом и Клеменсом, 
•формулой Чженя ([27], стр. 571) 7)Л^ = T.AP*(Ci (-))•— Р* (с2(-)), 
где с2(~) — форма типа (2,2) на ^(X), соответствующая второ­
му классу Чженя расслоения -. Тогда, приведя подобные чле­
ны, получим: 

UAm'—--UP*(aAa'Aci(-))A' '] — 
X Р(Х) 

= - { 5 « Л а ' Л с . М . (2.2.17) 
Р(Х) 

Заметим теперь, что det х — гиперплоское сечение E(X) в 
тшоккеровом погружении грассманова многообразия Gr (2, 5). 
Это означает, что ^(т) имеет ненулевое пересечение с каждым 
ненулевым двумерным коциклом, отличным от коцикла круче­
ния. 

Нам остается только заметить, что отображение ср*-вло­
жение (ср:Р (Х)-+Х — накрытие степени 6) и при естественном 
отождествлении Н3 (X) с W (J3 (X)) сопоставление ш^а 

?*(ш) = .Р*(а)Л?1 — а./\сг 

совпадает с отображением 0*o:Hl(J3(X)) = H3(X)^H1(F{X)). 
Тем самым, Ъ — изогения (см. (2.2.14)) и касательная теорема 

доказана. 
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Перейдем к доказательству аналога теоремы Римана. 
Рассмотрим поляризующий дивизор 9(Х) на Л (X), который 

определен формой пересечения трехмерных коциклов на X. При 
отождествлении H3(X)=Hl(J3(X)) для любых двух коциклов 
и а, ш'бН1 (-/3(X)) имеют место формулы: 

^сод©'---- jj а Д о - ' Л ^ , (2.2.18) 
X S*(X) 

где ч\х — коцикл на J3(X), двойственный по Пуанкаре поляри­
зующему дивизору G(.-Y). Здесь в левой части мы рассматри­
ваем со и со' как трехмерные коциклы на X, а в правой части — 
как одномерные коциклы на J3{X). Согласно формуле (2.2.17), 
имеем 

U f f l ' = \ -A f f l 'A l " - - -4 -^0o(<B)A0oK)Ac i ( r ) . (2.2.19) 
X J»{X) F{X) 

На поверхности Фано F (X) рассмотрим семейство кривых 
CL, IQF (X), где Cl — множество прямых на X, пересекающих 
данную прямую /. Рассмотрим три прямые lu t2 и /а на X, лежа­
щие в одной плоскости. Тогда С/,+ -w,+ -w,{cdot}-- dett, так как 
det t —цикл Шуберта, СОСТОЯЩИЙ ИЗ прямых, пересекающих 
фиксированную плоскость. 

Обозначим через сх форму типа (1,1) на F(X), двойственную 
по Пуанкаре кривой С,. Тогда 

cl(t) = 3c1. (2.2.20) 
Рассмотрим теперь отображение: 

A\b(F(X))^J3(X)^J3(X)bXpicF(X)^ MbF(X), (2.2.21) 
где Ь — ИЗ диаграммы (2.2.14), 9 —отображение двойственности, 
определяемое дивизором Q(X) на S3(X), b* — отображение, 
двойственное Ъ, PicE(X) —(A1bE(X))* (напомним, что AlbE(X) = 
-=7,5.. (X), a PicE(X) — Т\,(Х) и двойственность задается формой 
пересечения), а изогения с задается классом сг на F(X). Тогда 

а = с-£*о0о£--=— 2 Id (2.2.22) 
— изогения удвоения и обращение. 

Для доказательства этого равенства заметим, прежде всего, 
что нам достаточно проверить его для точек фиксированной 
кривой da на F(X). T. е. достаточно проверить, что для любой 
прямой /6С/,--00(0— —20О(О. Далее по определению сквозного 
отображения в (2.2.21) 

°(0о(О)=0о(-О + 2 0о(/*), (2-2.23) 

где V — третья прямая на X в плоскости ( l0,1) и h, ...,.-4 — 
остальные 4 прямые, проходящие через точку пересечения 10 и /. 
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Имеются два интересных соотношения: 
1) Если 1Ъ h> h лежат в одной плоскости, то 

0о ft) + 0о &) + 0о (У-5--- const (2.2.24) 
не зависит от выбора конкретной тройки. 

2) Если U /6 проходят через одну и ту же точку х£Х, то> 
б 

2 0 o f t ) = const (2.2.25) 

не зависит от точки х£Х. 
Для доказательства (2.2.24) достаточно заметить, что для* 

любой тройки прямых, лежащих в плоскости Сit-{-Си-\-С[st 
определяют одну и ту же точку в P{QF(X), а именно кано­
нический класс дивизоров на (см. (2.2.12)). 

Для любой точки х£Х, если llf i=\, . . .,6,—прямые на Х„ 
б 

проходящие через х, то _ 0о (-̂ г) определяет отображение 
X->AlbF(X), которое есть отображение в точку, так как 
X — унирационально (см. Предложение 1.2.1). 

Таким образом, 
0о(/,)-= —0о(О —0o(W + const 

по (2.2.24), Так как V, I и /0 лежат в одной плоскости и 
4 

20oft)-=-0o(O-0o(/o) + const 
1=1 

по (2.2.25), так как 10, I и h проходят через точку пересече 
ния /о и *• 

Подставляя эти формулы в (2.2.23), получаем 
с- (0о (0) = - 2 0 0 (0 + const 

Формулы (2.2.22) и (2.2.19) дают нужное нам равенство: 

\ 0:;ил0оНл0о*^-= \ [ 0;(->)A0JK)ACI(-:)= 

=2 ^ 0;(и))л0:;к)л^. 
Отсюда получаем: 

0 j ^ - = 2 c 1 . (2.2.26) 
С этой формулой уже нетрудно доказать аналог теоремы 

Римана. (Предложение 2.1.4). Действительно, рассмотрим ото­
бражение (2.1.4) 0^'-^:F{X)xF(X)-^Ja{X). Пусть /,-одно-
мерное расслоение на J3(X), соответствующее дивизору 
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0(--i)(E(X)XE(X))c/3(X). Рассмотрим расслоение 0*(L) 
на F (X). Если мы докажем, что его класс Чженя 

Cl(0*L) = 2c., (2.2.27) 
то формулы (2.2.26) и (2.2.19) дадут совпадение 
0(i.-i) (E(X)xE(X)) и e(X) с точностью до сдвига на ./-(X). 

П р е д л о ж е н и е 2.2.2. 0*(L) = L(KF{X) — CU). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала, что 0(I,-I*)(L) — 

= KF(X)XF(X) — 3), где .25 —дивизор инцидентности на F(X)X 
XE(X). состоящий из пар (/,/')> 1Г\1'Ф2>- Простое формаль­
ное рассуждение (см. [11]) показывает, что если ф:25->А — 
отображение неособого многообразия 25 в абелево многообра­
зие такое, что: 
а) Ф {ЗУ) — дивизор в А\ 
б) ф:25->ср (25)—-конечнолистное. накрытие в общей точке; 
в) размерность множества особенностей 

dim sing ср (ЗУ) < dim 25 — 2, 
то ф* (L (ф (S)) = L (/<# — W), где W—-дивизор ветвления ото­
бражения ф:25->Л. 

В нашем случае легко проверить выполнимость всех этих 
условий и, значит, 0^и"1)(L) = KFXF — W, где №.—дивизор 
ветвления отображения' 0*1'-1.. Нам осталось доказать толь­
ко, что 25 = W. 

Можно сразу указать случай, когда 0(1>-i> (iu i2) — 
-<Z>[1'~1){1\> -Q. Пусть lif]l'2^0, Ur\l\=h <Z и плоскости 
< 1Ъ 1'2 > и (hC\l[) пересекаются по прямой i3, лежащей 

на X. Тогда /С/=-(х> —С/,-С/. + С^—С^ + С/, и, значит. С.-,-
~Clt~C . — С • на F(X). Из "(2.2.21) следует тогда, что 
0(i.-i)(Zi;/2) = 0(i.-i)(.r;>g. 

Пусть /1П^2—0. Тогда найдется еще пять пар (t[, 11
2), 

г = Г . . . ,5, таких что для каждой пары найдется t'3, по кото­
рой пересекаются плоскости < /-, 1'2) и плоскость < /2> <-. > 
(Тем самым ЪпЦф®, l\V\h*£<Z). 

Действительно, две скрещивающиеся прямые на кубичес­
кой поверхности пересекают одновременно пять прямых 
1\, ... ,1\ (см. описание прямых на ХР\Н при доказательстве 
Предложения 2.1.5). Каждая такая прямая определяет пару 
прямых 1\ Ц при условии, что < 1Ъ ll

3, tt2> —плоскость и 
< к, 1*3> Ц > —плоскость. Легко видеть, что пара < l\, tl

2 > 
удовлетворяет нужным условиям. Теперь если 1ХПh=f=& = 
— -xeX, то множество прямых, пересекающих и 1Х и U, сос­
тоит из прямой Г, < 1Ь 12, V > —плоскость и четырех прямых 
h h> проходящих через точку пересечения l1f\t2 = x. 
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В качестве /3
 м о ж н о в з я т ь т о л ь к о п я т ь прямых: l',l3, ... 

I- поэтому получится только пять пар нужного вида. 
"Простые рассуждения с привлечением соображений моно-
дромии показывают, что дивизор пересекающихся прямых 
.256E (X) X F (X) действительно есть дивизор ветвления отобра-
•жения 0 (1- -1) и 

0(i.-i)*(i)=-/C.-xP-®. 
Ограничивая этот дивизор на компоненту прямого слагае­

мого, получаем 
01{L) = KF(X)-Ch и c1(0*o(L)) = 3c1-c1----2c1. 

Тем самым, (2-2.27) и Аналог теоремы Римана доказаны. 
Нам осталось только доказать Предложение 2.2.1. 
Здесь возможны два пути. Первый — наиболее простой и об­

щий предложен Альтманом ,и Клейманом в [19], и второй — 
классический — предложен Фано. Мы воспользуемся здесь ме­
тодом Фано, но было бы упущением не набросать здесь хотя 
бы контуры метода Альтмана—Клеймана, который привлекате­
лен еще и тем, что он демонстрирует ВОЗМОЖНОСТИ исчисления 
Шуберта в его современном варианте-

Рассмотрим проекцию Tyi!{to}T{to}0 на антитавтологическое рас­
слоение тривиального на грассмановом многообразии Gr(2,5). 
Тогда имеем эпиморфизм симметрических произведений 

S-/;{to}.s3~{to}o. 
Кубика X задается однородной формой степени 3 в Р4 и 

определяет сечение sx653/*, а тем самым и сечение sxcH°X 
X(Qr(2,5), S3t). Нули этого сечения (s^o — E^X) — поверхность 
Фано кубики X, т. е. множество прямых, целиком лежащих 
на X. Таким образом, E(X) —четвертый класс Чженя расслое­
ния 53t на Or (2,5). 

Комплекс Кощуля для OF(X) на Or (2,5) внешних степеней 
А'Р--=Л-^3^) 

определяет спектральную последовательность 
Е?•" =Н« (Qr (2,5), A~PS3X)^HP+I (F (x), 0F(X]), (2.2.28) 

которая сводит вычисление когомологий ©/.-да к вычислению 
когомологий стандартных расслоений на Qr (2,5). 

Альтман и Клейман вычисляют эти когомологий на Gr (2,5) [1]. 
Следствием их вычисления и (2.2.28) являются равенства; 
H4F{X),OnX)) = \, H°(F(X),QF{X)) = 5, №{F,0F(X))^\Q. 

Среднее равенство дает нужный нам результат. 
Переходим к методу Фано. Прямая I на F(X) называется 

двойной, если в Р4 существует плоскость Р2 такая, что 
P2nX--=2i-(-L Прямая I называется остаточной прямой. Пока­
зе 



жем, что множество двойных прямых есть кривая 2 на F(X). 
Вернемся к отображению ц:Р(Х)-±Х диаграммы (2.1.1). Вычис­
лим дивизор ветвления этого отображения 

1 ^ = ^ я т - Ф * ( ^ х ) = - 2 ф - 1 ( ^ П Я ) + /э*(0 /?(Л(2)) + 
+ 2ф-1(*ПЯ) — Р*(с^(Х)(2)). 

т. е. дивизор ветвления линейчатый и состоит из двойных 
прямых l^ — p_1(2). Пусть Ё—кривая остаточных прямых на 
E(X). Пусть Z1 и 12 — две двойные пересекающиеся кривые и 
.Г—прямая, такая что < lu l2, T) —плоскость. Такие прямые 
составляют кривую 2 на E(.X). На каждой кривой ClcF(X) 
определена инволюция i.:C,.{to}C/1 однозначно определяемая 
соотношением < /, V, i{l') ) —плоскостью 

Можно показать, что если id.2lj2U2, то: 
а) С, — неособая кривая, 
б) i( —инволюция без неподвижных точек. 
Кривая Cl!il вложена в плоскость Р2, точки которой пара­

метризуют плоскости, проходящие через прямую I в Р4. Эта 
кривая неособа, в силу а) и б),.и имеет степень 5, так как I 
на Хн = Х(]Н, IczH, прямую I пересекают пять пар пересе­
кающихся прямых. 

Отсюда, применяя формулу Гурвица, получаем значения для 
родов кривых: 

£(ед)=б, g(c,)=n. 
В силу формулы (2.2.19), нам, осталось показать, что любой 

инвариантный относительно it одномерный цикл у на Ct гомо­
логичен 0 на F(X). 

Для этого достаточно показать, что отображение 
^:C,/i;{to}AlbE(AO, -Hi ', h C O ) - a {l') + a(ll'), 

'где a:E(X)->AlbF(X) — отображение Альбанезе, есть отобра­
жение в точку. 

Легко видеть, что й ф = 0 о (см. (2.2.14)). Поэтому доста­
точно доказать, что отображение 

0§:C-/i-->-/-(X) 
постоянно. Но тогда, в силу (2.2.24), 

0о (-0+00 (--/(0) = const. 
Что и требовалось доказать. _ 

Рассмотрим проекцию Pt:X->P2 с центром в <?iiZU-2lj2. 
Чтобы Р[ стало регулярным отображением, раздуем прямую I 
на X: О^.Х-УХ И на Р4:о,:Р4->Р4. Тогда Ре:Р1->Р2 — расслое­
ние со слоем проективная плоскость, а 
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P,:X{to}P2 (2.2.29) 
— расслоение на коники в соответствующих плоскостях и 

а) коника P71(p) = .7 неособа, если p-ICyi.; 
б) коника РТ (p)=p'VP' — букет двух сфер, если peG./i,. 
Множество компонент распавшихся коник есть С.. 
Многообразие такого вида называется невырожденной ^связ­

кой коник и теория его среднего якобиана сводится к общей тео­
рии абелевых многообразий специального вида, так называемых 
прими анов. 

Обзор этой теории составляет содержание следующей главы. 

Глава III 

СВЯЗКИ КОНИК И ПРИМИАНЫ | 

§ 1. СВЯЗКИ КОНИК 

По мере ТОГО, как на примере кубики прояснялась связь меж­
ду геометрией многообразия и геометрией его среднего якобиа­
на, у исследователей крепло стремление унифицировать возни­
кающие здесь сложные (геометрические конструкции. Казалось 
естественным сразу описать класс абелевых многообразий, СО­
СТОЯЩИЙ ИЗ средних якобианов тел и затем дать стандартный 
способ вычисления среднего якобиана. Однако эти две задачи 
оказались мало совместимы. В [13] был предложен способ вы­
числения 'среднего якобиана для всех тел Фано, но его резуль­
таты не дают четкой характеристики получаемого класса абеле­
вых многообразий. Более удачным оказался метод, предложен­
ный Мамфордом [29] и развитый Бовилем [23] для многообра­
зий, которые представляются в виде связки коник. Получаемые 
здесь средние якобианы составляют класс абелевых многообра­
зий, которые называются многообразиями Прима или примиана-
ми кривых. Исследование геометрии таких абелевых многооб­
разий протекает в рамках теории кривых (см. [46, 12]). 

Перейдем к описанию избранного класса многообразий, на­
зываемых связками коник. 

О п р е д е л е н и е 3.1.1. Если полное неособое тело X до­
пускает регулярное отображение на плоскость 

p:-Y{to}P2, (3.1.1) 
каждый слой которого изоморфен конике, то X называется СВЯЗ­
КОЙ КОНИК. 

Легко перечислить простейшие свойства структуры (3.1.1) 
на X: 

1) морфизм p:X-*P2 (3.1.1) плоский; 
2) существует трехмерное векторное расслоение Е на Р2 

38 



такое, что ХсР(Е) и X--2# + p*(:25), где Я —образующая 
Гротендика кольца Чжоу Р (Е); 

3) на Р2 лежит кривая С, особые точки которой — обыкно­
венные двойные точки, такая что для любой точки P6R2 

Iнеособая коника, если P6P2 —G. 
букет прямых P'VP1. если P6G —singC, 
кратная прямая, если P6singC. 

Точный вывод этих свойств можно найти в [23] (Предло­
жение 1.2). Здесь же мы проиллюстрируем эту концепцию 
примером: ^ 

П р и м е р 1. Пусть XcP4-—неособая кубика в Р4, X—раз­
дутие на X прямой I и pt:X~+P2—проекция из прямой на 
(ПЛОСКОСТЬ в Р* (см. (2.2.29)). Тогда (2.2.29) есть связка коник. 
Проиллюстрируем свойства 1)—- 3): 

1) отображение проекции pt очевидно плоское; 
2) как мы видели, X лежит в проективном расслоении 

j-y.P4{to}P-, которое имеет вид Р(0Р.е0Р.0£>р-(1)); 
3) кривая вырождений C = Ci/ilt и если i<$E lj--U Е, то 

множество особенностей s ingC- / i ,= 0 и выполнены условия 
.а) и б) из (2.2.29). 

Таким образом, кубика с раздутой прямой X представляется 
в виде СВЯЗКИ коиик. 

О п р е д е л е н и е 3. 1. 2. Плоская кривая СегР2 называется 
кривой вырождения связки коник (3.1.1). 

О п р е д е л е н и е 3. 1.3. Связка коник называется невырож­
денной, если кривая вырождения С «еособа. 

Связка коник определяет еще одну кривую С —кривую тсом-
•понент распавшихся коник. Точное определение ее следующее: 

Пусть Р(Е) — двумерное проективное расслоение на Р2 , 
ъ которое X вложено. Пусть G2(E)— грассманизация этого 
расслоения прямыми (см [14]). Тогда множество прямых 
в Р{Е), лежащих на X, есть кривая С в G2(E) и проекция 
p:P(E)->P2 определяет отображение: 

p:5{to}C, (3.1.2) 
обладающее следующими свойствами: 

1) /> (sing С) = sing С; 
2) р:С—-singC->C—-signC — неразветвлеиное двулистное 

накрытие; 
3) если cgsingС—-особая точка, т . е . обыкновенная двои­

мая точка и бс,с — С [[и, ъ]]/(иъ), то р~х (с) состоит из одной 
единственной обыкновенной двойной точки cfisingC с (%~ — 
= C[[x, y\\/(x-y), и координаты можно выбрать так, что 

р*(и) = х2, р* (t))=—t/2. 
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З а м е ч а н и е . Доказательство этого утверждения простое 
(но трудоемкое) содержится в [23]. 

О п р е д е л е н и е 3.1.3- Накрытие р:С^-С со свойствами 
1)—3} называется двулистным псевдонакрытием. 

Если SingG = 0 , то псевдонакрытие р : C{to}C есть просто 
неразветвленное двулистное накрытие. 

Итак, неособое многообразие X, представленное в виде связ­
ки коник (3-1.1), определяет двулистное псевдонакрытие (р : C{to} 
—*-_), где С—плоская кривая с обыкновенными двойными точ­
ками. 

Кривые С я С являются стабильными кривыми в смысле 
Делиня—Мамфорда [30]. 

Любому двулистному псевдонакрытию р : С-^-С можно со­
поставить главнополяризованное абелево многообразие Р(С, С)' 
следующим образом: 

К о н с т р у к ц и я п р и м и а на . Для стабильных особых 
кривых обозначим через <р:./••/{to}б и y.N->C их нормализации, 
а через J (С) и У (С) —их обобщенные якобиевы многообразия 
в смысле Розенлихта [50]. Каждый такой якобиан включается 
в точную тройку Розенлихта и имеет место диаграмма 

О ~>Т -> У (C)--^J (N) -> О 
|-V« \"т \"т , (3.1.3). 

o{to}r{to}y(c)-—-y(N){to}o 
где Т и Г —торы, состоящие из группы классов дивизоров. 
степени 0 с носителями в особых точках, а . /V,—отображе­
ние нормы. 

П р е д л о ж е н и е 3.1.1, Д л я любого двулистного псевдо-
накрытия p:2{to}C ядро отображения Nm:T->T совпадает 
с Гп —точками порядка 2 тора Т. 

Действительно, р*:Т~>Т— изоморфизм торов по определе­
нию псевдонакрытия в особых точках (см. свойство 3) в (3.1.2)). 
Следовательно, Nm•/?*-= 2 id и ker7Vm|--- — TV 

П р е д л о ж е н и е 3.1.2. Д л я любого двулистного псевдо-
накрытия р:С {to}C ядро отображения Nm:JC-+J(C) состоит 
из двух связных компонент Р и Рх. 

Легко видеть, что число компонент не больше двух. Для 
того, чтобы разделить две компоненты, выберем одномерное-
расслоение L- на С, такое что 

/ J — CDC (ЗЛ.4) 
— дуализирующий пучок на С, который существует в силу 
того, что С—-плоская кривая. Тогда поверхности урогня. 
функции h:y(C){to}Z/2Z 
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A(L)=-dim#°(C, Z®/?*L0)mod2 (ЗЛ.5> 
разделяют компоненты P и Pi. Здесь мы пользуемся теорией 
ортогональных расслоений Мамфорда [47] (см. также [13], до­
бавление к лекции 3 и применение теории ортогональных рас­
слоений к случаю неразветвленных накрытий в лекции 3). 

Из Предложений 3.1.1. и 3.1.2. следует, что точная тройка 
для ядер диаграммы (3.1.3) имеет вид: 

0{to}f,{to}PXZ/2Z->-^0, (3.1.6) 

где R = ker(Nm: J (N)-+J (N)) для накрытия р : .V{to}.V неособых 
кривых — абелево многообразие. Отсюда следует, что P — абе-
лево многообразие и g: P{to}P— изогения порядка 2d imT_1 . 
В частности, если С имеет одну особую точку, то P изоморф­
но R. 

Нам осталось снабдить полученное абелево многообразие P 
поляризацией. Пусть в (jV) — поляризующий дивизор якобиа­
н а / ^ ) . 

П р е д л о ж е н и е 3.1.3. g*(@(N) |Л) =26 , где в —дивизор 
главной поляризации на абелевом многообразии P. 

Доказательство этого утверждения можно провести непосред­
ственно (см. [23] или для неособых кривых [46]). Заметим, что 
если кривая С неособа или имеет тольку одну особую точку, то 
P = R и мы попадаем в ситуацию работы Мамфорда. 

О п р е д е л е н и е 3.1.4. Поляризованное абелево многообра­
зие (P, G) называется примианом псевдонакрытия р : С-*~С. 

Нам осталось обратить внимание читателя на один общий 
эффект предлагаемой теории. Геометрию кубики X мы описыва­
ем через геометрию ее поверхности Фано F(X). При этом если 
кубика была неособой, то и ее поверхность Фано неособа. Гео­
метрия связки коник X, как читатель уже догадался, будет опи­
сана через геометрию ее кривой вырождения С и через геомет­
рию кривой компонент вырождения С. При этом, как будет вид­
но на примерах, иеособость X не влечет неособость кривой вы­
рождения С. Поэтому при сопоставлении X ~-* (р : С^>-С) даже 
гладкие X выводят нас из класса гладких кривых, т. е. невырож­
денную связку X можно гладко проварьировать в вырожденную 
связку X'. 

О п р е д е л е н и е 3.1.5. Связка коник р: X{to}P2 называется 
псевдовырожденной, если существует семейство P- : Хх—>~Р2, 
z6A = {|z < 1 } , такое, что при гфО р,: Х,->Р2 — невырожден­
ная связка, а Х0 = X. 

Теперь мы можем точно сформулировать основное утвержде­
ние теории. 

П р е д л о ж е н и е 3. 1. 4. Пусть р : X{to}P2 — псевдовырож-
денная связка коник и р: C{to}C — соответствующее ей псевдо-
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накрытие кривой компонент вырождения коник кривой вырож­
дения. 

Тогда 
1) -кручение Tor#3(X, Z)=0; 
2) (Р(Х), Q(X)) = (P, в) — поляризованный примиан псев-

донакрытия р : С-+С. 
З а м е ч а н и е . Необходимо .сразу отметить, что эти утверж­

дения не верны для произвольной связки коник. Хорошо известен. 
.пример Артина—Мамфорда [22] связки коник (самый простой 
.контрпример к проблеме Люрота), для которой неверно утверж­
дение 1. Таким же образом МОЖНО построить пример связки, 
для которой неверны все утверждения Предложения ЗЛА. 

Доказательство Предложения 3.1.4. разбивается на два эта­
па: доказательство этого утверждения для 'невырожденной связ­
ки коник -и предельного перехода в вырожденном случае. 

Заметим сразу, что для связки коник X, НзЛ(Х, С) =0. 
Действительно, если Кх — эффективный дивизор канониче­

ского класса, то он должен содержать каждый слой расслоения 
р : X{to}P2, чего не может быть. Значит, #3'°(X, С) =Н°(Х, A3QX) = 
= 0. Тогда, /3(X) —главнополяризованное абелево многооб­
разие. 

Чтобы сделать доказательство наглядным, удобно перейти к 
двойственной трактовке среднего якобиана и отображения Абе­
ля—Якоби через трехмерные гомологии. 

В векторное пространство (Н2Л(Х, С))* вкладывается 
J-IS(X, Z), если у&Н3(Х, Z) сопоставить линейную форму на 
Л2-1 (X, С), однозначно определенную равенством y (©)=-= J ю 

v 
.для любого tog//2'1 (X, С). 

Тогда легко видеть, что 
1) (Я2-* (X, С))*/Яз(*- Z)-=./-(*); 
2) поляризация e(X){subset}/3(X) задается формой пересечения 

трехмерных 'циклов на X. 
Пусть Сь, 6 еВ,— семейство кривых на X. Тогда отображение 

Абеля—Якоби 0о :B{to}/3(X) (см. 2.1.2) продолжается до ото­
бражения 0 о : А1ЬВ-х/3(В), которое задается гомоморфизмом: 

0:Нг(В, Z ) ^ t f 3 ( X Z) (3.1.7) 
Это отображение имеет простое геометрическое описание: 
Пусть 7 —одномерный цикл на В, тогда 0 (у) — трехмерный 

цикл на X, заметаемый кривыми lb, Ьву, т. е. 
0 ( Y ) - U Сь. (3.1.8) 

Цикл 0(v) называют иногда цилиндром над у (см. [13]). 
Сделав эти простые замечания, мы можем переходить к до­

казательству Предложения 3.1.4 для невырожденной связки 
квадрик р:Х-^-Р2. 
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Заметим сразу, что так как p*(H3(X, Z)) — 0 и слои рас­
слоения односвязны, то все трехмерные циклы тела X состав­
лены из слоев или компонент слоев. 

Рассмотрим семейство /с, cgS, компонент слоев и отобра­
жение Абеля-Якоби <2:НХ{С, Z){to}#3> (XZ). 

Пусть р:С-*-С — неразветвленное двулистное накрытие, оп­
ределяемое связкой p:X->P2 и i:C->C — инволюция этого 
накрытия. 

Предложение 3.1.5. Для любых двух циклов у1 и 
ТгбЯ] (С, Z) пересечение на X 

(0(yi), 0 (Y2)b- - (y i . Ya)c-+('Yi. Y% , (3.1.9) 
где (.)~ —пересечение циклов на кривой С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На X лежит линейчатая поверхность 
компонент слоев Ri с базой С, которая сама себя пересекает по 
кривой С, состоящей из точек пересечения компонент слоев, 
Sing^?i = C. Раздуем X вдоль кривой С 

аГ-Х-^Х. (3.1.10) 
На X лежат две линейчатые неособые поверхности: /̂ 1 — 

геометрический прообраз Ri и a -1 (C) = R2. Для любого цикла 
yeHi (б, z) 

^(0(Y))=0(y) + ^c1(P* (V)), (3.1.11) 
где 0(Y) — геометрический прообраз цилиндра 0(y), а Р*(у) — 
проекция цикла на С. Поэтому 

(0Ы, 0(y2))x = Kc(0(Yi)), o-c(0M));? — 

— [(Ш) + °с1 (Р* М). ( № ) + (Г"1 (p* Ы)1з?-
На X трехмерный цикл вида ст^1 (p* (y2)) имеет нулевое пе­

ресечение с любым трехмерным циклом вида а* (ш), ш6//3 (X. Z). 
Поэтому 

(0(Vi), 0(y2))x — (0(yi), 0Wh + (0№> <*?(Р*Ш))х> ( З Л Л 2) 
Циклы 0(Yi) и сг-1^* (Y2))3c Л е ж а т на разных линейчатых 

поверхностях ^ и R2, которые пересекаются по кривой С, 
которая является сечением для первой линейчатой поверхности 
и 2-сечением для второй. Поэтому 

(0(Yi), °--Ч.0*М))х-= 

— (0(Yi) П (Ri П R& a? (P* (Ys)) П #1 П -%кП% = 
==(Yl. Y2+iy2)g- — (yl. Y2)c+('Yb Y2)c. (3.1.13) 
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Далее 

(0(Yi), 0(Y2))xHYb ЪЫ1> &h> (ЗЛЛ4> 
где /—-слой линейчатой поверхности /?... Имеем 

0 = (Л #i)xUl+<rl(lni№), № + cr4G)% — /, £ i + 2{cdot} 
Собирая полученные равенства, получаем (3.1.9). Таким обра­
зом, ker 0 состоит из инвариантных относительно i циклов и 
имеет место точная до изогении тройка 

0->/(C){to}/(C){to}/8(X){to}0. (3,1,15) 
Отображение Nт: J (С) {to} J (С) задается отображением 

р*:Нг(С, Z)->HX(C, Z), p*p*(Y)-=Y + 'Y. (3-1.16} 
Поэтому /3(X) 'Совпадает с примианом Р, а поляризация в (С) 
индуцирует на Р(Х)—Р дивизор 2в, где в-—дивизор главной 
поляризации. 

З а м е ч а н и е , Мы получили здесь доказательство Предло­
жения 3.1.3, но не для произвольного псевдонакрытия p : C{to}C, 
а для накрытия, возникающего из невырожденной связки квад­
рик. 

Доказательство Предложения 3.1.4 для псевдовырожденной 
связки квадрик получается предельным переходом, точное опи­
сание которого см. в [23]. 

Итак, для любой псевдовырожденной связки коник X Р(Х) = 
= (Р, 9) (С-+-С), но это равенство не содержало бы информации 
о бирациональном типе X, если бы общая теория примианов не-
констатировала бы отличия примиана от якобиана, за исключе­
нием некоторых тривиальных случаев. Как было отмечено .в §2 
гл. I, для якобиана кривой J(Y), 9(У) имеет место неравенство 

dim sing в (У) >dim/(У) — 4. (3.1.17) 
Следующее утверждение теории примианов позволяет отли­

чить якобиан от примиана. 
П р е д л о ж е н и е 3.1.6. Пусть р : С—>С — двулистное псев­

донакрытие и (Р, 9) —соответствующий ему примиан. 
Тогда: 
1) если dim sing 6S- dim P—2, то С — гиперэллиптическая 

кривая, или C=CiUC2, degC.nC2---2. Многообразие (P, 9) в этом 
случае не просто; 

2) если dim sing в >dim P—3, то С — гиперэллиптична или 
гиперэллиптическая кривая с двумя отождествленными точками. 
В этом случае (Р, 9) — якобиан гиперэллиптической кривой; 

3) если -dim sing 9>dim P—4, то имеется конечное множест­
во случаев: 

44 



а) С — трехлистное накрытие Р1. В этом случае (Р, 6) яко­
биан кривой, четырехлистно накрывающей Р1; 

б) С — гаперэллиптичеокая кривая с двумя отождествлен­
ными точками, (Р, в) —якобиан кривой; 

в) С—-суперэллиптическая (двойное накрытие стабильной 
кривой рода 1), g>Q; 

г) С —кривая рода 5 с одной пулевой 0-константой; 
д) С —плоская квинтика и сИтЯ°(С, p*Ge (1)) —1 mod2, 

(Р, 0) — якобиан кривой; 
е) С —гиперэллиптическая кривая с двумя парами отожде­

ствленных точек; 
ж) С —кривая рода 4 с одной нулевой G-константой и двумя 

отождествленными точками; 
з) С —C,UG2> degGi flG2 —4, компоненты С; не рациональны; 
и) C — C.UG2. degGiOC2 —4> Gi —рациональна, С2 —гипер-

эллиптическая рода > 3 . 

к) С==С! UG2. GinG2 — "i + «2 + «3 + «4. C1 —рациональна 

Ho^-^cfij^J (pa(C) = 6). 
Доказательство этой теоремы для накрытий восходит к Мам-

форду [46, 13], а в полной общности получено Бовилем (см-
[24], Теорема 4,10). 

Остается только добавить, что все примианы размерности 
--S4 являются якобианами. 

Нам осталось только воспользоваться тем, что для связки ко­
ник кривая С — плоская. 

П р е д л о ж е н и е 3.1.7. Пусть С — стабильная ^плоская кри­
вая степени >6, р :С^>-С — двулистное псевдонакрытие и (Р, 
8) — соответствующий примиан. Тогда (P, 0) отличен от яко­
биана кривой. 

Можно заметить, что в вырожденных случаях Предложения 
3.1.6 кривая С обладает линейным рядом степени <d—2, где 
й — степень самой кривой. Легко показать, что на плоской кри­
вой таких линейных рядов нет. 

Для неособой С это следует из доказательства Леммы 2.1. в 
[15]. На случай любой стабильной кривой это доказательство 
обобщил Бовиль (см. [24], Лемма 4.8). 

Итак, нам осталось только констатировать основной резуль­
тат теории связок коник. 

П р е д л о ж е н и е 3.1.8. Для псевдовырожденной связки ко­
ник р : X—>-Р2 с кривой вырождения степени -£б средний якобиан 

(Р(Х), в(Х)) = (1аЦХ), @G(X)) 
совпадает со своей компонентой Гриффитса и является бира-
циональным инвариантам тела X. 
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§ 2. Приложения теории связок коник 

Когда теория разрешения особенностей отображений Хиро-
нака [37] укреггила основания многомерной бирациональной гео­
метрия и стало возможным доводить до полной ТОЧНОСТИ фраг­
менты интереснейших геометрических конструкций итальянской 
школы, основным препятствием к развитию теории трехмерных 
многообразий, лежащим у самого входа Б эту теорию, была не­
сомненно проблема Люрота. Этим (но не только этим) объяс­
няется тот огромный математический авторитет, который эта 
проблема приобрела. Когда появились и стали продумываться 
первые контрпримеры к проблеме Люрота — кубика ([29]) и 
квартика ([5]), стало очевидным, что эти контрпримеры ие са­
мые простые, что, являясь в обоих случаях слабым побочным 
следствием теории, проблема Люрота сохранила тайну своих 
геометрических причин и механизмов. Поэтому естественно воз­
никло стремление найти простейшие контрпримеры к этой проб­
леме. На этом пути Мам форд построил теорию связок коник и 
примианов, включающую в себя кубику и простейший контрпри­
мер к проблеме Люрота [22]. Оказалось, что можно построить 
такую унирациональную связку коник, у которой отлична от 
нуля группа кручения трехмерных гомологии (очевидный бира-
циональный инвариант). 

Таким образом, для построения контрпримера к проблеме 
Люрота оказалась не нужной теория среднего якобиана. Однако 
класс связок коник оказался настолько богатым, что теория 
Мамфорда, уточненная Бовилем, констатирует нерациональность 
многих унирациональных тел. Это, так сказать, «практическое» 
приложение теории примиана. 

Но существует еще и очень интересное «теоретическое» при­
ложение этой теории, отмеченное Клеменсом (см. [28]), которое 
мы поместим во второй части этого параграфа. 

Рассмотрим список многообразий Фано (см. следующий об­
зор, гл. 4) и для каждого типа попытаемся отыскать представи­
теля—связку коник. Мы будем, конечно, пропускать рациональ­
ные многообразия. 

Многообразия Фано индекса 2. 
1) Кубика ХсгР4. Раздувая прямую / на X, получаем связку 

коник (2.2.29). Кривая вырождений этой связки — неособая 
плоская кривая степени 5 С~Р2 . Этот случай еще не соответст­
вует условиям Предложения 3.1.8 и мы должны обратиться к 
списку Предложения 3.1.6, пункту 3 д. Нерациональность кубики 
будет следовать из утверждения: 

Ho(C,jO*C!c(l))sOraod2. (3.2.1) 
Так как класс дивизоров p*0c(l) инвариантен относительно 

инволюции накрытия i, TO имеем разложение по собственным 
пространствам действия этой инволюции: 
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НЦС, рЮс (1))=Я0+ (С, р*Ос (1))еЯ°- (С, р*Ос (1)), 

я-(с,0с(1))^ я°(с,е>с(1+а)), 
где 'бЛ(С) определяет накрытие p:C{to}C. 

На плоской кривой не существует линейных рядов той же 
степени, отличных от высекаемых пучками прямых. Значит, 
din^°(C,e>c(1+i-:))<-1- и нам нужно только доказать, что 
в случае кубики №(С, р*Ос(\))фр* (Н°(С, Ос{\))). 

Теперь вспомним, что для кубики С = С[ множество прямых 
/' на кубике, пересекающих / и С==C./i.. Пусть 1\ I*— 
пять прямых, проходящих через точку xQt на X. Тогда в про­
ективном трехмерном пространстве ТРХХ, касательном к X 
в точке x, лежат прямые i f , . . . , Is и it (if), . • •, it (is), a зна­
чит, как дивизоры на Ct 

if + . . . + /? + *-(#) + ••• +il(lZ) = P~1(Cf)pl(TPXJC)). 
Если мы возьмем другую точку x'Ql, то if + . . . + / * — 

—-if+ . . . + i 5 , поэтому дивизор 
i f '+ ... +/f+t,(if) + ... +»,(if) 

принадлежит нужному линейному ряду и не поднят с C,./«v 
Тем самым (3.2.1) доказано и кубика не рациональна. 
Остается заметить, что если условие (3.2.1) не выполнено, то 

соответствующий примиан плоской кривой С является якобиа­
ном кривой рода 5. Тем самым кубика обладает наиболее тон­
кой геометрической структурой среди тел, которые нам здесь 
встретятся (и которые, вообще, известны). 

Ф 
2) Двойное пространство индекса 2. X{to}P3 — двулистное 

накрытие, разветвленное в поверхности четвертой степени W*cz 
czP3. Если W4 неособа, неизвестно никакого способа, позволяю­
щего снабдить X структурой СВЯЗКИ коник. 

Пусть па IV4 есть одна обыкновенная двойная точка 0. Про­
ектируя из этой точки р: X{to}P2 (при раздутии особой точки в X 
вклеивается рациональная поверхность и средний якобиан не 
меняется), получаем представление многообразия X, бирацио-
нально эквивалентного многообразию X, (Р(Х) = / 3 (X) ) , в виде 
связки коник. 

Прямая, проходящая через 0, определяет точку кривой рас­
падения CczP2 в том и только том случае, если / касается в от­
личной от нуля точке. Значит, кривая вырождения CczP2 есть 
контур (проекция на Р2 кривой точек касания касательных к W\ 
проходящих через 0), т. е. проекция кривой пересечения Wk с ее 
первой полярой, проходящей через точку 0. Кривая СегР2 имеет 
степень 6 и Предложение 3.1.8 констатирует нерациональность 
1 . dim/3(X)=9. 
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Заметим, что двойное пространство индекса 2 всегда унира-
щюнально. 

3) Двойной конус Веронезе. X X К (Р2) — двулистное накры­
тие конуса над поверхностью Веронезе в Р6, разветвленное 
в пересечении К(Р2) с гиперповерхностью F3 степени 3 в Р6. 

Для общего двойного конуса Веронезе неизвестна его пред­
ставимость в виде связки коник. 

Пусть гиперповерхность E3 проходит через вершину О 
конуса Веронезе в Р6. Тогда если X—-раздутие особой точки 
на X, то X->P2—-связка коник. 

Образующая / конуса определяет точку на кривой вырожде­
ния связки CczP2 -в том и только том случае, если / касается 
гиперповерхности F3. 

Четырехмерное многообразие точек касания касательных к 
F3, проходящих через точку Об/73, имеет степень 4 и проектирует­
ся в гиперповерхность степени 4 в Р5, которая высекает'на по­
верхности Веронезе Р2 (вложенную сечениями ар* (2)) кривую 
вырождения С степени 8. 

Предложение 3.1.8 констатирует нерациональность X. Это — 
все потенциально бирационально нетривиальные многообразия 
Фано индекса 2. 

Многообразия Фано индекса I. 
Ф 

1) Двойное пространство индекса 1. Z{to}P3— двулистное на­
крытие, разветвленное в поверхности WB шестой степени. 

Для общего двойного пространства неизвестна его предста­
вимость в виде связки коник. 

Пусть на We есть одна четырехкратная рациональная особая 
точка. Тогда если разрешить эту особенность, то X— связка ко­
ник с кривой 'вырождения степени 10. 

2) Квартика XcP4. Общая квартика не представляется в виде 
связки коник. 

Если квартика X имеет особенности второго порядка вдоль 
ВрЯМОЙ IdX, TO П р о е к ц и я и З ЭТОЙ ПРЯМОЙ p,:X{to}P2 — cBH3Ka 
коник с кривой вырождения степени 8. 

З а м е ч а н и е . Если XcP4-гиперповерхность степени d 
с (d-2)-кратной прямой, то проекция из этой прямой р:X-5-Р2, 
есть связка коник с кривой вырождения степени 3 d - 4 . 

3) Пересечение квадрики и кубики в Р8. В частном случае, 
когда XcP6 содержит плоскость Р2 и имеет в ней только 
семь обыкновенных двойных точек в общем положении, 
то проекция из этой плоскости p :X ->P 2 — связка коник с кри­
вой вырождения степени 7. 

4) пересечение трех квадрик в Р6. Исчисление Шуберта на 
грассмановом многообразии Gr(2, 7) прямых в Р6 показывает, 
что на X=-Q1nQ2nQ3 существует одномерное семейство прямых. 
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Пусть lc:X — такая прямая. Рассмотрим рациональное отобра­
жение к : X{to}P2, задаваемое следующим образом: 

Отождествим Р2 с линейным рядом квадрик, проходящих че­
рез X. Для общей точки xQX рассмотрим плоскость < / , х>. 
Линейный ряд квадрик, проходящих через X, высекает иа этой 
плоскости не более чем пучок- Поэтому существует квадрика Q, 
содержащая X, которая содержит всю плоскость <1, х>. Сопо­
ставим точке х эту квадрику Q, т. е. точку на Р2: 

я : X{to}P2. 

Отображение я не определено иа самой прямой / и в конеч­
ном множестве прямых, пересекающих I, целиком лежащих на X. 
Поэтому легко видеть, что существует рациональное раздутие 
X, 73(X) =73(X), такое что я : X—.УР2 — регулярное отображение. 
Далее, X—связка коник, так как на произвольной квадрике 
Q—Р2 через прямую / проходит коника плоскостей. Эта коника 
неприводама, если квадрика Q неособа, и распадается на две 
прямые, если Q особа-

Таким образом, п:Х-*Р2 — связка коник с кривой -вырожде­
ния— детерминанталью вырожденных квадрик, т. е. кривой сте­
пени 7 (ОМ. [15]). 

Для оставшихся многообразий Фано операция «проекция из 
прямой» сводит вопрос о представлении в виде связки коник к 
рассмотренным случаям. 

Известно (см. третий обзор, гл. 3 § 1), что неособое пяти­
кратное линейное сечение грассманова многообразия Gr (2, 6) 
в плюккеровом погружении бирационалыно эквивалентно неосо­
бой кубике [13]. 

Г и п о т е з а - Неособое сечение Gr (2, Б) квадрикой и двумя 
плоскостями бирационально эквивалентно двойному простран­
ству индекса 2-

Из приведенного списка видно, что точное представление в 
виде связки коник имеют только два типа .многообразий — куби­
ка и пересечение трех квадрик. Однако существует простой при­
ем, позволяющий доказать нерациональность «общего» много­
образия некоторого типа, которое вырождается в связку коник 
с кривой вырождения степени 3-6. 

Принцип вырождения. Этот технический прием основан на 
свойстве продолжимости нормальных функций для промежуточ­
ных якобианов, доказанном Дукером [54]. 

П р е д л о ж е н и е 3.2.1. Пусть Ms — многообразие модулей 
поляризованных абелевых многообразий, Ме— его компактафи-
кация Сатаке, компоненты которой проинтерпретированы как 
многообразия модулей поляризованных абелевых миогообразий 
меньших размерностей: 

Ms - Mg = M__1 U Mg_<> U . . . U Mo. (3.2.2) 
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s 
Пусть Х->В—-плоское семейство тел, такое что 
1) для любой точки ЬфЬа Хь — гладкое тело; 
2) Хь0 — тело с обыкновенными ДВОЙНЫМИ особыми точками.. 
Тогда: 
1) сопоставление каждому слою его среднего якобиана опре­

деляет регулярное отображение J: {В — bQ}->Mg, g = dlmJs(Xb)t. 
b^ba; 

2) отображение j продолжается до отображения j:B-+Mg» 
3) 7(->o)=-j3(XO> где o:Xu„-s-X*0 —разрешение двойных. 

особых точек тела Хьа-
Воспользуемся теперь результатом Хойта [38]. 
П р е д л о ж е н и е 3.2.2. Пусть Mc

gaMg — подмногообразие-
якобианов кривых (или произведений якобианов). Тогда: 

1) M£—-замкнутое подмногообразие Mg; 
2) компактификация Сатаке M^cMg состоит из якобианов-

кривых (и их произведений): 

M£----M£=MiL1U...UMo 
при естественном включении этого объединения в (3.2.2). 

.-
С л е д с т в и е 1. Пусть Х~>В—-плоское семейство тела 

со свойствами 1 и 2 из условий. Предложения 3.2.1. и компо­
нента Гриффитса Js

a(Xb0)^=0. Тогда найдется такое открытое 
множество U в В, UzDb0, что для любого Ьф компонента 
Гриффитса JQ(Xb)=£0. 

З а м е ч а н и е . В некоторых случаях техники Дукера [54] 
хватает для того, чтобы утверждение Предложения 3.2.1 было' 
•справедливым и для немного более сложных особенностей, чем 
обыкновенные двойные точки. В частности, оно проходит для. 
случая, когда поверхность ветвления'двойного пространства ин­
декса 1 приобретает простейшую четырехкратную точку, и для 
случая, когда квартика приобретает двойную прямую. 

Теперь наличие структуры связки коник на вырождениях тел 
Фаио ,и критерий ОТЛИЧИЯ ОТ якобиана (Предложение 3.1.8) дают 
замечательное 

С л е д с т в и е 2. 
1) двойное пространство индекса 2, 
2) двойной конус Веронезе, 
3) двойное пространство индекса 1, 
4) квартика в Р4, 
5) пересечение квадрики и кубики в Р в 

.и т. Д. 
Замечая теперь, что установлена унирациональность всех 

многообразий Фано (ом. [15], Гл. 5, §3), за исключением общей 
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квартики, двойного пространства индекса 1 и ДВОЙНОГО конуса 
Веронезе, мы получаем множество контрпримеров к проблеме 
Люрота. 

Но психологически это нам уже ничего не дает, так как на 
примере кубики мы видим, что между унирациональностью и ра­
циональностью лежит не набор изощренных контрпримеров, а 
существенная область красивой геометрии. 

Мы подошли к самому интересному и важному аспекту тео­
рии трехмерных многообразий. Можно ли из общих соображе­
ний вывести иррациональность произвольного гладкого тела, 
если иррациональность «общего» тела этого класса получена? 

Сформулируем задачу точно: 
П р о б л е м а 1. Существует ли гладкое- семейство тел Хь, 

Ь&В, с иррациональным Хь, ЬВВ—&0, « рациональным Хь ? 
Этот основной качественный вопрос существенно многомер­

ной теории остается открытым. Ответ на него в случае кривых 
и поверхностей отрицательный. 

Проблема 1 и проблема Люрота близки в том смысле, что 
они относятся к одной и той же области описания «функтори-
альных» свойств рациональных и иррациональных многообра­
зий: проблема Люрота — сохранение рациональности при мор-
физмах, проблема 1 — сохранение иррациональности при глад­
кой специализации. В случае кривых и поверхностей обе проб­
лемы сводятся к отысканию удобного критерия иррационально­
сти: в случае кривых—.это чисто топологический критерий, а 
в случае поверхностей — полутопологический (условие рацио­
нальности поверхности X — односвязность и обращение в нуль 
Н°(Х, S2(A2Q,X))). Для поверхностей проблема 1 имеет отри­
цательный ответ, в силу полунепрерывности функции h{b) — 
= dimH°(X,S2(A42Xb) яяВ). 

Как мы видели, необходимыми условиями рациональности 
тела X являются условия: h 3 ' ° (X)-0, h%a{X) = 0, ТогЯ 3(Х)=0, 
/3(Х) —якобиан кривой. 

П р о б л е м а 2. Существует ли иррациональное гладкое те­
ло X с h3'°(X) -=h2'0(X) =0 . Tor #з(Х) = 0 и /3(X) — якобиан 
кривой? 

Клеменс в [28] предложил использовать теорию примианов, 
чтобы увязать между собой Проблемы 1 и 2. 

Прежде всего, легко видеть, что для абелева многообразия 
условие быть примианом не замкнутое. 

П р е д л о ж е н и е 3.2.3. Пусть Cb, b&B, —плоское семейство 
кривых, такое что Сь — гладкие кривые, ЬфЬп, а С*—кривая 
с одной двойной точкой. Пусть bbQjHi(Cb, Z), ЬфЪй, —исчезаю­
щий цикл при b->b0. Для каждого b = bn пусть pb;Cb-+Cb — 
неразветвленное двулистное накрытие, определенное S,,mod2 
(мы отождествляем H\(Cb, Z2) и ./2 (£/,))• Тогда: 
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1) сопоставление каждому b^=b0 примиана накрытия (Сь, Сь) 
определяет регулярное отображение рг: {В — bQ} {to} Mg, 
g—-g<Ce)-l; _ 

2) отображение pr продолжается до отображения pr:В {to} Mg\ 
3) рг(й0) = /(Л^Сб0) —якобиан нормализации NCbtl кривой Сьа; 
4) полученное семейство поляризованных абелевых много­

образий гладкое. 
Используя этот эффект, нужно подобрать гладкое семейст­

во тел Xb, b£B так, чтобы J (Xb)=P((Jb, Cb), ЬфЬй. Тогда, 
в силу Предложения 3.2.1, J (XAo) = / (NCbo) и имеет место 
альтернатива: либо Хъ0 рационально и положительно решается 
Проблема 1, либо- иррационально и положительно решается 
Проблема 2. 

При построении такого семейства естественно взять 
в качестве Xb< ЬфЬ0, связки коник. В этом случае семейство 
кривых вырождения С- состоит из плоских кривых и мы огра­
ничимся кривыми нечетной степени 2/г + З. Пусть Мр

п
с—много­

образие модулей неособых плоских кривых степени 2ft+ 3, 
а Л1РС—многообразие модулей их неразветвленных двухлист-
ных накрытий. 

Тогда 
МРСХмРС (3.2.3) 

— конечнолистное накрытие и qr1 (C)-= Я1(С, Z2). Оказывается, 
э т о накрытие распадается на две компоненты: 

-Н*„С(°Ь-.МРС П9 41 
мРС(\УМп • (3' Л) 

Эти компоненты разделяются поверхностями уровня функ­
ции h:MPC-+Z2, которая задается следующим образом: 

А (С {to} С) = dim Я-(С, р*(Ос(п)) mod 2. (3.2.5) 
При ограничении этой функции на слой отображения (3.2.3) 

срт1 (С) мы получаем квадратичную форму на Н\ (С, Z2), инва­
риантную относительно действия монодромии накрытия (3.2.3), 
билинейная форма которой совпадает с формой пересечения 
одномерных циклов на кривой С. 

Предложение 3.2.4. Пусть Cb, bQB, —семейство плоских 
кривых с условиями Предложения 3.2.3. Пусть pb:Sb^-Cb, 
b=j£=b0, —семейство их неразветвленных двулистных накрытии, 
задаваемых ob^Hx{Cb, Z), где аь сравним по модулю 2 с исче­
зающим циклом особого слоя Сь„. Тогда для любого b 

h(C4{to}C) = l, (3.2.6) 
т . е. накрытия Сь лежат в компоненте (3.2.4). МРС (\). 
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Действительно, при обходе вокруг точки вырождения Ь0 
монодромия действует на //1 (Cb, Z2) по формуле Лефшеца ([28]): 
y-+y — (yab)ab. Значит, h(y) = h (Y) + (Y^) ^ Ы + (yO2. т. 'е. 
(y°i))h(ai>)== (Y°u)2. Выбирая теперь у так, чтобы (уз) -= 1, получаем 
Й(с4)-Г т . е . (3.2.6). 

Теперь понятно, даже без теории кубики (Гл. II) и примиа-
на, почему бесполезно этим методом искать семейство Пробле­
мы 1 в классе кубик, так как равенство (3.2.2) противоречит 
(3.2.6). Столь же бесполезно искать его в классе пересечений 
трех квадрик в Ps: по теореме четности (см. [49], Гл. 4, § 3) 
для накрытия С^>-С плоской кривой степени 7 h(C{to}C) =0 . 

Но вторую компоненту M2-P" (1) оказывается тоже можно 
реализовать как многообразие средних якобианов тел. A имен­
но, в качестве таких тел можно взять пересечения квадрики и 
кубики в Р5, содержащие плоскость (см. пример № 3 среди 
многообразий Фано индекса 1 этого параграфа). 

Если разрешить семь двойных особых точек такого много­
образия и эти точки находятся в общем положении, то это тело 
представляется в виде связки коник, а его средний якобиан 
является примианом неособой плоской кривой степени 7. 

Нетрудно видеть, что любая плоская неособая кривая степе­
ни 7 и ее нечетное (/i—1) иеразветвленное двулистное накры-' 
тие дает примиан, изоморфный среднему якобиану такого мно­
гообразия. Поэтому можно построить гладкое семейство таких 
тел X-, 2.£Д* = {0< | г | < 1 } , что каждое X-—связка коник с кри­
вой вырождения Cz и кривой компонент вырождения C-, такими 
что: 

1) семейство С2, zGA* компактифицируется кривой С0 с од­
ной двойной точкой; 

2) .накрытие Cz-+-Cz задается a~e#i(Cb, Z2), сравнимым .по. 
модулю 2 с исчезающим циклом особого -слоя С0. 

Семейство X-, гбД*, компактифицируется телом X0 того же. 
типа. Возможно, что эта компактификация гладкая. 

Действительно, если Хп имеет обыкновенную двойную точку 
(помимо разрешенных семи), то, согласно Предложению 3.2.1 
отображение J:L*->Мg, J (z) = J3(Xz) продолжается до / :Д-> 
->МЕ и j (0) = Л(Х0). Но по теореме Лефшеца об исчезающих 
циклах 

й1тНЦХ0, Z)<dimtf3(X z > Z) (3.2.7) 
и, значит, 

d im/ 3 (X 0 )<dim/ 3 (X 2 ) , (3.2.8) 
что противоречит Предложению. 3.2.3. Тем самым гладкость до­
казана. Остается неисследованным случай, когда. X0 приводимо. 
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Если Xo имеет более сложную особую точку, то (3.2.7 и 
И 2 8) остаются справедливыми и, немного уточняя метод Ду­
кера [54], можно получить такое же противоречие с Предло-

о о о 
Ж Тело Х0 либо рационально и тогда положительно решается 
Проблема 1, либо иррационально и тогда положительно ре-
шается Проблема 2. 

Таково «теоретическое» приложение связок коник и при-
мианов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Нам осталось только сказать несколько слов не о содержа­
нии теории среднего якобиана, а о форме ее реализации. Чита­
тель уже заметил, что развитие теории повторяет этапы разви­
тия теории абелевых функций. Параллелизм ощущается и в ме­
тодах исследования, и в приложениях. Для средних якобианов 
построена даже теория нормальных функций [54], реализую­
щая желание применить полученные результаты о трехмерных 
многообразиях (методом Лефшеца) к гипотезе Ходжа для че­
тырехмерных многообразий. 

Однако теория среднего якобиана еще только развивается 
и поэтому трудно ожидать от ее частей законченности и совер­
шенства теории якобиана кривой. 

Это ясно видно на примере теории связок коник, изложен­
ной в §1 Гл. III. Связка коник (см. Определение 3.1.1) являет­
ся частным случаем тела, расслоенного над рациональной по­
верхностью со слоем рациональная кривая. 

Согласно теореме Энриквеса о приведении рациональной 
кривой над любым полем к прямой или конике, любое такое 
многообразие можно бирационально перестроить в расслоение 
на коники с неособой рациональной поверхностью в качестве 
базы, причем минимальная модель этой поверхности-—либо 
плоскость (и тогда исследуемое тело— связка коник в смысле 
§1 Гл. III), либо линейная поверхность. В отличие от плоско­
сти, на линейчатую поверхность кладутся кривые исключитель­
ных типов Предложения 3.1.8. 

С другой стороны, линейчатые связки коник естественно воз­
никают как пределы простых (Определение 3.1.1). Пока глав­
ный упор делался на отыскание надежных критериев иррацио­
нальности, можно было обходиться плоскими связками коник 
но при исследовании тонких вопросов взаимодействия «рацио­
нальность — иррациональность» (таких как Проблема № 1 в 
^г 1л. Ill) необходима уже теория линейчатых связок которая 
по-видимому, будет построена в ближайшем будущем ' ' 

Остается только отметить пользу, которую уже принес сов­
ременный трансцендентный метод самой теории абелевых функ-



•ций, сосредоточив внимание исследователей на примианах — 
втором классе исключительных абелевых многообразий, СТОЛЬ 
же геометрически интересном и полезном как класс якобианов 
кривых. 

Опыт показывает, что любой математик извлекает -пользу 
даже только из простого знакомства с общими концепциями 
теории абелевых функций. Теория среднего якобиана цока такой 
мощностью не обладает. Сейчас в ней главное — подробное ис­
следование частных случаев, таких как кубика, пересечение 
трех квадрик, связки коник и т. д. 

При каждом новом исследовании обязательно возникает не­
сколько общих вопросов, ответы на которые проясняют струк­
туру теории. 

ВО всех известных ранее 'примерах средний якобиан тела 
был примианом, только если само тело представлялось связкой 
коник (возможно линейчатой). Поэтому, например, возникает 
вопрос о представимости общего двойного пространства индек­
са 2 в виде связки коник, что, в свою очередь, связано с вопро­
сом о группе бирациональных автоморфизмов этого многооб­
разия. 
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УДК 512.776 
A. Н. Т ю р и н, Срединий якобиан трехмерных многообразий. «Совре­

менные проблемы математики. Т. 12». (Итоги науки и техники) 1978, 5—57,. 
библ. 54 

В работе дай обзор новейших трансцендентных методов в теории трех­
мерных алгебраических многоообразий. 

УДК 512,776 
B. А. П с к о в с к и х . Антиканонические модели трехмерных алгебраиче­

ских многообразий. «Современные проблемы математики. Т. 12». (Итоги: 
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В обзоре отражено современное состояние бирегулярной теории трех­
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Обзор посвящен бирациональной теории трехмерных алгебраических мно­
гообразий Фано. 


