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СПЕКТР ТРЕХМЕРНОГО ОПЕРАТОРА ЛАНДАУ, 
ВОЗМУЩЕННОГО ПЕРИОДИЧЕСКИМ 

Т О Ч Е Ч Н Ы М ПОТЕНЦИАЛОМ 
Изучается трехмерный оператор Шредингера с магнитным полем, возмущенный пе­

риодической суммой потенциалов нулевого радиуса. В случае рационального потока 
найден явный вид разложения резольвенты этого оператора по спектру неприводимых 
представлений группы магнитных трансляций. В случае целого потока найден явный 
вид законов дисперсии, дано описание спектра и проведено его качественное исследо­
вание (в частности, установлено существование не более одной лакуны). 

Введение. В статье рассматривается гамильтониан заряженной частицы (заряд 
е, масса га*) в магнитном поле В, т.е. оператор Шредингера с магнитным полем Но = 
(2т*) ~ 1 (р — ес~1 А) 2 в пространстве L2 (М3) (для векторного потенциала А мы выбира­
ем симметричную калибровку . А = (В х г)/2; в физической литературе Но называют 
также оператором Ландау). Нас будет интересовать спектр периодических возмущений 
Н этого оператора: Н = Но + V. Несмотря на всевозрастающий интерес математиков 
к спектральной теории периодических операторов Ландау (см., например, [1-3]), ряд 
принципиальных вопросов этой теории до сих пор не решен даже в случае рациональ­
ного потока поля через грани элементарной ячейки решетки периодов Л потенциала V. 
Например, для двумерного периодического оператора Ландау с нетривиальным глад­
ким потенциалом остается недоказанной гипотеза об отсутствии собственных значений 
в его спектре [4]. 

В случае рационального потока возможен магнитный аналог блоховского анализа 
периодического оператора Ландау [1,2], который приводит к зонной картине спектра 
(т(Н) оператора Н (заметим, что укрупнением решетки Л упомянутый случай сводится 
к рассмотрению целого потока через грани элементарной ячейки). При такой струк­
туре спектра важным является вопрос о числе лакун в спектре <т(Н). Если А = 0, то 
известная гипотеза Бете - Зоммерфельда утверждает, что число лакун в а(Н) конечно 
[5]; недавно эта гипотеза была обоснована М. М. Скригановым [6,7]. Результаты Скри-
ганова обобщаются на случай операторов Шредингера и Дирака с периодическим век­
торным потенциалом А [8]. Заметим сразу, что в отличие от случая А = 0 для двумер­
ных операторов Ландау гипотеза Бете - Зоммерфельда тривиальным образом неверна. 
Действительно, если |V(x,?/)| ^ Tkj/З, где UJ — \eB\/cm* - циклотронная частота, то 
уровни Ландау расплываются в непересекающиеся зоны, поэтому их число бесконечно. 
Более содержательный пример такого рода см. в [9]. 
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Один из результатов настоящей статьи подтверждает гипотезу Бете - Зоммерфельда 
для возмущения трехмерного оператора Ландау периодическим точечным потенциалом 
[10,11] (отметим, что для операторов Шредингера (А = 0) с точечным возмущением ги­
потеза Бете - Зоммерфельда была доказана в [12,13]). Этот результат основан на полу­
ченных в статье явных формулах для функции Грина оператора Н и явных выражениях 
для его законов дисперсии, которые вытекают из энергетических и пространственных 
асимптотик функции Грина гамильтониана #о. Основные результаты статьи опирают­
ся на технику разложения пространства состояний по спектру неприводимых представ­
лений группы магнитных трансляций (эта группа введена в [14]); двумерный вариант 
упомянутой техники применялся для исследования спектра периодического оператора 
Ландау в [15 -17]. Используемое нами разложение есть аналог разложения L2(E3) в 
прямой интеграл по зоне Бриллюэна в ^-представлении [18]. 

1. Здесь мы введем основные обозначения и кратко опишем конструкцию разложе­
ния пространства состояний L2(R3) в прямой интеграл по спектру неприводимых пред­
ставлений группы магнитных трансляций, т.е. по магнитной зоне Бриллюэна. Следует 
отметить, что на физическом уровне строгости использование прямых интегралов сво­
дится к переходу в представление квантовых чисел Ванье [19], что, по существу, делал 
ужеЗак [20]. 

Пусть Л - решетка в R3 с образующими ai, аг, аз- Условимся в дальнейшем ко­
ординаты вектора v относительно базиса ai, аг, аз обозначать цифровыми индекса­
ми: v = V\SLI -h ^2^2 -f г>заз, а относительно стандартного базиса i, j , k - буквенны­
ми: v = vxi -Ь vyj -f vzk. Для перехода к безразмерным единицам введем векторы 
£ st еВ/2тгсЛ и т\ ~ П£, где П = ai(a2 x аз) - ориентированный объем элементар­
ной ячейки С\ решетки Л, Сд = {h&i + 2̂&2 + з̂&з : ° ^ *ъ *2> *з < 1}- Координаты 
вектора ц в базисе ai, а2, аз суть числа квантов потока поля В через соответствующие 
грани ячейки Сд : Vi = £(&2хаз),... (квант магнитного потока Фо = |е|/27гсй). Поле В 
называется рациональным (относительно решетки Л), если все числа щ рациональные 
[14,21]; это определение не зависит, очевидно, от выбора образующих решетки. Более 
того, при выполнении условия рациональности образующие ai, а2, аз можно выбрать 
так, что rji = 772 — 0; в дальнейшем считаем, что выбор образующих произведен имен­
но таким образом и обозначаем ??з ^ *?> £z == £• Кроме того, i, j , k выбираем так, что 
а1у ~ &Ъх ^ ^Зу ~ 0, aix, азу > 0. 

Используя введенные обозначения, гамильтониан #о с точностью до множителя 
/i2/2ra*, который в дальнейшем опускаем, можно записать в виде 

# 0 = (-id/dx + тг&/)2 + (-id/By - тг£г)2 - d2/dz2. 

Через W(£) обозначаем группу магнитных трансляций, т.е. множество К3 х §, где S = 
{С € С : |С| — 1}, наделенное умножением 

(v, C)(v', С) - (v + v', СС' ехр [тгг£(у х v')]) 

(см. [14). Пусть (v, С) € W(£); через [v, (\ обозначим оператор, действующий на функ­
ции / , определенные в Е3, по формуле 

[v,C]/W - Сехр[-ттг£(г х v)]/(r - v). (1.1) 
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Легко проверить, что отображение (v, С) »-> [v, С] есть унитарное представление группы 
W(£) в пространстве L2(R3), относительно которого оператор #о инвариантен. 

Пусть V - периодическое возмущение оператора Но с решеткой периодов Л, тогда 
Н = Но + V остается инвариантным относительно операторов [Л, С], где Л G Л. Обо­
значим через W(£, Л) подгруппу группы W(£), состоящую из всех элементов вида (А, ( ) , 
где А Е Л, а ( = ехр(7гг^тг^г;^), n^ Е Z. Если одно из чисел г?; иррационально, 
то унитарные представления группы W(£, Л) неоднозначно разлагаются на неприводи­
мые представления [22] (т.е. W(£, Л) - группа типа II), и гармонический анализ на этой 
группе не приносит существенной пользы в исследовании оператора Я . В связи с этим 
предположение рациональности магнитного поля относительно решетки Л - стандарт­
ное предположение теории периодических операторов Ландау [1,14,21], которое мы в 
дальнейшем и принимаем. Рациональное число г] впредь будем считать положитель­
ным и заданным несократимой дробью: rj = N/M (iV, M Е N). 

С базисом a i , а2, аз связан полный ортонормированный набор (обобщенных) собст­
венных функций фо(т] /, g, s) (функций Ландау), зависящий от трех параметров I, q, s 
(I Е N, g, s E E); вид этих функций таков [22]: 

фо(т] /, g, 5) = А{1, q, s) ехр [2тгг (a^sz + ^(т / /2 + /fy + 7s))] x 

x т£| [(2тт|4|)1/2(у + /3g + т«)] , 

где ui(ж) = exp(-rr2/2)Hi(x) - функция Эрмита; (3 — a^vjt]\ 7 = -aiza2y/a3Zrj\ 
A(l,q,s) = (2|^|)1/4exp [7rz(aig2-h 0-2^5)] (а1Жа3 22 г/!) - 1/2; <n = a2x Iaixf)', <J2 = 2 x 
(aixQ<2z - aizO<2x)/aixa3z'n- Обозначим а = 47г2/а2

2, тогда 

#oV>o(s i, g, 5) = (si + аз2)ф0{-\ I, <L $), 

где £j = 47г|£|(/ + 1/2) - уровни Ландау. 
Введем преобразование Фурье - Ландау Ть, являющееся гильбертовым изоморфиз­

мом пространства состояний L2(E3) на пространство /2(N) <g> L2(E2) по формуле 

(fbf)(l,q,s)= / / ( r )$ ) ( r ; l ,g , s )d r , 

тогда для действия оператора [v, (\ получаем [22] 

{FL[V, <]/)(/, 9, *) = Сexp[-2?rz(t;igf + v3s + 7iviv2/2)]FLf(l, q + TJV2,5). 
(L2) 

Будем обозначать через Т 3 трехмерный тор, разверткой которого является паралле­
лепипед [О,М - 1) х [0,1) х [0,1). Обозначим теперь через Н' прямой интеграл W = 
/ ^ Щр) Ф , где слой П'(р) имеет вид Н' (р) = С м <g> C N <g> I2(Z), а через Ч - прямой 

интеграл Н = fS W(p) dp со слоями W(p) = С м О C N 0 /2(N) ® /2(Z). Элементы 
пространства H нам будет удобно рассматривать как функции / ( р ; j , /с, /,п) пяти пе­
ременных р = (рьР2,Рз) G T*, j E { 0 , 1 , . . . , M - l},fc Е {0 ,1 , . . . ,ЛГ- 1 } , / Е N, 
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п G Z; элементы пространства W(p) будем трактовать аналогично. Преобразованием 
Зака называется гильбертов изоморфизм Zv пространства Ь2(Ж2) на пространство W, 
имеющий вид [23] ( / = f(x, у) Е L2( 

(Zr]f)(p'J,k,n) = N 1 / 2 ] Г exp[27rim(p2 + *)/iV]/(p + m + jn ,p3 + n). 
га= — оо 

Композиция отображений ^ и Z^ ® 1[2ш) есть гильбертов изоморфизм пространств 
L2(M3) и W, который будем называть преобразованием Ландау-Зака и обозначать Cv. 
Это преобразование диагонализует оператор Ландау Но и одновременно разлагает 
представление (Л, () н-> [Л, (] группы W(£, Л) на примарные. А именно, пусть Д(-; р) , 
где р Е T j , - неприводимое представление группы W(£, Л) в конечномерном простран­
стве С м , матрицы которого на образующих определены следующим образом [14]: 

Д ( ( а ь 1);р) = diag[exp(-27rz>i),exp(-27rz(pi + ту)),... ,ехр(-2тгг(р1 + (М - 1)7/)]; 

A((a2 ,l);p)=[exp(_2^2) Q 

Д((а3 ,1) ; р) = ехр(-2тгг>зКм; *((0, С); р) = (1м 

(здесь 1п - единичная матрица порядка п х п). 
В дальнейшем какой-либо оператор S в L2(R3) и его образ CSC~X в пространстве 

W будем обозначать, поскольку это не ведет к недоразумениям, одним и тем же симво­
лом S. 

ТЕОРЕМА 1. В представлении Ландау-Зака операторы Щ и [А,£] ([А, С] Е 
W(£,A)) действуют послойно. При этом справедливы утверждения: 1) слой 
iJo(p) оператора Но над точкой р есть компактный оператор, являющийся опе­
ратором умножения на последовательность [ei H- а(рз - fn) 2 ) , ; 2) каждое соб­
ственное число Е®п(р) = £/ + а(рз + ^ ) 2 оператора Но(р) имеет кратность, деля­
щуюся на MN (вырождение по индексам j и к). Точнее, кратность собственного 
числа Efn(p) равна vMN, где v - число пар (V,п'), таких что Ef,n,(p) = Е®п(р); 
3) операторы [А, £] в слое над р действуют только по переменной j умножением 
на матрицу А(р; [А,£]). 

Доказательство этой теоремы проводится прямыми вычислениями с использованием 
формулы (1.2). 

Из пункта 3 теоремы вытекает, что вырождение по индексу к случайное и снимается 
сколь угодно малым периодическим возмущением оператора #о , в то время как любое 
возмущение оператора Но, коммутирующее с группой магнитных трансляций, оставля­
ет слой над р вырожденным с кратностью, делящейся на М. 

2. Здесь мы определим оператор Н, формально имеющий вид 

Н = Н0+ £ > л < К г - А ) , (2.1) 
лел 

где 5(г) - rf-функция Дирака. Для математически корректного определения оператора 
Н заметим вначале, что в силу леммы 1 (см. ниже) D(HQ) - область определения Но -
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состоит из непрерывных функций. Пусть теперь Ds = {<р £ D(HQ) : ip(\) — О VA Е Л}, 
S - сужение оператора Но на Ds, и Н - некоторое самосопряженное расширение опе­
ратора 5, дизъюнктное с Яо (последнее означает, что D(H) П D(HQ) = D(S)). Тогда 
резольвента R(z) — (Я - z)~l оператора Н задается формулой Крейна [10] 

R(z) = До(г) - Tz[Q(z) + Т]-ХГ:-, (2.2) 

где RQ(Z) - резольвента оператора Яо, Q(z) и Г2 - так назьшаемые Q-функция и 
Г-поле, которые определяются следующим образом. Пусть Q - некоторое вспомога­
тельное гильбертово пространство, размерность которого совпадает с размерностью 
дефектного пространства Кег(5* - г). При z — г в качестве Г2 можно взять произ­
вольный линейно-топологический изоморфизм Q на Кег(£* — г), для остальных z Е 
р(Яо) {р{А) — С \ <т(А) - множество регулярных значений оператора А) полагаем 
Tz — (Яо — г)(Яо — z)~lTi. Q-функция есть голоморфное по z, z Е р(Яо), семейст­
во ограниченных линейных операторов в 5, которое с точностью до самосопряженного 
слагаемого однозначно определяется условием 

Q(C)-Q(*)* = ( С - * ) Г ; Г С . (2.3) 

Наконец, Т есть самосопряженный (не обязательно ограниченный) оператор в Q, па­
раметризующий самосопряженные расширения Я , его можно определить граничными 
значениями в точках из Л, задающими оператор Я [10]. 

Для того чтобы в нашем случае найти явный вид операторов Q(z) и Г2 , нам потре­
буется функция Грина оператора Яо (т.е. интегральное ядро Go(r,r ' ; С) резольвенты 
Яо (С)) • Поскольку переменная z в операторе Яо отделяется от переменных х, у, постоль­
ку выражение для Go легко получить следующими двумя способами: 1) из функции Гри­
на двумерного оператора Ландау и собственных функций оператора —d2/dz2; 2) из про­
екторов на собственные подпространства двумерного оператора Ландау и функции Гри­
на оператора —d2/dz2. Это приводит к следующим выражениям (в которых г j_ = xi-\- у'}, 
Гц = zk): 

G0(r, г'; С) - Ф(г, r ' )Fi(г - г'; С) - *(r, vf)F2{v - г'; С), (2.4) 

где 

ф(г, г') = (|4|/16тг)1/2 ехр [-гтг£(г х г') - тг|£|(г х - г'±)2/2] 

оо ехр -(47г|4|(/ + 1 /2) -С) 1 / 2 | ги 
F ^ О = Е n - M / w M ^ n i / 2 ^<(*К1*), 

(=0 
(/ + 1/2-С/47г|^|)1/2 

/•оо ехр 
F2(v;0=*-1/2 

Jo 

- ^ ( r i / C e ' - l J + r j j r 1 ) dt 

о (1-е-4)ехр[(1/2-С/47г|^)«]л/« 

ЛЕММА 1 . 1 . P r̂d Fi равномерно сходится в достаточно малой окрестности 
любой точки (г; Q, где г ф 0, (/47г|£| - 1/2 ^ N; т е м самым Go(r, r'; () непрерывна 
по аргументам г, r ; и голоморфна по С, при г ф г', С/4тг|£| — 1/2 ^ N. 2. Пусть 
Со € р(Но); тогда для любого е > 0 найдутся константы S, ci,C2 > 0 такие, что 
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|Go(r,r';C)"| ^ ciexp[~c2 | r - г ' |], как только |г - г ; | ^ е, |£ - Со| ^ 6. 3. Если 
<р Е L2(IR3), то интеграл / G o ( r , r'; ()<p(rf)drf есть непрерывная функция от г. 

В силу леммы 1 применимы результаты [24], согласно которым семейство функций 
g\(z) (А е Л), д\(г)(т) = Go(r, A; z) образует базис Рисса в дефектном пространстве 
Кег(5* — z). Поэтому мы можем считать, что Q — /2(Л), и отображение Гг определить 
формулой 

Г,(*) = £ &9*(*) (х = (&) е / 2 ( Л ) ) • (2 '5) 
дел 

Среди операторов Н, определяемых формулой (2.1), выделяются те, у которых матрица 
оператора Т в стандартном базисе пространства /2(Л) диагональна: это в точности опе­
раторы, которые представимыкак пределы в смысле сильной резольвентной сходимости 
локальных возмущений оператора Щ [11]. В дальнейшем мы ограничимся рассмотре­
нием именно таких операторов Н, считая тем самым, что формула (2.2) по определению 
задает оператор, формально имеющий вид (2.3). При этом требование периодичности 
оператора Н, точнее требование инвариантности Н относительно группы магнитных 
трансляций, приводит к совпадению всех элементов матрицы Г, стоящих на главной 
диагонали; этот общий элемент мы в дальнейшем обозначаем г. Наконец, стандартные 
вычисления с использованием формул (2.3) - (2.5) и резольвентного тождества Гиль­
берта приводят к следующему виду матрицы Q{\, A'; z) оператора Q(z) в стандартном 
базисе пространства /2(Л): 

mx I/ ^ / i ( l f l A ) 1 / 2 C ( l / 2 , l / 2 - z / 4 ^ | ) , если А = А'; 
Q(A,A ; z ) = < (2.6) 

I Сго(А, А , z), если А ф л 

(здесь ((и, z)~ обобщенная ^-функция Римана [25]); заметим, что диагональный элемент 
матрицы Q с помощью аналогичных вычислений был получен в [26]. Теперь формула 
(2.2) приводит к следующему виду функции Грина оператора Н: 

G(r,r';z) = G0(r,r';z)- ] T [Q(z) + r ] ^ G 0 ( r , A; *)G0(/x,r'; z). (2.7) 
А,/х£Л 

3. Спектральный анализ оператора Н будет основан на формуле (2.7), записанной 
в представлении Ландау - Зака. Чтобы найти вид функции Грина G в этом представ­
лении, нам потребуется изучить дискретный аналог введенного в п. 1 представления 
группы W{£, Л). Элементы пространства Q = /2(Л) будем рассматривать как функции 
ip = (p(ii) дискретного переменного fi € Л; каждому элементу (А, (*), (А, £) Е W(£, Л), 
сопоставим оператор [А, С], действующий по формуле 

[А, С М А О = Сехр [-7TZ77(//iA2 - / M i ) ] <р(м - А), (3.1) 

являющийся аналогом формулы (1.1). Заметим, что одинаковое обозначение [А, £] для 
различных операторов (1.1) и (3.1) не приведет в дальнейшем к недоразумениям, по­
скольку смысл этого обозначения всегла будет ясен из контекста. Магнито-блоховское 
разложение оператора Н основано, по сути дела, на разложении представления (3.1) на 
неприводимые представления, которое мы сейчас и опишем. 
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Пусть Q = /Jf G(p) dp, где каждый слой £(р) совпадает с пространством С м 0 С м 

v 
(таким образом, при М — 1 пространство £(р) одномерно). Зафиксируем р, р Е Т*, и 
определим представление Arj(p) группы W(£, Л) в пространстве С м 0 С м , задав его 
на образующих следующим образом: Ат?(р; (а^, 1)) = Д(р; (SLJ, 1)) 0 / с м при j = 1 и 
j = 3; А?7(р; (0; С)) = С̂ 5 действие же оператора Аг?(р; (а2, 1)) на элементах е^ 0 е& 
(j, fc = 0 , 1 , , . . . , М — 1) стандартного базиса пространства С м 0 С М зададим формулой 

А?7(р; (а2,1))(е^ 0 efc) = ехр[-27ггр2<**,м-ljejei ® е * е ь 

в которой символы ф и 0 означают сложение и вычитание по модулю М во множестве 
{ 0 , 1 , . . . , М — 1}. Нетрудно проверить корректность определения этого представления, 
пользуясь формулой коммутации 

(v,C)(v',C') = (О.ехр [2TN*(V х v')]) (v'.C'Xv.C), 

а также справедливость следующго утверждения: 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Представление Д^(р) кратно (с кратностью М) представ­
лению А(р). 

Определим теперь гильбертов изоморфизм Т^ пространства Q — /2(А) на простран­
ство G следующей формулой: 

(Frjip)(p;j,m)= ^Г </>(Aiai+ (A 2 M+ m)a2 +А 3 а 3 )х 

х ехр[-2тгг (Aipi + X2P2 + hPs + (?7/2)Ai(MA2 +m + 2j))]. 

Представим решетку Л в виде суммы двумерной Ai и одномерной Л2 решеток: Л = 
Ai + Л2, где Ai натянута на векторы ai и а2, а Л2 - на вектор аз; тогда /2(Л) разла­
гается в тензорное произведение /2(Л) = ^2(Ai) 0 /2(Л2). Этому разложению соответ­
ствует разложение представления (3.1) в произведение, второй сомножитель которого 
есть представление сдвигами. Теперь из теоремы 14 работы [17] получаем следующее 
утверждение: 

ТЕОРЕМА 2. Оператор Т^ сплетает представление (3.1) с прямым интегралом 
по тору Т^ представлений Дг?(-;р) и тем самым разлагает представление (3.1) 
на неприводимые. 

Пусть теперь V - ограниченный оператор в £, инвариантный относительно представ­
ления (3.1) группы магнитных трансляций; и пусть (V(A, А / ) ) Л Л ^ Л -его матрица. Лег­
ко проверить, что оператор V = ТгУТ~х имеет следующее ядро (являющееся, вообще 
говоря, операторнозначной обобщенной функцией от р е Т^ со значениями в простран­
стве матриц порядка М2 х М 2) : 

V(p]j,m]j\m')=6jjf х ] Г ^(Aiai -h(A 2 M-hm)a 2 H-A 3 a 3 ,m / a 2 )x 
А;ЕА 

x exp [-2TTZ(AIPI + A2p2 + A3p3 + fa/2)Ai(MA2 + m + 2j))]. (3.2) 
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Эта формула показывает, что при фиксированном р матрица V{p; j , m; j ' , та') имеет сле­
дующую блочную структуру: ее можно представить как диагональную по индексу j 
матрицу (5jj/ Vj (га, га')), элементы которой - матрицы (Vj(га, га/))т)ГП/, имеющие вид 
Vj(m,m') = V(p',j,m;j,m'). 

Обозначим через g\{z) образ функции g\{z) (см. п. 2) при преобразовании Ландау 
- Зака: g\{z) — £"q9\(z). Нас будут интересовать элементы д\ при Л •= гаа2 (га — 
0 , 1 , . . . , М — 1), которые будем обозначать просто gm . Прямым вычислением нетрудно 
показать, что 

9\{p',j,k,l,n;z) = (ei + a(p3 + п)2 - z)~1Srn(p;j,kJ,n), (3.3) 

где 

Smip-J.kJ.n) = 
-|-оо 

= N~1/2 Y^ ехр[2тггт(р2 +A:)/7V]^o(ma2;/,pi + m + jn,p3 + n). (3.4) 
m= — oo 

Наконец, через R{z) обозначим преобразование Ландау - Зака оператора R(z): R{z) = 
Cr]R(z)C~1 (см. (2.2)). Основной в этом пункте является следующая 

ТЕОРЕМА 3. Оператор R{z) в пространстве Н — L3 7~L{p)dp действует по-

слойно; его ядро G {т.е. функция Грина оператора Н в представлении Ландау -
Зака) в слое С м ® С^ <g) /2(N) 0 12{%) над точкой р имеет вид 

G{p;j,k,l,n;j',kf,l',n';z) = 
м - 1 _х 

= (£i+a(p3+n)2 -z)-1 -6J3l ] Г [QJ(P'IZ) + T] (rn,m')x 
rn,ra '=0 

6m(P'J,kJ,n) C/(p;j / ,fc / ,f / ,7l /) 
(si + a{p3 + n)2 - г) {ev + a{p3 + n ')2 - z)' 

Здесь матрица Qj(p;z) = Qj(p;ra,ra/;z) получается из матрицы Q(A,A/; z) {см. 
(2.6)) no формуле (3.2) с учетом следующего за ней замечания. 

СЛЕДСТВИЕ. Спектр оператора Н при фиксированном квазиимпульсе р имеет 
кратность vM, где натуральное число v {v ^ 1) зависит от р. 

4. В этом пункте мы проведем исследование спектра оператора Н с помощью фор­
мулы (3.5). Впредь для простоты ограничимся случаем целого потока: г] — N {М — 1). 
В "этом случае индексы j и т принимают только значение 0, поэтому они из обозначений 
исключаются. Формулы (3.2), (3.4) и (3.5) упрощаются и принимают вид 

G{p\k,Un\k',l',n';z) = {eL + a{p3 + п)2 - z)~l - \Q{P;Z) + T 

i(p\k,l,n) 6*{р\к',У ,п') 
{ei + а{р3 + п)2 - z) {ev + а{р3 + n ' ) 2 - z)' 

- l 
x 
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где 

Q(p; z) = j ( |£ | / i r ) 1 / 2C(l/2,1/2 - */4тгК|) + £ Go(A, 0; z) ехр[-2тгг(Лр + WAi A2/2)], 
AGA 
A^O 

+ oo 

J(p; k, /, n) = iV~1 / 2 ^2 exp [2ттгт(р2 + fc)/^] V>o(°; hvi + ™,Рз + n). 
m = —oo 

В соответствии с (3.3) обозначим g(p; к, /, гг; г) = (si + а(рз + п)2 — z)~1S(p; к, I, n). 
Отметим следующее утверждение. 

ЛЕММА 2. 1. Функция Q(p\z), а также при фиксированных k, I, n функции 
g(p;k,l,n;z) и J(p;fe,/,п) вещественно-аналитичны по аргументам р\, р2, рз и 
голоморфны по z в своих областях определения. 2. Справедлива формула 

N-1 
dQ(p; z)/dz = J > , + а(р3 + n)2 - z)~2 ] Г |*(p; *, /, n)\2 . 

Z,n fc=0 

3. Лрм любом р имеет место асимптотика 

Q(p; *) = \i\i\ A) 1 / 2 C( i /2 , i /2 - */4тг|£|) + о ( ф ) ) , 

где r(z) —)• 0 при Re 2: —> —оо равномерно относительно р, пробегающих компакты 
изШ3. 4. Пусть \J\ = {p Е T^: J(p; -,/,га) / 0 в пространстве CN при всех п € Z}. 
Тогда JJ\ - открытое подмножество Т^ полной лебеговой меры и UzSi Ui = Т^. 

Далее нам понадобятся такие обозначения. Через Н(р) обозначим слой над точкой 
р, р Е Т^, оператора Н. Через (£j(p))j^o будем обозначать упорядоченную по возрас­
танию последовательность всех чисел вида £/ + а(рз + п)2 с учетом их кратности в спек­
тре оператора Яо(р)> которую обозначим d®(p); положим также £_i(p) = — оо. Пусть 
£io(p) < £h(p) < ' < £im(p) < • • • - последовательность всех уровней Ландау, для ко­
торых S(p; •, / m , гг) ф 0 в пространстве при всех ?2 Е Z. Обозначим через (£^(p))j^o 
упорядоченную по возрастанию последовательность всех чисел вида eirn(p)+a(p3+n)2. 

ЛЕММА 3. 1. При каждом р функция Е н> Q(p;E) (Е Е Ш) возрастает от —оо 
до +00 на каждом из промежутков (£j_i(p),£j(p)). 2. Д/wr каждого собствен­
ного числа Е оператора Но(р), лежащего внутри какого-либо промежутка вида 
(£j_i(p) ,£j(p)) , существует предел Q(p;E) = Ит&^м+Q(p;E+ i6). 

Спектр оператора Н(р) описывает следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 4. Спектр оператора Н(р) дискретный и состоит из двух (возмож­
но пересекающихся) множеств. 

1. Простые собственные числа Ej(p), 

£ О ( Р ) < ££(р) < £ i (p) < £{(р) < • • • < Ej(p) < f <(р) < . . . , 

file:///i/i/
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каждое из которых есть единственный корень z = Ej(p) дисперсионного уравне­
ния 

Q(p;*) + r = 0, (4-1) 

лежащий в промежутке {£'•1{р),£'Лр)). Соответствующий собственный век­
тор имеет вид {ei + а(рз + п)2 ~ Ej(p))~~16(p;kJ,n). 

2. Собственные числа Е вида Sj(p) = si +а(рз + п)2, кратность которых dj(p) 
в спектре Н(р) определяется следующим образом: i) если лежащий в CN век­
тор £(р;-,Z,n) отличен от нуля, то dj(p) = rf-(p) — 1; ii) если £(p;-,Z,n) = О, 
но Q{p;E) + т ф О, то dj(p) = rf-(p); iii) если <5(р;-,/,п) = 0 и Q(p,E) + r = О, 
mo dj(p) = rf?(p) + 1- Соответствующее собственное подпространство опи­
сывается так: i) ортогональное дополнение вектора £(p;-,Z,n) в пространстве 
CN <g> ej 0 е„ (е[, е^ - стандартные орты в /2(N) и в 12{Ъ), соответственно); 
ii) пространство CN <S> ê  <g) е^; iii) линейная оболочка CN ® ej 0 е^ и вектора 
^ell+a(p3+n')2-E)-1~6(p;k'J',n'))kiiini. 

В силу леммы 2 на множестве X = HzSi ^ полной лебеговой меры функции Е = 
Ej.(p) определены при всех р, при этом их можно перенумеровать так, что будут вы­
полняться неравенства £j_i(p) < Ej(p) < £j(p) (среди индексов j функций Ej(p) 
встречаются, вообще говоря, не все натуральные числа). Можно доказать (методом, 
аналогичным примененному в [17]), что каждая функция Ej (p) допускает непрерывное 
продолжение на весь тор Т^, которое будет вещественно-аналитической функцией в не­
котором открытом всюду плотном подмножестве Т^. Для продолженных функций Ej(p) 
справедливы следующие утверждения. 

ЛЕММА 4. Пусть j1 - наименьший из индексов k, k > j , для которого определена 
функция Ek(p)- Тогда 1) Ej(p) < £j(p) < Eji{p), если и только если £j(p) есть 
полюс функции z н-> Q(p;z); 2) если £j{p) не является полюсом функции Q(p;z), 
то 

Ej(p) = £j(p) < Ejt(p) при Q(p;£j(p)) + г < О, 

Ej(p) < £j(p) = Ef(p) при Q(p;fi(p)) + r > 0, 

Ej(p) = £j(p) = Ef (p) при Q(p; £j(p)) + r = 0; 

3) если £j-i(p) < Ej(p) < £j(p), mo z = Ej(p) - единственный корень уравнения 
(4.1), лежащий в промежутке (£j_i(p),£j(p)) . 

Лемма 4 позволяет расширить последовательность Ej (р) до последовательности, оп­
ределенной для всех индексов j из N, так, что будет справедлива лемма 5. 

Л Е М М А 5. 1. Каждая функция Ej(p) непостоянна, непрерывна на торе Т^ и 
вещественно-аполитична в некотором открытом всюду плотном подмножес­
тве Т*. 2. 5 j_ i (p) ^ Ej(p) ^ £j(p) при всех j . 

Из лемм 4 и 5 уже нетрудно вывести следующую теорему. 
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ТЕОРЕМА 5. 1. Спектр (г(Н) оператора Н абсолютно непрерывный и имеет 
зонную структуру; зона Ij, Ij С о~{Н), есть множество значений непрерывной 
функции Ej(p) на торе Т^. 2. Полупрямая [27г|£|, +оо) целиком содержится в 
о~(Н). 3. Спектр о~(Н) имеет не более одной лакуны. 

Сделаем несколько замечаний по поводу доказательства этой теоремы. Очевидно, 
пункт 3 есть следствие пункта 2. При N > 1 пункт 2 данной теоремы вытекает из тео­
ремы 1 и пункта 2 леммы 5. При N = 1 нужно воспользоваться леммой 4 и следующим 
утверждением, непосредственно вытекающим из предложения 6 в работе [17]: для лю­
бого Z, I Е N, найдется такое р, р € Т^, что £(р; 0, /, п) = 0 при всех п £ Z. 

Небезынтересно отметить, что природа "схлопывания лакун" в условиях теоремы 5 
различна при N = 1 и N > 1; это различие тесно связано с явлением, аналогичным 
особенностям Ван Хова в зонах Бриллюэна [27]. Следуя [28], точку ро, Ро € Т^, на­
зовем особенностью Ван Хова 2-го рода для оператора Я , если в ней пересекаются две 
различные ветви Ej1 (p) и Ej2(p) законов дисперсии этого оператора. Из леммы 5 вы­
текает, что особенности Ван Хова 2-го рода возникают по крайней мере в тех точках ро, 
в"которых пересекаются три ветви законов дисперсии £j(p) невозмущенного операто­
ра #о . Именно за счет точек такого типа возникает конечнозонность оператора Я при 
JV > 1, а также в случае отсутствия магнитного поля (см. обсуждение этого вопроса в 
[11]). Для случая N = 1 нетрудно доказать следующее утверждение. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Для того чтобы в магнитной зоне Бриллюэна Т^ сущес­
твовала точка ро, в которой пересекаются по крайней мере три ветви законов 
дисперсии £j(p), необходимо и достаточно, чтобы отношение aizlCI/71" было ра­
циональным. Если это условие выполнено, то множество всех таких точек ро 
всюду плотно в Т^. 

В заключение остановимся на следующем вопросе, связанном с так называемым при­
ближением сильной связи. Упомянутое приближение основано на интуитивном пред­
ставлении об энергетических зонах кристаллов как расплывшихся уровнях одиночных 
атомов, сидящих в узлах кристаллической решетки. Это представление нашло строгое 
математическое обоснование в ряде недавних работ (см., например, [29,30]). В связи с 
этим рассмотрим уровень £о возмущения гамильтониана Но одиночным точечным по­
тенциалом (уровень атома нулевого радиуса в магнитном поле); Со есть единственное 
решение уравнения dCl/fl")1^2 С(1/2,1/2 - Z/4TT\£\) + 4т = 0, лежащее ниже точки 27г|£| 
[26]. Справедливо следующее 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3. Нижняя зона спектра IQ содержит уровень Со-

Работа В. А. Гейлера частично поддержана Российским фондом фундаментальных 
исследований, грант № 93-011-266. 
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V.A. Geiler, V.V. Demidov 
T H E S P E C T R U M OF T H E PERIODIC P O I N T P E R T U R B A T I O N 

OF T H E THREE-DIMENSIONAL L A N D A U O P E R A T O R 

The three-dimensional Schrodinger operator with magnetic field perturbated by the periodic sum 
of zero-range potentials is investigated. The explicit form of the decomposition of the resolvent of the 
operator over the spectrum of the irreducible representations of the group of magnetic translations was 
found in the case of a rational flux. The explicit form of the dispersion laws was found, the description 
of the spectrum was given and the qualitative investigation of the spectrum was carried out in the case 
of an integer flux (in particular, it was found that there are no more than one gap). 


