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ОБ УСЛОВИЯХ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 
ДВОЙНЫХ РЯДОВ ИЗ СИНУСОВ 

В настоящей заметке рассматривается вопрос о равномерной 
сходимости двойных рядов 

сю оо 

S 2 ат> п sin mx sin ny, р, q = 1, 2,.. . , (1) 
т=р n=q 

с коэффициентами атп, удовлетворяющими условиям 
ат, п ^ ат+\, п^®> ami n > °т, га+1 ̂  ®> (2) 

^ат)П~ат, n~ am+hn Um, га+1 + ат+1, л+1 ^ 0- (3) 
Доказываются следующие теоремы. 

Т е о р е м а 1. Для равномерной сходимости рядов (1) в квад-
оатах 

2гс& + 8 < je < 2ic (£ + 1 ) - о; 2u/+ ё < у < 2« ( /+ 1) — 8 (4) 
(8 фиксировано, О < 8 < тс, &, / = 0, ± 1, ±2,.. .) необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялось условие 

lim ат. „ = 0. (5) 
яг + га -*• оо 

(При выполнении условия (5) ряды (1) сходятся на всей плоскости.) 
Т е о р е м а 2. Для равномерной сходимости рядов (1) в полосах 

— оо < х < + со, 2те/ + 8 < _у < 2и (/ + 1) — § ' (6) 
(8 фиксировано, 0<8<тс , / = 0, + 1, ±2,.. .) необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялось условие 

lim /па = 0 . (7) 
гаг + га -> оо 

Т е о р е м а 3. Для равномерной сходимости рядов (1) в полосах 
2ii:k + b<x<2ic(k + l) — i;- — oo<y<+oo (8) 

(8 фиксировано, 0 < 8 < и, k = 0, ± 1 , ±2,. . .) необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялось условие 

lim «am„ = 0. (9) 
т + п -* оо 

Т е о р е м а 4. Для равномерной сходимости, рядов (1) иа всей 
плоскости необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

lim mnamn = 0. (10) 
гаг + и -» оо 

Отмечается также, что условия ограниченности двойных после­
довательностей {тат п\, \пат„\, \тпат,п\ необходимы и достаточны 
для равномерной ограниченности частных сумм рядов (1) соответ­
ственно в полосах (6), (8), на всей плоскости. 



Об условиях равномерной сходимости двойных рядов из синусов 45 

§ 1. Вспомогательные леммы 

Л е м м а 1. Пусть последовательность \ат п\ удовлетворяет 
условию (2). Тогда имеем: 

а) условие (5) равносильно условию: 
lim ат.! = О, 

->• о о 

lim aj „ = 0; 
т -> оо (П) 

б) условие (7) равносильно условию: 
lim «] „ = 0,' | 

lim mam> i = 0; 
m ~> со ' J 

в) условие (9) равносильно условию: 
lim am>1 = 0, 1 

, /»->- (13) 
lim naUn = 0; 

П ~> со J 

г) условие (10) равносильно совокупности, условий (12), (13) и 
lim mnamn = 0. (14) 

m - • с о , 
/г -> со 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (5), очевидно, следует (11). Обратно, 
из (11), в силу неравенств ат,п<ат1, ат..п<,ах.п следует (5). Из (7), 
очевидно, вытекает (12). Покажем справедливость обратного. Пусть 
(12) выполняется. Зададим е .>0 и выберем М так, чтобы при т>М 
было тат j < е. Тогда в силу (2) при т > М будет 

m a
m , n < £ (л = 1,2,...). (15) 

Далее, из (12) следует (11), а значит и (5), поэтому можно выбрать 
<з так, чтобы при т + п > а было 

ат „ < - . ! 16) 

Тогда при любых /и, /г, для которых m + /г > о, будем иметь 
тат_ „ < е. (17) 

Действительно, при m > Ж неравенство (17) следует из (15), а при 
л г < М —из (16). Таким образом, условие (7) выполняется. 

Равносильность условий (9) и (13) доказывается аналогично. 
Докажем равносильность условия (10) совокупности условий (12), 
(13), (14). Из (10), очевидно, вытекают (12), (13) и (14). Покажем 
справедливость обратного. Пусть (12), (13) и (14) выполняются. За­
дадим е > 0. В силу (14) можно выбрать М, N так, чтобы при 
т> М, п> N было 

е 
™>пат,п<-. (18) 

Далее, поскольку (12) равносильно (7), а (13) равносильно (9), можно 
выбрать о так, чтобы при т + п > о было 

™ г а , » < ^ , (19). 

Шт,п<^. (20) 
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Тогда при любых т, п, для которых т + я > а, будем иметь 
тпатп<в. (21) 

Действительно, при т>М, n>N неравенство (21) следует из (18), 
при n<N— из (19) и при т<М—из (20). Таким образом, усло­
вие (10) выполняется. Лемма 1 доказана. 

В дальнейшем будет использовано преобразование Абеля 
р-' it'—1 

2 атЬт = 2 3» К - « „ + , ) - ^_! а̂  + Я ,̂ ̂ , (22) 
где В0 = 0, Вт = Ь1 + Ь2 + ... + Ьт (т>1), 1 < |х < [/, а также пре­
образование двойных сумм, являющееся двумерным аналогом пре­
образования Абеля 

| i ' v ' JJL '—1 v ' — 1 V '— I 

2 S««,«*»,* = S 2 я»,n^m,n- 25„_ i ,„ («„ ,„ -e M + , ) -
1 < . ' - 1 v ' — 1 

- . 2 £„, v_, (<*„, , - am+li v) + S ^, t я (а,,,; я - a^ B+1) + 
l i ' - l 

+ 2 B
m, v- (G

m , v' — am+l, v) + ^ - l , v-1 °V, ' ~ ^ ' , v-1 %', v ~ 

- V L ^ M ' + ^ / V , ' " (23) 
где 

m n 
Bm,0 = B0tn = o, д т > я = 2 2 * и (да>1, » > i ) , 

1 < [A < {!,', 1 < V < v'. 

Положим 5 ((x, fi/, v, v'; x, _y)= £ J] am „sin/rex sin/у (при JA > {*' 

или v > •/ считаем 5 = 0). 
Справедливы следующие неравенства: 

и-' v' 
15 ([х, |»', v, v'; x, j/) | < Jry 2 Ц m/*ami n, (24) 

где am< „ > 0, x > 0, j / > 0; 

|5(|i, ц', v, / ; * , y)\<^f^mam^, (25) 

где л^ „ > Дт. „+i > О,'^ > 0, 0 < j / < « ; 

|5(MI'1V1V';^JI) |<^J]MM 1 (26) 

где am. „ > am+h n > 0, 0 < x < я, j / > 0; 
|S(p, I*', v, V';JC, ^ ) | < — « (27) 

где flm;n удовлетворяют условиям (2) и (3), 0 < х < т е , 0 < у < тс. 
Неравенство (24) сразу вытекает из того, что при а > 0 имеем 

|sina|<oc. (28) 
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Для вывода неравенства (25) запишем оцениваемую сумму в виде 
Ц . ' V ' 

5 (р., н-', v, v'; х, у) = £ sin mx 2 am. „ sin пу = 

ц.' v '—1 

= 2 sin лгх { 2 £>„ (.у) (affli „ — am, „+i) - Д_х (j>) am_ v + D*(y) am,,,} , 
m=|i n=v 

где над внутренней суммой произведено преобразование (22) и поло-
k 

жено Д,(0 = 2 sinm/. Известно, что при 0 < t < ти 

|£>*(01<7- <29> 

Используя (28) и (29), получим 
ц' V—1 

|5(р, |*', v, v'; *, у ) | < \ ]wx{J j^ (a O T j n ~a m j „ + 1 ) + у a m , + ^ a m v,}= 

Аналогично получается неравенство (26). 
Для вывода неравенства (27) произведем над оцениваемой сум-

т п 

мой преобразование (23). Замечая, что 2 2 sin/xsinj(y=Dm (x)Z)„(.y), 

будем иметь: 
S (у, V', v, v'; х, J/) = " 2 £ ^ m (•*) A, (jO A«m.« -

- 2 * V i (х) Dn (у) (аь „ - а,, „ м) - " S £>m (х) Д_х (j/) (am< v - am+li v) + 

+ S *V W D " < J') K ' . « - V . »+l) + "£ D - W DV (-V) (flm. V - flm + l. v) + 
m=|i 

+ Д _ ! (x) Dv_x (/> fl(ii, - Д , (x) Dv_x (j/) %l> v -
- Д_ х (x) D4, (y) a^ „ + Д , (x) Д , (y) a^,. 

2 

Используя (29), получим 15 (jx, j * ' , v, •/; x, y) | < — {(fl̂  v — a ,_ v — 
— a , + a , ,) + (a —a ,) + (a — a , \ -\- (a , — a , ,) + (a , — 

4lt2 

~ V y) + ^a. v + <V, v + <V,' + <V, , ' } = — - a„ v; неравенство (27) уста-
новлено. 

Положим s/.= sup am.„, a ,= sup татп, фг= sup яаш>„, 
т + п > т- ' яг + я > г ' т + п>г 

T r = sup тпатшП. 
т + п^г 
Тогда ег < аг < ^ , е̂  < pr < f, и при г < г ' имеем er > s^,, ar > a/; ; 
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Лемма 2. Если ат>п удовлетворяют условиям (2) и (3), то 
в квадратах (4) выполняется неравенство 

|5(ц, ;х', v, V; Х,у)\<С1(Ь)в^, (30) 
где постоянная Сх (8) зависит только от 8. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу нечетности и периодичности сину­
сов оценку (30) достаточно установить в квадрате 8 < х < тс, 8 <_у < тс. 
Используя неравенство (27), получим 

I о / / / \ I ^ 4те2 . 4тс2 

I 5(|*. J» , v, v ; х, j / ) | < — а^ v < — e ( i + v , 
4я2 

то есть (30) выполняется, если положить Ct (8) = —— . 
о2 

Лемма 3. /Гош ат> „ удовлетворяют условиям (2) и (3), то 
в полосах (6) имеем 

\S(v, |*', v, v'; х, V ) | < C 2 ( 8 ) V v , (31) 
л б полосах (8) 

№ , jx', v, v'; х, У > | < С 2 ( 8 ) ^ + ч , (32) 

где постоянная С2{Ь) зависит только от 8. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 2, а также нечетности и 

периодичности синусов оценку (31) достаточно установить в прямо­
угольнике 0 < л < — , 8<у<тс . При х = 0 все члены суммы S равны 
нулю, и (31) выполняется при любом С2. Поэтому далее считаем, что 

+ 1, тогда k > 2, — < х < •к, Г I 
0 < х< —. Положим k = k(x) = \ — 

4 U J ' * k—l 
Зафиксируем х и рассмотрим сначала два случая: 1) k < jx, 2) & > ц/. 
В первом случае оценка (27) дает 

I О / / /• м ^ 4Т12 . 4ТС2 , . 4п 2 . 4 я 2 

5 (Iх, р , v, v ; х, у) < а < • — k a < шг < а , . 
Во втором случае оценка (25) дает 

мл i о / г г \ I ,, 2тсх чп ^ 2я (и.' — ;х -f 1) . 2тс I ̂  ([х, р/, v, v ; х, у) | < — 2 J mam , , < ; ^ _ _ !
1 } \+ч < - «,+v • 

В обоих случаях получаем 
. |5([х, ц', v, / ; х,у)\<С\+ч, (33) 

где С = . Если же jx < k < fx', то запишем 5 в виде 
в 

5 (v, {*', v, v'; X, J/) = 5 ([х, k — 1, v, v7; X, J/) + 5 (A, / , v, v'; X, y) = 
= s{ + s2. 

Здесь для Si и S2 можно применить оценку (33): 
I Si | < C\+1, j S21 < C \ + v < C\+,. 

Отсюда 
|5((x, [x', v, / ; x, ^ ) | < 2 C \ + V . (34) 

Из (33), (34) и (30) вытекает (31), если положить С2 (8) = 
= max p C , Ci(b), Cxf—jl. Оценка (32) устанавливается аналогич­
ным способом. 
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Лемма 4. Если атп удовлетворяют условиям (2) и (3), то на 
всей плоскости справедливо неравенство 

|5(ц, К, v, / ; х,у)\<Сз1^, (35) 
где С3 — абсолютная постоянная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 4. В силу леммы 3, а также не­
четности и периодичности синусов оценку (35) достаточно устано­
вить в квадрате 0 < л : < —, 0<у< — > При х = 0 или _у = 0 все 
члены суммы 5 равны нулю и (35) выполняется при любом С3. По­
этому далее считаем, что 0 < х < — , 0 < _у < —. Положим k =k (х)= 

— + 1, тогда k>2, - < х < — L - , / > 2 , 
_у\ k k—l 

— <у < . Зафиксируем х и у и рассмотрим сначала четыре 
случая: 

1) k<y-, /<v ; 2) & 0 , />v ' ; 3) A>|i ' , Кг, 4) A> j * ' , / > Y. 
В первом случае оценка (27) дает 

j j+1 , /=/(^) 

| S (у., и-', v, v'; х, у)\< ~- a v < 4*8А/л v < 4яVa , v < 4 ^ +,. 

Во втором случае оценка (26) дает 
v' v> 

n=v 

< - ^ - У!1*яа п < — К - v + 1) Т о. < 2*т А • 
n=v 

В третьем случае оценка (25) дает 

IS ([х, ,»', v, v'; х, _у) | < -f* J mami v < _^L £ | mam > < 

ft — 1 Z j ' k 1 !JL+V | i+v 

В четвертом случае оценка (24) дает 

2яХ V I . 2зт;/ 

^ ,/, 14 / , ,v V + v ^ V + v 

|5(|», f*', v, v'; JC, ^ ) | < j q y 2 Yimnam,n< 

. f c ' - f * + 1 ) ( » ' - v + l ) 
( f t - l ) ( / - l ) 

Таким образом, во всех четырех случаях 
\S{^v.',v,Y- х,у)\<С"1^,' (36) 

где С" = 4тс2. 
Если же у- < k. < [i/ или v < / < / , то 5 можно представить в виде 

суммы двух или четырех слагаемых того же типа, что й S, индексы 
которых удовлетворяют условиям одного из рассмотренных четырех 
Случаев, и для каждого слагаемого применить оценку (36) Именно, 
если > < k < р.', а К у или / > v', то требуемое представление 
будет 5(|i, jt', v, / ; л, _у) = 5(|», А - 1, v, v'; х, у) + 5(А, ц', v, v'; х, у). 
Б-260. Математика — 4 
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Аналогично, если v < / < v ' , a k Ky или k > [А', то 5 ( ,̂ у'', v, v'; х, у)= = S(р., у.', v, /— 1; Л:, у) + S(y, у/, ^ "*'; •*> .У)- Если же у < А < JJ-' И 
r < / < v ' , то 5([А, JJ/, ч, Y; X, y) = S(v, k—\, v, / — 1 ; х, у) + 
+ S([x, А-1 , /, v'; х, у) + S(k, у', v, / - 1; х, у) + S{k, у-', /, v'; JC, j;). 
Применяя к каждому из слагаемых правых частей этих равенств оценку 
типа (36) и замечая, что в каждом слагаемом сумма наименьших 
индексов т, п не меньше, чем у- + v, получим, что абсолютная вели­
чина каждого слагаемого заведомо не превосходит C"f +ч. Поэтому 

|5(|», J»', v , / ; х, у)\<4С\+^ (37) 

Из (36), (37), (31), (32) следует (35), если положить 
С3 = тах{4С", С 2 ( ^ } . 

§ 2. Доказательства теорем 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Из равномерной сходимости 
рядов (1) в квадратах (4) следует, в частности, равномерная сходи­
мость рядов (1) при/> = 1, <?=1 и при р — 1, <? = 2. Поэтому раз^ 
ность этих двух рядов, то есть ряд 

со 

V ат< j sinmxsin_y (38) 

равномерно сходится в квадратах (4). Полагая у —у0, 8 <_Уо < тс 

(тогда sin_y0 > 0), получим, что ряд 
оо 

]£ апк , sin mx (39) 

равномерно сходится на отрезках 2тс£ + 8 < л : < 2n(k + 1) — 8 (8 фик­
сировано, 0 < о < тг, k = 0, ± 1, ±2,...). Поэтому в силу известной 
одномерной теоремы [1] получим lim am>1 —0. Аналогично показы-

т -*• со 

вается, что lim aln = 0. В силу леммы 1 имеем lim amn = 0. Не-
п ->• оо т -Ь п ->• со 

обходимость условия (5) доказана. 
Для доказательства достаточности условия представим разность 

двух частных сумм какого-нибудь из рядов (1) в виде 

S(p, М', q, N'; х, y)-S(p, M, q, N; х, у) = 
= 5 ( М + 1 , ЛГ, q,N;x,y)+S(p, ЛГ, N+l, N'; x,y) = S' + S" 

(М<М', N<N'). (40) 

В силу леммы 2 в квадратах (4) имеем 
, | S' | < С, (8) гм+1+д < Сг (8) еж ; | S" | < С,'(«) ep+N+1 < С, (8) 6дг. 

Поэтому |5(/>,ЛГ, </, N';x,y)-S{p, М, q, N; х, у) | < С, (8) (ем + е^). 
Из условия (5) следует, что правая часть этого неравенства стре­
мится к нулю при М, N—^co. Отсюда вытекает равномерная сходи­
мость рядов (1) в квадратах (4). 

Поскольку 8 можно взять как угодно близким к нулю, а на 
прямых x~2^k яу — 2к1 все члены рядов (1) равны нулю, то эти 
ряды сходятся на всей плоскости. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Из равномерной сходимости 
рядов (1) в полосах (6) вытекает равномерная сходимость в тех же 
полосах ряда (38), а значит и равномерная сходимость на всей оси 
ох ряда (39). В силу известной одномерной теоремы [1] имеем 

lim maml — Q. На основании теоремы 1 получим lim атп = 0, 
т -» °о ' т + я -> °о 
в частности, lim Щ>п = 0. В силу леммы 1 будет выполняться усло-
вие (7), и необходимость этого условия доказана. 

Обратно, пусть условие (7) выполнено. Используя обозначения 
тождества (40), в силу леммы 3 в полосах (6) имеем 

\lS' I <1С2 (8) аМ+1 + д < С 2 (6) аМ ^ I S" I < С 2 (8) «„ + /V+1 < С 2 (8) «jy • 
f 

Поэтому получаем \S(p, M', q, N'; x, y) — S(p, M, q, N; х, у)\< 
< С2(§) (<хм + aN). Из условия (7) следует, что правая часть этого 
неравенства стремится к нулю при М, Л' —>оо. Отсюда вытекает 
равномерная сходимость рядов (1) в полосах (6). Теорема 3 дока­
зывается аналогично. 

Аналогичные рассуждения показывают, что ограниченность по­
следовательности \татп\ (\патп\) необходима и достаточна для 
равномерной ограниченности частных сумм рядов (1) в полосе (6) 
(полосе (8)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Пусть ряды (1) равномерно 
сходятся на всей плоскости. Оценивая снизу каждый член двойной 
суммы 

ЛГ 5 ([т] + U.M, + 1 , N; х, у\, (41) 

ПРИ Хм-=77ГЛ, Ум' 2М 
М 

2N получим 

+ 1, М, N Mh . 2 и 

+ l,N;xM,yN)>— aMN sin^ - (42) 

Представим сумму (41) в виде 

М + 1, М, 

- 5 ( l , М, 1, 

+ 5 ( 1 , 

+ 1, N;x,y)~S(l, М, 1, N;x,y) 
м~ 

м 
' - 5 ( 1 

N 
, 1, 

2 

; х,у). 

, 1, N; х, у) + 

(43) 

Каждое из слагаемых правой части равенства (43) является частной 
суммой ряда (1) при p = q=\, поэтому при М, Л—>оо выраже­
ние (41) равномерно стремится к нулю на всей плоскости. Тогда из 
неравенства (42) следует, что lim MNaM N = 0. В силу теорем 2 ,3 

М, N — оо 
выполняются условия (7), (9). На основании леммы 1 заключаем, 
что имеет место условие (10). Необходимость условия (10) доказана. 

Обратно, пусть условие (10) выполняется. Используя обозначе­
ния тождества (40), в силу леммы 4 имеем на всей плоскости 

! s ' | < с з Т ж + 1 + ? < с з Т л , IS" | < C3TP+JV+1 < с з Т „ . 
Поэтому \S(p, M', q, N'\ x, v)-S(p, M, q, N; х, У)\<С3(чм +iN). 
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Йз условия (10) следует, что правая часть этого неравенства стре­
мится к нулю при М, N—+ca. Отсюда вытекает равномерная сходи­
мость рядов (1) на всей плоскости. 

Аналогичными рассуждениями убеждаемся в том, что ограни­
ченность последовательности \тпат п\ необходима и достаточна 
для равномерной ограниченности частных сумм рядов (1) на всей 
плоскости. 
г. Волгоград Поступило 
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В статье рассматривается класс функций, представимых интегралом Стильтьеса 
Ь оо 

/ ( 2 ) = J т (z, 0 « И 0 , m (z, t) = Yt Mn (t)-zn, Mn (t) = Ana + Anlt -f- An2P +...+A„ntn. 
a ra=0 

Фиксируются п коэффициентов тэйлорова разложения f(z) = z + c3z2 + ...+ cnz"+ •.. 
и отыскиваются границы изменения с на подклассе функций с фиксирован­
ными первыми п коэффициентами. В качестве примера решается одна задача услов­
ного экстремума для типично-вещественных функций. (Работа поступила в журнал 
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В настоящей статье, на основе результатов, полученных A. G. Кованько, и ра­
нее опубликованных результатов автора, устанавливаются необходимые и достаточ­
ные условия существования конечной площади линейчатой поверхности вида 

х = vfi (и) + ср, (и), v = vf2(u) + 4>2(u), г = vfi (и) + ср., (а). (1) 
Налагаются ограничения на изменение образующей этой поверхности. В качестве 
направляющей допускается гладкая или кусочно гладкая кривая. После выбора 
условий доказывается теорема. 1ля того чтобы линейчатая поверхность (1) имела 
конечную площадь в смысле Лебега, необходимо и достаточно, чтобы функции <Pi(a), 

, ч , , Л («) Л («0 Л («) 
92 ( " ) • <Рз(а)> •• , '". '« г , ч и имели ограниченную вариацию по аргументу 

/з (и) / , (и) / i (и) 
яё [а , р]. В заключение сообщается иной подход к решению вопроса, основанный на 
сечении поверхности (1) плоскостью. (Работа поступила в журнал „Математика" 
3. VI. 1У65.) 




