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НОВЫЕ «БОЛЬШИЕ» ГРУППЫ ТИПА I 
Г. И. Ольшанский 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

1.1. В последние годы в теории представлений началось 
исследование различных «больших»* групп: групп функций со 
значениями в некоторой группе Ли, групп диффеоморфизмов, 
групп операторов и др. B работах автора [11, 12, 13] был 
изучены «большие» группы SO0(p, oo), U(p, oo), Sp(p, {infty}) 
являющиеся группами движений бесконечномерных симме-
рических пространств конечного, ранга р = 1, 2, . . . . Оказалос: 
что перечисленные группы принадлежат типу 1 в смысле фо1 
Неймана и допускают описание всех неприводимых унитарных 
представлений. Настоящая работа посвящена построению не-
архимедова аналога этой теории при р~\. Попутно дается но­
вое изложение ряда результатов, принадлежащих Либерману 
[20] и Р. С. Исмагилову [3—6, 8]. 

Как известно, в теории р-адических групп функции сим­
метрических пространств выполняют некоторые полисимпли-
циальные комплексы-—ансамбли Брюа — Титса (ем. |15]). Для 
почти всех групп ранга 1 соответствующие ансамбли пред­
ставляют собой однородные деревья Уп (в каждой вершине 
бесконечного дерева Уп сходится п ребер; n = 3 , 4, 5, . . . ) . 
Поэтому естественным кандидатом на роль неархимедова анало­
га бесконечномерного симметрического пространства ранга 1 
является однородное дерево С1а (а есть бесконечный кардинал, 
измеряющий мощность множества ребер, сходящихся в произ­
вольной вершине дерева £/а). Мы находим все неприводимые 
унитарные представления групп Aut С/й (а также некоторых 
других групп) и показываем, что эти группы принадлежат типу I. 
Изложенные результаты и конструкции выявляют глубокое 
внутреннее сходство между A\itCfu и SO0 (1, oo)-—. группой 
движений бесконечномерного пространства Лобачевского. Этот 

* Термин заимствован у А. М. Вершика f l ] . 
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•факт, по мнению автора, следует рассматривать как ОСНОВНОЙ 
результат статьи. 

Идея изучения групп Aut Уа возникла у автора под влия­
нием цикла работ Р. С. Исмагилова [3—6, 8]. В этих работах 
были найдены сферические ( = класса 1) унитарные представ­
ления группы SL(2,P), где Р — неархимедово поле с беско­
нечным полем классов вычетов К. Ансамбль Брюа —Титса 
группы SL(2, P) изоморфен Ja , где a— Card ./Г, и SL(2, P)/{± 1} 
вкладывается в группу Aut#a. В этой ситуации естественно 
было перейти от SL(2,P) к Aut#a, следуя философии работ 
Картье [16, 17] и автора [Ю]. 

Оказалось, что сферические представления групп Aut£fa 
и SL(2, P) устроены по существу одинаково (аналогичное 
обстоятельство имеет место и в «конечномерном» случае, 
см. [16, 17]). Как и в «конечномерном» случае, язык деревьев 
заметно упрощает теорию, а также позволяет охватить, наряду 
с SL (2), другие простые группы ранга 1. Но более существен­
ной особенностью нашего подхода является возможность по­
строения (для группы Aut Cfq) полной теории унитарных пред­
ставлений (не только сферических). Для SL(2, P) этого сделать, 
по-видимому, нельзя. Дело в том, что если в SL(2,P) есть 
только одна естественная топология (индуцированная топо­
логией поля P), то в AutJ-j их две: «сильная» и «слабая», 
причем ограничения обеих топологий на SL(2, P)l{ + 1} совпа­
дают. В «сильной» топологии группа AutJa , как и SL(2,P), 
не является группой типа I*, но «слабая» топология отсекает 
патологические представления. 

1.2. Опишем содержание работы. В § 2 изложена замеча­
тельная теорема Либермана [20] о классификации унитарных 
представлений бесконечной симметрической группы, наделен­
ной подходящей «слабой» топологией. Мне хотелось проде­
монстрировать на этом простейшем примере «большой» груп­
пы типа I некоторые характерные особенности «больших» 
групп. Поэтому я привожу два новых доказательства основной 
леммы Ли-бермана, а также дополнение к его теореме, касаю­
щееся «аппроксимации» представлений. Результаты и доказа­
тельства § 2 существенно используются в дальнейшем. 

В § 3 дается сводка основных понятий, относящихся к де­
ревьям Брюа-Титса. В заключение приведена одна конструк­
ция, позволяющая строить бесконечные простые группы, исхо­
дя из произвольных 2-транзитивных конечных групп. Эта 
конструкция является естественным дополнением к работам 
Титса [23] и автора [9, 10]. 

* Данная в [5] конструкция факторпредставления типа И,» для группы 
SL(2, P) без изменений переносится на Aut.7 с «сильной топологией». 
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§ 4 содержит сводку результатов из [10, 16, 17, 21, 22] по 
описанию представлений группы Aut Sfn. 

В § 5 построены все неприводимые унитарные представле­
ния-группы AutJj.., а также ее подгруппы К.— стабилизатора 
произвольной вершины. Отметим, что результат классификации 
не зависит от а и что Aut J a сепарабельна в случае «= оо 
так мы обозначаем счетный кардинал). Группа К играет роль 
максимальной компактной подгруппы; ограничение любого 
r6(Aut,/ya)" на К имеет однократный дискретный спектр. 

В § б показано, что всякое (за единственным исключением) 
представление r{in}(AutJra)" есть индуктивный предел после­
довательности вложенных друг в друга представлений 
TnG(A\xtrJny. 

В § 7 найдены все представления групп автоморфизмов 
деревьев Брюа-Титса #<..,„-, «.' = 3,4,5, Метод этого 
параграфа является комбинацией методов § 5 и работы 
автора [10]. 

1.3. Основные обозначения. CardX обозначает мощность 
множества Х\ О"—множество (классов эквивалентности) не­
прерывных неприводимых унитарных представлений топологи­
ческой группы О; Я(Г)—гильбертово пространство представ­
ления Т (все представления предполагаются унитарными), 
Н (Т)к — подпространство векторов в //(Т), инвариантных 
относительно подгруппы KczG; Irid(G,/<", i-) —представление 
группы G, индуцированное представлением л открытой под­
группы К; соответствующее гильбертово пространство состоит 
из функций / : G{to}Н (тс) таких, что f(ug) — n(tt)f(g) Vu^K, 
Vg&G, | | / | | 2 = 2 II/(g) II2< °°. '~ означает эквивалентность 

SQK\O 
представлений; единичное представление обозначается знаком 1, 
с= употребляется как знак нестрогого включения. 

•§ 2. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ БЕСКОНЕЧНОЙ СИММЕТРИЧЕСКОЙ ГРУППЫ 

2.1. Через S (А) мы будем обозначать группу всех пере­
становок множества А. Зафиксируем бесконечное множество А. 
Если XczA, обозначим через Sx(A)czS(A) подгруппу, остав­
ляющую на месте все элементы из X. Если _ГсА,_мы отож­
дествляем S(F) и SA\y(A)czS(A). Нормализатор SX(A) под­
группы SX{A) в S(A) есть S {X)- SX(A)^S (X)xS (А\Х). 
Введем в S(A) топологию, приняв в качестве фундаменталь-, 
ной системы окрестностей единицы множество подгрупп 
{Sx(А)\ CardX< оо}. Представление Т группы S(A) будет 
непрерывным в этой топологии тогда и только тогда, когда 

[J H(Tfx{A) плотно в Н\Т). Все представления группы 
CaniX-c 8 
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S(A) в дальнейшем предполагаются непрерывными. Отметим., 
что S (А) сепарабельна, если А счетно. Мы полагаем S(n) = 
= S({\,2,...,n}). 

2.2. Рассмотрим произвольное i-gS (п)~, где / 1 = 1 , 2 , . . . . 
Выберем XczA с CardX — re, рассмотрим it как представление 
группы 5лг(.Д), тривиальное на S(A\X)czSx(A) и положим 
Гп —1nd(S(A), S.v(A), тс). Класс эквивалентности представления 
Та не зависит от выбора X. 

Т е о р е м а (Либерман [20[). (1) Т„ неприводимо для всех 
•i-eS(n)", /г=1,2 

(ii) Если rtfiS(щ)", где i — 1, 2, то TSH~Tn<*nl=tbi, тс1 •--••• тс2.. 
(Ш) Всякое TeS(A)", Тф1, эквивалентно некоторому Тя, 
2.3. Для произвольного представления Т группы S (А} 

условимся обозначать через Нх подпространство //(Г)5*' > 

и через Рх — ортогональный проектор Н (Т){to} Нх', в частности,, 
Р0 есть проектор на Я 0 = Я(Г)5(Л). 

Лемма. Если X, YczA, CardX<o->; CardF<oo, то-
РхРу^РхПу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заменив А на A\(XnY)-. можно 
считать, что X(]Y=0. Покажем, что PxPy = P<z-

1-й способ (метод аппроксимации). Для произволь­
ных конечных подмножеств Z и В в А таких, что ZczB» 
обозначим через Pz(B) ортогональный проектор Н (Г) {to} 
-+H(T)S{BS-Z). Поскольку объединение групп S(B\Z) при 
переменном В плотно в Sz(A), имеем 

limPz(5) = P z ; (1> 
{в} 

здесь {В} обозначаем множество всех конечных подмножеств 
BczA, упорядоченное по включению, а предел рассматривается 
в сильной операторной топологии. С другой стороны, пусть 
\iz (В) — инвариантная вероятностная мера на конечной группе-
S(B\Z), рассматриваемая как мера на (дискретной) группе 
5(A). Тогда 

Pz(B)=T{vz{B)). (2) 
Положим теперь \.ixy{B) = [ix(B)*\ir(B). Из (1) и (2) следует, что 

Р*Рк = НтТ(^к(.5)), P0-I imr(H0( i5)) . (3> 
{*} iB) 

Заметим теперь, что \ХХУ(В) есть равномерная вероятностная 
мера на конечном множестве R = S(B\X)-S(B\Y)czS(B)„ 
Поэтому 

||Hjn-(5)-[X0(5)f|-2[l-(Card^)/(CardS(E)]. (4-
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Нетрудно показать, что правая часть в (4) стремится к 0 при 
Card В {to} оо. Следовательно, 

Ит]|Г(ц—(В))-Г(ц0(.В))||=-О. 
{£} 

Из (3) следует тогда РхРу — Р®-
2-й способ (метод Р. С. Исмагилова) . Справедлива 

следующая 
Лемма. Если U—-унитарное представление абстрактной 

группы Г и Р:Н (U){to}H {U)r — ортогональный проектор, то для 
любых IQH(U), e > 0 найдется конечный набор элементов yi,... 
. . . , уйбГ и чисел аъ..., а й >0, 2 а > ; = = 1 ' т а к и х , Ч Т 0 

й 

2<-«C/(--«)i-PE <в. 
/•=1 

причем (5) не нарушится, если все y, умножить слева на про­
извольный элемент убГ (это следствие теоремы Алаоглу — 
Биркгофа). 

С помощью этой леммы мы покажем, что 
\\РхРу1-Ре1\\<гПеН(Т),Чг>0. (6 

Поскольку Р0 = Р0Ру можно считать, что РкЕ — £• Выберем 
gw-, g&S{A), «I , . . . , aA>0, 2 П|--=1. так , что 

2 « . -"(гЛ-^ 
/•-л 

< е . (7) 

Заметим, что SX(A)-SY (A)^{gQS(A)} gY []X = Xf\Y= 0} 
Отсюда вытекает существование такого g6S(A), ЧТО 
ggfiSx(А)• Sy(A), l < i < f t . Заменив gt на ggt, можно считать, 
что gi — g,g,, где g'fiSx (A), g-';6Sr(A), i — 1 , . . . , k. Учитывая, 
что \=Ру\, получаем 

PxT{g^PxT{g'dT(g\)PYl = PxPYl. (8) 
С другой стороны, из (7) следует 

Px[2*iTtein-P<3lJ < е . (9) 

Объединив (8) и (9) с очевидным равенством PXPQ\ — P0I, 
получаем (6). 

2.4. Замечания . Отметим аналогию с леммой 12 в [7]. 
1-й способ можно сравнить с доказательством леммы 1.6 в [112]. 
Идея второго способа принадлежит Р. С Исмагилову [5, 6]. 

2.5. Д о к а з а т е льет в о т е о р е м ы 2.2. (i) Пусть Xs = 
def 

= g~lX, g"6S(A). Напомним, что Н=Н(Т„) есть некоторое 
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пространство функций f:S (А)-УН(Л) (см. п. 1.3). Для любого 
YczA пусть [Y\={g^S{A)\X'czY\ H r - { / 6 H , s u p p / e [ F ] } . 
Покажем, что Ну*=Ну. Включение HyczHy очевидно, посколь­
ку [V]-Sy(A)^.\Y] и gSy(A)czSx(A)g для g&[Y\. Для дока­
зательства обратного включения надо проверить, что (X^F, 
/6Hi-)=^/(g) = 0. Заменив / на Tn(g)f и Y на gY, можно 
считать .§••== 1. Поскольку /бЯк, мы имеем |[/(Y)||==||/(1)|| для 
всех yQSx (A) Sy (A). G другой стороны, множество классов 
Sj.-(A)\S^(A).SK(A) бесконечно, ибо из ХФ-Y следует, что 
{X4\y%Sy(A)} есть бесконечная система множеств. Но 
||/||6-2(^(A)\S(A)), следовательно, /(1) — 0, 

Доказанное равенство Ну = Ну показывает, что Ру есть 
оператор умножения на характеристическую функцию множе­
ства \Y\ = {g&S(A)\XzczA}. Отсюда вытекает, что PxT^(g)Px = 0 
при g.i3jtr(A). Это нам понадобится в (Ш). 

Из Нх=Нх следует, что Нх циклично в Я и неприводимо 
относительно Sx(A). Отсюда вытекает неприводимость Тя. 

(Н) Приведенное доказательство показывает, что число 
/i==CardX есть минимальная .мощность множеств YczА, для 
которых Ну=£{0}. Таким о,бразом, п есть инвариант представ­
ления Тп. Ясно'также, что я есть тоже инвариант. 

(iil) Пусть Тб5(Л)",Т.7-=1. Выберем минимальное X такое, 
что НхфЩ- Для любого g"6S(A) имеем PxT(g)Px = 
= PxPgxT(g). В силу леммы 2.3, это равно PxngxT (g). 
Поскольку g&SxiA^XftgX^X, заключаем, что g$~Sx (A)=^ 
=>PxT(g)Px = 0. Отсюда следует, что представление группы 
Sj.r(A) в Нх неприводимо; обозначим его через п. Сравнивая 
матричные элементы представлений Т и 7,-, получаем Т^-Тя. 

2.6.- Теорема (Либерман [20]). Всякое представление Т 
группы 5(A) есть сумма неприводимых представлений; в част­
ности, Т порождает алгебру фон Неймана типа I. 

Это легко следует из доказательства теоремы 2.2. 
2.7. Для любого разбиения п = щ + п2 + .. , + пк, где f i i> . . . 

„. .^nfc^O, -n,iGZ, условимся обозначать через [nh ..., nh] со­
ответствующее неприводимое представление группы 5 (п), 

Теорема. Пусть A = {1, 2,...} и it65(n)'v Тогда в # = 
= Н(Тп) существует цепочка подпространств #i{subset}#2c:.., та­
ких, что- Нт неприводимо относительно S{m) —S{{\,..., т}), 
Эта цепочка единственна, с точностью до конечного числа 
членов. Положим лт={т—п, пи ..., nh], где [пи..., nh] ~л, 
т^п + щ; тогда для всех достаточно больших т представле­
ние группы 5 (m) в Нт эквивалентно Лщ. 

Замечание . Отметим полную аналогию с теоремой 2.1 в 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть vm-=1nd(S(m), S{m — n)xS(n), 
l®i.) и Нт = Н{1 ту Из равенства ,Н{1 т) = Щ,„„т} 
следует, что представление группы S(m.) в Нт эквивалентно vm. 
Нетрудно проверить, что Vt\S(m) содержит• vm ровно один раз 
при l>m>ti-\-fii (см., например, [19]). Поскольку [) Ягплотно 
в л, -ст входит в Ta\S(m) ровно один раз. Пусть Нт — соот­
ветствующее подпространство в Н. Тогда НтаНт+и поскольку 
гст входит в i-m+1]S(m). Утверждение об единственности 
доказывается так же, как в теореме 2.1 работы [12]. 

§ 3. ДЕРЕВЬЯ БРЮА — ТИТСА 

Вводимые в этом параграфе определения и обозначения 
постоянно используются в дальнейшем без специальных ссы­
лок. 

3.1. Деревом называется связный непустой граф без циклов 
[14]. Через ver & обозначается множество всех вершин дере­
ва &. Зафиксируем бесконечное, дерево .У. Буквами X, У мы 
всегда обозначаем поддеревья в ,г7, а буквами x,' у— вершин! 
в У. Пусть X конечно (т. е. Card (ver X)<{infty}); через1 дХ обе 
зкачается множество, вершин из ver X, являющихся краеъ 
ровно одного ребра из X. Если AcrdX, через Х\А обозначает­
ся дерево, полученное из X удалением всех вершин x6A (и 
•прилегающих к ним ребер). Если AczverSf, скажем, что Х- на­
тянуто иа А, если X есть наименьшее дерево, содержащее А, 

3.2. Пусть d(x, у) — естественное расстояние между х, у£ 
6ver CI ]14]. Положим diamX-— sup{d(x, у) \ х, yGverX}-, d(x,Y)= 
— Inf {d(x, у)|i/everГ}, V(x)*={yG\ei Cf \d(x, у)=Ц. ЧерезD(x) 
обозначим дерево, натянутое на t^(x). 

3.3. Пусть AutX, Aut'Cf — группы всех автоморфизмов 
деревьев X, Cf; Ох —подгруппа в „ Aut Cf, оставляющая инва­
риантными все x£vetX; Gx —подгруппа в Aut CI, сохраняю­
щая X как целое; Ох является нормализатором группы Ох 
ъ киХУ и Gx/OxczAutX. Введем в AutJ топологию, взяв 
в качестве фундаментальной системы окрестностей единицы 
множество подгрупп вида Gx, где X конечно (это и есть 
«слабая» топология, о которой шла речь в п. 1.1. «Сильная» 
топология получится, если брать все X с diamX<.oo; эту 
топологию мы рассматривать не будем). Группа Aut Cf локально 
компактна (соответственно, сепарабельна), если V(x) конечне 
(не более чем счетно) для всех A:6ver Cf-

3.4. О п р е д е л е н и е . Cf называется деревом Брюа—-Титса, 
если для любого xQver Cf выполнены два условия; 
1) CardV(.x:)>3; 2) группа 0^} действует на V(x) транзитивно. 

3.5. Пусть а —кардинальное число > 3 ; существует единст-
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венное (с точностью до изоморфизма) дерево Уа такое, что 
CardV(x) = avx.SverОа. Пусть а, а'—пара кардиналов > 3 , 
причем «>- ' ; существует единственное дерево #<..,.-,/ такое, 
что CardV^x) равно либо а, либо о', причем Card^(x) = 
— Card V (у) (соответственно Card V(x)-£ Card V (*/)), если 
d(x, у) четно (нечетно). 

Легко убедиться, что У является деревом Брюа—-Титса 
тогда и только тогда, когда У изоморфно одному из деревьев 
-̂ а- -Va'- ГРУППЫ Aut#a, AutJuitt ' являются основными объек­
тами изучения настоящей статьи. 

3.6. Положим Aut+Ju-={geAut J a | d (x,gx) четно для всех 
-xever^J; это нормальный делитель в Aut Ул индекса 2; не­
тривиальный характер AutJa{to}Autya/A\it+С/й={± 1} обозна­
чается через е. Группы Aut+#ft и Ш.УаА, просты как 
абстрактные группы [23]. 

3.7. С этого места У всегда обозначает дерево 
Брюа-Титса. Пусть АиХ'Х^Ъх/Ох. Если У = У~а, 
то Aut'X-= AutX. Если У=Уа,й>, то Aut'X={gekutX\d(x,gx) 
четно для всех x6verX}. 

3.8. Через E обозначается множество всех ребер в У (т. е. 
множество всех X с diam X <1); ребра обозначаются буквами 
а, р. Все подгруппы вида Qa, где a6E. сопряжены в Aut#. 
Все подгруппы вида Ош сопряжены в Aut J, если У = Уа\ 
если же У = У^, они образуют два класса сопряженности. 

3.9. Если Г—-представление (обязательно непрерывное) 
группы Auty, то, по определению, Нх —Н(Г) и Рх'-Н(Т)-* 
{to} Hx— ортогональный проектор. Представление Т6(Аи^)л 

называется сферическим, если Яг -̂т--{0} для некоторого 
x€ver У, и специальным, если оно не является сферическим, 
но #«---={0} для a6E. Для произвольного представления Т 
группы Aut .У найдется такое конечное XczC/, что НхфЩ\ 
это следует из непрерывности Т в топологии группы Ant У, 

ЗЛО. Условимся обозначать счетный кардинал а знаком оо, 
а конечный кардинал —буквой п или п!. Отметим, что 
в [10, 16, 17] используется параметр г = п—\. 

3.11. Индуктивные пределы. Представим У^ в виде С/«,— 
ею 

— U Уп, где #«-^л+i- Для каждого xGver Уп пусть Fn(x)c: 
czJn+1-дерево, натянутое на {ygver Уп+1 |d(y, x) = d{y, Уп)}. 
При фиксированном л все Y„(x), x6ver^„, изоморфны; отож­
дествим их каким-нибудь образом друг с другом. Вложим 
Autyn в AutJ„+i так, чтобы действие Aut Уп на J„+1 сохра­
няло отождествление деревьев К,-(х). Построенные вложения 
Aut .7Л{to}Aut #„+l{to} . . . задают вложение a„: Aut J„{to}Aut У„. 
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2) Случай #=..#„..,., Cardl/(x) = n: 

Ф,(0)-1. фг(1)-=т(]/|Ёт^-Ь^1)+^Е1) 
Ф.И--дФ»( '» -1 )ф, (1 ) - -4ст ф ' ( т " 1 ) " I (2) 

—(я-1) (V--.l)"(P-(fft-2)' / ; г > 2-
3) Случай .#=-=•#„, и-, Card V(дг)-==я.'Г: те же формулы, что 

в случае 2), если поменять местами я и n'. 
В случаях 1) и 2) мы обозначаем соответствующее сфери­

ческое представление через Т2, а в случае 3) —через Т'г. Имеем 
r z ~ 7 V i , T'gr-T'z^. Если CJ—-C/,,, п1, то Tz~T'z, за исключением 
г .==2.0, г--1. Это все соотношения эквивалентности. Представле­
ния с |г|==1 образуют основную серию (это название оправ­
дано тем, что они индуцированы унитарным характером 
некоторой подгруппы PcG, см. [10]). Остальные представле­
ния образуют дополнительную серию. 

§ В. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ Autrt 

В этом параграфе У = Яа, где я--бесконечный кардинал, 
G=Aut.7n . 

6.1. Лемма. Пусть X, VczCI, X конечно, diamX>l, ХФУ, 
x&rctX--вершина, удаленная от У на максимальное расстоя­
ние и Х'*=>Х\{х) (отметим, что xQdX\) Тогда для любого 
представления Т группы О имеем РуРх~~РуРх'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть У натянуто на X' и Y. Тогда 
x-lverK' и ХФУ'. Заметим, что PY,px^py,Px,^>PYpx^= 
~=РуРХ', поскольку РУРуч==Ру, Заменив У на У, мы будем 
считать, что YZDX', И доказывать равенство РУРХ---=РХ'-

Пусть //ever X—единственная точка такая, что d((/, x) = l, 
и пусть X" натянуто на X' и V(y); тогда X'czXczX". Поло­
жим А~= V(j/)\verX ', Х-^{х}с:А, Y==-ver YD-4- Группа Gx-
сохраняет Нх- (поскольку Gx-cdj-")- и ее представление в Нх" 
сводится фактически к некоторому представлению группы 
S(A)~ Qx'lGx-- Пусть Р-х, Р ? , р0 обозначают соответствую­
щие проекторы для этого представления (см. п. 2.3). Тогда 
р0^Рх,\Нх,, р^ = рх\НХ" и PY^Py\Hx- (для обоснования 
последнего равенства заметим, что QyczGx', поэтому Gy сох­
раняет НХ', и ее действие в Нх- сводится к действию груп­
пы GylGy(]Gx^S?(A). Но PvPr-^p0 (см. лемму 2.3). Под­
ставляя в это равенство приведенные выражения ДЛЯ P<Z>, 
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Р%,Рр и используя очевидные равенства Рх=Рх«РхРх^ 
-°х' — Рх'Рх", мы получаем РуРх — Рх1-

5.2. Теорема , (i) Пусть Т (X, jt) = Ind(G, Qx, л), где 
XczCf конечно, diamX>1 и tt6(AutX)" рассматривается как 
•представление группы Gx. Тогда Т(Х,п) неприводимо. 

(11) Два представления Х(Хи %) и Т (Х2, я2) такого вида 
эквивалентны тогда и только тогда, когда X- и Х2 изоморфны 

(ill) Представления вида Т (X, л) суть в точности все не 
•сферические неприводимые представления группы Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о такое же, как в п. 2.5; надо только 
заменить лемму 2.3 леммой 5.1. 

5.3. Зафиксируем x£ver У и положим X = Q[X}, P = P{xy 
'Выберем gmQG так, чтобы d(x, gmx) = m, m.= l , 2 , — Для 
любого представления Т группы О положим A(rii) = PT (gm)P, 
m = \,2, ...; эти операторы не зависят от произвола в выбо­
ре {.?«}• 

Лемма. А(/гс)А(1)-==А(/№ + 1), <*n=-1,2, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим H0 — HD[X). Группа К 

сохраняет Ho, и ее действие в H0 сводится к некоторому 
представлению 70 группы К' IGDW=S(J), где J, = V(x). 
Пусть [В] —множество всех конечных подмножеств в Л, упо­
рядоченное по включению. Тогда Р [Н0 — {1тТ0(\1в), где {mu}B—• 
инвариантная вероятностная мера на S(J3){subset}S («/£), а предел 
•берется в сильной операторной топологии. Учитывая, что 
Т (&0 H{.-}—Ho, получаем тогда 

А{т)А{1)^РТ(8т)РТ(81)Р^ИтРТ(8т)Т0(цв)Г{е1)Р. (О 

Зафиксируем т. и положим .S'----{tteS(.^)==S(l^(A-))|d(g'm1-<, 
ag-x)--to-f-l}. Заметим, что PT(gm)TQ(ti)T(gl)P^A(M + l) 
для всех иб-S' и что iim |xs (S (5) f| SO — -• Отсюда следует, 

{в\ 
что (1) равно A(w + 1). 

Для доказательства этой леммы можно было бы восполь­
зоваться также методом Р. С. Исмагилова (см. п. 2.3). 

5.4. Следствие , (i) Пусть TQG" —сферическое пред­
ставление. Тогда dimH^} — -. Пусть Ф(£)-сферическая функ­
ция представления Т\ мы будем также писать Ф(та), где 
in—d(x, gx). Тогда функция 9(>n) мультипликативна: 
Ф(mi) Ф (/№-•) = ф (Mi + щ)- (Под сферической функцией мы будем 
всегда понимать функцию вида g^-{T(g)g, I), где Г-неприво­
димое унитарное представление группы G, IQH{X}, ||l||=---.) 

(ii) Обратно, если функция ф(£)-ф(от) положительно опре-
42 



делена на G и мультипликативна (как функция от т), то она 
есть сферическая функция неприводимого представления. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) очевидно. 
(ii) Построим по функции Ф циклическое унитарное пред­

ставление Т группы Q с циклическим вектором | ; это пред­
ставление непрерывно, поскольку ср непрерывна. Из леммы 5.3 
и мультипликативности ср следует, что A(m)%QCl, откуда 
•#{л-};== С1> Следовательно, Т неприводимо. 

5.5. Теорема. Функции вида <p(m) =фс(т) =с т , где—l{le} 
{le}c<1, — это в точности все сферические функции на G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Любая сферическая функция ср на G 
обязана иметь указанный вид: это следует из 5.4 (i), условия 
ограниченности функции <p(g) и соотношения KgK=Kg~lK, из 
которого следует, что q>(g)6R. В силу 5.4, (ii) остается прове­
рить, что функция ср- положительно определена на G. Мы при­
ведем три способа проверки. 

1 - й с и о с о б, Пусть F — множество ориентированных ребер. 
Определим f, '. G—>-/2(F) так: если a<3F He лежит в дереве, на­
тянутом на х и gx, то f(g) (a)=0; в противном случае 
f(g)(a) — ±\, где знак + берется, если а ориентировано 
от х к gx. Тогда f есть 1-коцикл. Отсюда следуе 
(см. [18]), что функция .̂->ехр(—-1]f (g) |]2) положительн 
определена для всех ^ 0 . Стало быть, фс положительно опре 
делена при сб[0, 1]. Это же верно для с6[—1, 0], поскольку 
Ф-с(£) =eU0 %.(£)• 

2-й способ . Пусть Фв{у, y')~=.cdU>v'\ где t/,f/'ever#. 
Условие положительной определенности функции фс эквива­
лентно тому, что ядро Фс | ver X X ver X положительно опре­
делено для любого конечного дерева X. Эта переформули­
ровка позволяет ограничиться случаем л=оо. Рассмотрим 
тогда в G последовательность вложенных подгрупп 0„== 
= Aut £УЯ (см. п. 3.11) и обозначим через Ф<"> сферическую 

.функцию на 0„ дополнительной серии, отвечающую параметру 
2 = с (/t—l)'/- (см. п. 4.6). Из формул (1) в 4.6 видно, что Ф-(£)=-= 
«llm Ф<">(£) для любого geG0— У G,,,- Поэтому % положи-
тельио определена на G0, а значит и на G (поскольку G0 

плотна в G). 
3-й способ. Исключим из рассмотрения значения с = 

= + 1, отвечающие одномерным представлениям (единичному 
и е). Рассмотрим векторное пространство Я0 с базисом {|у} 
{/6ver# и в нем--эрмитову форму F-, заданную формулой 
Ec(£y.S//')c=(My. У')- Группа G действует в Я0 по правилу 
GBg '• l»>-+lgy, и это действие сохраняет форму Fc. Для любо­
го убУегГ/, уфх, пусть у обозначает единственную вершину 
из V(y), такую, что d{x, y~)*~d(x, y) — \. Положим % - = Ь , 
^=-(1-c2)~1/2(iy--c-5j7) для уфх. Нетрудно проверить, что 
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{т]у} является базисом в Н0 и что этот базис ортонормирован 
относительно формы F0. Следовательно, форма Fc положи­
тельно определена. 

Действие G нетрудно переписать в базисе {%}. Тем самым,. 
последний способ доставляет некоторую реализацию сфери-
ческих представлений в пространстве /2(ver5^). 

5.6. Замечания . 1) Отметим полную аналогию с груп­
пой SO-(l, оо)' [12], Для которой сферические функции имеют 
вид g^girs, s^O. Эти функции также аппроксимируются 
сферическими функциями групп Gn = SO0(l, n), принадлежа­
щими дополнительным сериям. 2) Указанная реализация сфе­
рических представлений совпадает по существу с конструкци­
ей Р. С. Исмагилова для SL(2, P); см. § 2 в [5] и [8]. 

5.7. Теорема. Алгебра фон Неймана S4-, порожденная 
произвольным представлением ' Т группы G, принадлежит 
типу I. 

Доказательство . Выберем минимальное конечное 
'Хсг.У с Ях^С-1}. Пусть H0czH(T)—циклическая оболочка 
юдпространства Нх и #1 — ее ортогональное дополнение. 
1редставления группы G в пространствах Я0 и #1 дизъюнкт-
ы; это позволяет свести нашу задачу к случаю Н0=Н(Т). 
1усть s&0 — алгебра операторов в Нх, порожденная оператора­
ми PxT(g)Px, g'-G. Тогда s£ и зФ§ имеют изоморфные ком-
лутанты. Из леммы 5.3 и доказательства теоремы 5.2 следует, 
что алгебра зФъ либо коммутативна (в случае diamX=0), ли­
бо порождена представлением конечной группы Aut X. Следо­
вательно, .5$- — алгебра типа I, откуда следует, что •& — так-
_же алгебра типа I. 

5.8. Пусть X содержит отмеченную точку х&г&х У И 
Aut (X, x) —стабилизатор точки х в AutX; тогда Aut(X,x) = 
= (ОхПК)Юх. 

Теорема. Неприводимые представления группы К суть в-
def ' _ 

точности все представления вида i:(X, v) = Ind(AT, Ох П К, v),. 
где ХаУ конечно, X$x, v6(Aut(X, x))A. 

Д о к а з а т е л ь с т в о такое же, как для теоремы 5.2. 
5.9. Теорема.. TQG^^T\K имеет однократный дис­

кретный'спектр. 
Идея д о к а з а т е л ь с т в а. Если Г —не одномерное сфе-

рическое представление, то Т \ К~ ® х{Хт,А), где Хт — 
дерево, натянутое на х , и gmx\ это следует из указанной в. 
п. 5.5 реализации. Случай не сферического Т разбирается с 
ПОМОЩЬЮ следующей леммы: если Y — произвольное конечное 
дерево и t/QverY, то любой KgAutF сопряжен с и"1 с по­
мощью некоторого элемента из Aut (Y, у) (отсюда следует, 
что я | Aut (F, г/) имеет однократный спектр для любого 
rte(Aut ГГ), 
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5.10. Все результаты этого параграфа легко переносятся 
на группы AuV'CJa и АгЛ,Уа<а', где л'>оа. Отметим только, 
что сферические функции на этих группах задаются формулой 
g^y.cd(x-W'-, где с6[0,1], и что проверку неравенства q>(g)>0 
МОЖНО осуществить с ПОМОЩЬЮ леммы, указанной ниже в до­
казательстве теоремы 7.7 (11). 

§ 6. АППРОКСИМАЦИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

В этом параграфе CJ = CJoo, G==Aut J, -Тс — сферическое 
представление О с параметром cG[—•-1,1J, G„ = Aut^„. Зафик­
сируем вложения G3{subset}G4c. ..c-:G(CM. 3.11) и вершину x6ver Cf. 

6.1. Теорема. Пусть TQG", TrpT®. Существует последо-
def 

вателыюсть {ТИ60..} такая, что Тп~Т\Нп, где Я„<=Я — 
def 
•-—Я(Г)— некоторое 0,,-инвариаитное подпространство, причех 
/ / п с Я „ ( 1 (здесь и ниже п — произвольное достаточно большое 
целое число). 

0.2. Д о к а з а т е л ь с т в о для с л у ч а я Т—Тс, с^=0, ± 1 . 
Покажем, что в качестве Тп можно взять сферическое пред­
ставление дополнительной серии, отвечающее параметру z — 
- c (n—1) ш . 

Пусть п настолько велико, что xGver Уп- Рассмотрим базис 
{гьу} в Я, введенный в п. 5.5. Пусть Н'п (соответственно, 
Н'п) — подпространство, порожденное векторами щ, для ко­
торых ytvei'Jn (y^vcrS'n)- Разложение Н~Н'п®Н'уп инвари­
антно относительно G„; ему отвечает разложение ~|Gn---r/

n© 
•©Т"71. Нетрудно проверить, что T"n~fn®cl «©...• где $~п — 
естественное представление группы Gn в /2(ver.yn). Из фор­
мулы Планшереля для сферических функций на Gn [17, 21, 
22] следует, что Ж п распадается в однократный прямой интег­
рал представленный основной серии, взятый по некоторой мере 
на полуокружности S+

l~{zGC| |г|-=1, Inrnz^-O}, эквивалент­
ной лебеговой мере. 

Для представления Т'п выполнено следующее утверждение: 
<*) -"« ~Тн©(одиократный прямой интеграл представлений 
основной серии, взятый по некоторой мере |х на S^., эквива­
лентной лебеговой мере). Отметим, что из (*) сразу следует 
включение HnczHn*\- В самом деле, ясно, что Т'п ~ Тп®£Г„; 
поэтому Т | Оп^Тп@Жп®оТп® •••• Но Жп.ь\ I On ~-Fa®S'n® 
стало быть, Тп содержится в разложении Г„+11 G„. 

Проверим теперь (*). Пусть Кп — Gtx\ Г) Оп- Ясно, что Т'п 
def к 

•обладает циклическим вектором еоб-^п— (#,',) , а именно 
е0е=у\х. Пусть Р:Н'п-+Жп— ортогональный проектор, gx — 
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любой элемент из 0„ такой, что d(^, g1.x)-=l, .А-=-.РУ'л(.§г
1)..-' — 

оператор в Шп и S-(dt)—проекторная мера, задающая спект­
ральное разложение оператора А. Мера [Г на R, определен­
ная формулой {I (dt) = (S5 (d )̂ e0, eQ), задает разложение пред­
ставления Т'п по сферическим представлениям; параметр z 
сферической функции и параметр i6R связаны условием 

^ ф Л ^ - П Г ^ + г ' 1 ) (см. п. 4.6). 
Для вычисления jx рассмотрим в Жп ортонормированный 

базис {<?0, в\у е2.---}, где 

Можно показать, что 
„ . /1—С-\1/2 
М——о+ (----) в-' 

M - - ^ - w + : - - 7 : - e w i i=2, 3,..|... 
Мера р, является слабым пределом мер [хе, e{to}+0, где 

jie(dt)=rt~4m((A-t — ie)--e0, e0)dt (см. 12], гл. XI, § 9). При­
веденные формулы для А позволяют вычислить [хе и убе­
диться, что ц== ̂  + const6-'0, где (х-некоторая мера 
(эквивалентная лебеговой) на отрезке —-̂ ~~й—>• 

2-!- (этот отрезок отвечает как раз основной серии), б.- — 
мера Дирака в точке tQ=--~(с(«—-l) + c-1), a const-j--0 *. Это 
завершает доказательство. Отметим, что для Т — Т° теорема 
не верна, поскольку Т°\Оп — $~п®&~п@... не имеет дискретного-
спектра. 

6.3. Доказательство для не сферических Т. Пусть теперь 
Т-с=Т(Х, л,). Если diamX =-1, то в качестве Тп берем специ­
альные представления. 

Пусть diamX>2. В этом случае представления Тп ЯВЛЯЮТ­
СЯ каспидальными представлениями Г (X.,, я„)бО„; к построе­
нию XnczCfn и rt„<5(AutXn)A мы сейчас переходим. 

Заметим, что дерево Х°—Х\дХ не пусто. Пусть пнастолько 
велико, что ХсЬп- Дерево Хп, по определению, есть дерево,. 
натянутое на {r/6ver j „ | d(t/, X°)<1}; это полное дерево. Пусть 
Xo-— \}Хп. Для каждого ygverX0 положим By=V(y)[]dXf 
Ay,n=*V(y)(\(vnCfn\vetX% Лу ,м= \]Ay,„ = V(y)\vet Х°; 

const-=-г{сг(п— 1)—l)(c2(«—1) - l ) - * , 
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тогда Вус... dAy>n<=:Av,n+icz... czAg,**. Группа Aut Л (соот­
ветственно, AutX„, AutX«,) является полупрямым произведе­
нием группы AutX-на нормальный делитель N (7V„, .VM); здесь 
N = r\S(By) (мы полагаем S(Ey)-={1}, если .6.—0), Л/,— 
= \~}S(Ay,n), -v-o-=nS(Ay,«). произведение берется по всем' 
t/6verX0; группа AutX0 действует на нормальном делителе 
перестановками соответствующих подгрупп. 

Представление it6(AutX)A можно записать в виде 
rt-=Ind(AutX,r--V, v®9), где 0 = ®еубЛМ. 9-,eS(E-,,)A, Г - с т а -
билизатор точки GeNA в AutX0, v6TA. Определим &y,„£S (Ау,п)Ь 
следующим образом: если Ву=0, то 81/,-!=1, если же ВУ4=<2> 
и 0y-=[m1,.. .,mk], где /711 + .. . - [ -т 6 вCardВ у (см. п. 2.7), то-
бг/.п — [Щ, niu. •-,'»А1> гДе Щ^Сагй А,,,п — СатйВу; если «.до­
статочно велико, то matrix и это определение имеет смысл. 

Положим е-— ® By,„GN£, пп = Ш(AutXn,T-N,г, v®Bn);\ 

здесь важно отметить, что стабилизатор точки G"6-V« в AutX*' 
совпадает с Г, поэтому определение представления пп имеет. 
смысл. Представление %п невырождено, (см. п. 4.3), поскольку 
уедХь*еу,пф\. Пусть 9y,M--=Ind(5(Ay,0O), 5ву(А„1вв), 0У), 6е0-
= <8> 0.у,со, Jtra = Ind(AutX0O,r.Arr

oo, v®Q°°). Тогда T~Ind(G 
yQvetXo 

Gx^, «-о). 
Положим Tn=T (Хп, K„)6Grt. По определению (см. п. 4.4), 

r„-=Ind(G„, Г„, .гс..), где Г„ = G„ПG.-V Мы имеем последова­
тельность вложений . . .сГ лсГ„+1С. . .сбх^; все эти группы 
содержат группу Ох^; после факторизации по ней мы получа­
ем последовательность вложений . . . {subset} Aut Xre{subset}Aut Xn+i{subset}... 
. . .{subset}Atl tXoo. 

Рассмотрим теперь канонические вложения .. .{subset}// (9y,n){subset} 
{subset}H(9j,,n-fi){subset}.. .сЯ(6у,оо), доставляемые теоремой 2.7. Отсюда 
последовательно вытекают вложения . . . {subset}// (9"){subset}H (9"+1){subset}... 
...{subset}//(9м),...{subset}H(it„){subset}̂  (я„+1)с.. .сЯ(л-о) и, наконец,. 
. . . с : Я „ с Я „ + 1 с . . . с Я , где Я„ = Я(ТЛ), Н^Н{Т). 

§ 7. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП;AutS'a.n. 

В этом параграфе У = Уа,П', где а— бесконечный кардинал 
л/—.целое число > 3 ; G===Aut J; xgver У называется вершино* 
конечного (соответственно бесконечного) типа, если Card V(x) = 
-= я'(Card К (x) ==<-). 

7.1. Определение . Поддерево X{subset}# называется полным, 
если (.xGverX\dX, Card1l/(x) = n')=-̂ ({cdot}x)c:verX. 

7.2. Невырожденные представления n6(Aut'X)A. Пусть 
Хс-У полно, конечно, diamX>2. Рассмотрим три взаимоисклю-
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чающих случая: (I) X — D(x), -где .x имеет конечный тип; (II) 
•в ver X имеются вершины х конечного типа такие, что 
Ca.tu(V(x)f\dX) = n/ — 1; (Ш) не имеет места ни (I), ни (И). 

В случае (1) Aui'X==S (п.'); скажем тогда, что л6(Аи^Х)Л 

невырождено, если K\S(ti — 1) не содержит единичного пред­
ставления. 

В случае (II) пусть x,,,..., xk—-все вершины с указанным 
свойством. Положим Ai = V(Xi)[]dX и Xl=X\Al, i = l,...,k; 
тогда Q.&x6.Ai = n'—\>2 и ^ — полное дерево. Для 
•Jt6(Aut'X)A условие невырожденности формулируется теперь 
как в пп. 4.2-— 4.3. 

В случае (Ш) всякое ^(Aut'X)" считается невырожденным. 
7.3. Пусть X, Ус:?/ — два полных поддерева, причем X 

конечно и diamX>2. Предположим, что ХФУ и рассмотрим 
вершину xgverX, удаленную от Y на максимальное расстоя­
ние; тогда хвдХ. Пусть у —единственная вершина из V(x)[] 
nverX. 

Лемма. В этой ситуации имеет место один из следующих 
~вух случаев: 

(A) х имеет конечный тип; дерево Х'=Х\{х} полно. 
(B) х имеет бесконечный тип; существует такое полное 

поддерево Х'сХ, Х'ФХ, что GYGX — GYGX'\ либо X=D(y) и. 
liam X'=l, либо X относится к случаю (II) из п. 7.2 и у=хл, 
(.r~Xi для некоторого t'6{l,..., к). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай (А) тривиален. В случае (В) 
последовательно проверяем следующие утверждения. 1) Суще­
ствует единственный y'GV(y) такой, что d(y', Y) <d(x, Y). 
2) Обозначим через Z дерево, натянутое на [у}\] 
{]{zeverC/\d(z,y') = d(z,y)-\}. Тогда YczZ. 3) V (y)\{q'}cz 
адХ. 4) Положим X'= X\{V(y)\{y'}). Тогда X'cZ. 5) Либо. 
X = D(y), либо X относится к случаю (II) и л = хг, Х'—Х^ 
6) Ox' = GzQx.7) GyGx = QrQx>. 

7.4. Теорема, (i) Пусть ХаУ полно, конечно, diamX>2 
def _, 

и Tc6(Aut'X)" невырождено. Тогда Т(Х, тс)-=1nd(G, Ох,'ъ)~ 
неприводимо. 

(И) Т (Хъ 1с1) ~Т(Х2,1-2)^существует gGG такой, что 
X2 — .ffXi и представления у̂ "1-2(.§Т5*~1). y^'My) группы Gxt эквивалентны. 

(Ш) Всякое TQG", не являющееся ни специальным, ни сфе­
рическим, эквивалентно представлению вида Т (X, тс); обратное 
тоже верно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i), (ii). Пусть H —H(Т(X, тс)). 
Определим НуаН, как в 2.5, и покажем, что Ну=Ну для 
любого полного У. Как и в 2.5, достаточно проверить, что 
(/бЯк, 7-AX){Rightarrow}/(1) —0. В случае (А) леммы 7.3 рассуждаем 
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так же, как в п. 2.5. Пусть имеет место (В). Тогда Gx'aGyGx, 
откуда Qx'CzGxQy- Заметим теперь, что наша функция / 
Ск-инвариаитна справа (поскольку /6Hr) и GA-инвариантна 
слева (поскольку тс | GA------1). Поэтому f\QxGr = f(\), откуда 
/|Олг.==/(1). C другой стороны, из условия невырожденности 
следует, что {sum} /(g) = 0, откуда /(1)==0, Доказательство 
заканчивается теперь так же, как в п. 2.5. 

(Ш) Пусть TQG". Выберем минимальное полное конечное X 
с Ял--/Ч°}- Тогда diamX>2. Как и в п. 2.5, все сводится 
к проверке равенства РуРх=0 (здесь YczCf любое полное 
поддерево, такое, что УФХ). В случае (А) леммы 7.3, рассуж­
даем так же, как в 5.1. В случае (В), заметим, что Рх-~ 

п'—\ 

-~-р~2d Т(£])Рх> гд-е {<?ь •••.«§•«'-1} — полная система пред т 

ставителей классов gGx, где g&Gx1 (здесь следует отметить. 
что Gx является нормальным делителем в Gx' и что Gx</Gx = 
==S(/i' — l)). Согласно лемме 7.3, gfiQyGx, / = 1, . . . , в ' - 1 
отсюда следует, ЧТО РуРх' = РуРх. Но Р А " = 0 (ввиду вы­
бора X), поэтому Р.-Рл'--=0. 

7.5. Если aGE, обозначим через xa.,o (соответственно, х а д ) 
ту из двух вершин в да, которая имеет конечный (бесконеч. 
иый) тип. 

Лемма. Пусть Г— произвольное представление О, такое, 
что Я{д-р.{0} для вершин xGver У бесконечного типа. Тогда: 

(i) Если YczCJ, a6E, аФУ и dU a , i , Y) < d (xa,o, Y"), то 
Pr/v-o. 

(И) Пусть a, P6E, a-Z-p, и либо d(x-.,i, P)<d(.?c-.,o, v), либо 
d(A-[.,i, a)<d(xp,i], a); тогда PaPp-=P-,P-—0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) проверяется точно так же, как 
лемма 5.1. (И) следует из (1). 

7.6. Обозначим через Ж пространство всех функций / (р), 
P6E, удовлетворяющих следующему условию: для любой вер­
шимы A"Gver,7 конечного типа пусть р., . . . , р,.'~-все ребра, 
содержащие .x; тогда / (р.)+ . . . + /({$«•)-0. 

Теорема . Пусть „Т-естественное представление группы G 
в пространстве 1й(Е)±*Р(Е){)Ж. Тогда 

(1) $Г неприводнмо и является специальным представлением. 
(И) Это единственное специальное представление группы G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Зафиксируем a6E. Определим 

функцию / 0ф), P6E так: /0(а)==-1; если ab . . .,а,.._- —все 
отличные от а ребра, содержащие xa,o, то /(а,) = — (ге'—• 1) -, 
1 < i < n ' — l; /n(P)=-0, если xp, о =;~-xa, о. Нетрудно показать, 
что J5(E)0a—C/Q. С другой стороны, для любой /6/o(E) имеем 
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(/, gT(g)f0) = f(ga)n'(ti' —1)_1. Стало быть, /о является 
циклическим вектором и £Г неприводимо. Легко проверить, что 
£Г не является сферическим. 

(ii) Пусть Г6G^" —специальное представление. Зафиксируем 
аб£ и ЫНа> || Ц| = 1. Положим q>(P) = (£, T (gjl), "где P6E, 
g-p —любой элемент из G такой, что g-a — [3. Достаточно 
показать, что Ф = / 0 ; отсюда будем следовать, что {T(g)l, •!) = 
= cons t ( J (g) / 0 , / o ) и Т~<Г. 

Пусть K = G{xatQ}, Кг = Оа. Имеем CardК/К г < оо 
def ^-^ . 

И"П— .2.1 ^ Of) £-H СП , поэтому т) = 0. Отсюда следует, что 

Фб^. Ясно также, что функция ф Оа-инвариантна и что 
Ф(а) = 1. Наконец, заметим, что q($) = {P$Pai, T(g$)Q; поэтому 
лемма 7.5 (И) показывает, что ф(Р) — 0, если выполнено одно 
из указанных в этой лемме неравенств. Комбинируя все эти 
свойства функции Ф, нетрудно проверить, что Ф = / 0 . 

7.7. Зафиксируем вершину х бесконечного типа и вершину 
х' конечного типа; положим К— О^}, К' = 0{х'у 

Т е о р е м а , (i) T£Q~=>uimH (T)K<Л, dim Я ( r f < 1 . 
(ii) Сферические функции на Q относительно К и К''г 

соответственно, задаются следующими формулами (если gQQ, 
мы полагаем соответственно да — d(x , gx)/-2, tn = d(x', gx')/2): 

Ф(?) = ФЛ^) = С'"> ГДе с 0 < с < 1 , с0== —(и. —1)-\ (1> 

Ф' (ё) = Ф;.. О ) = с' ( $ £ r ) m _ 1 . где 0 < с' < L (2> 
(Ш) Обозначим через Г,,, Т'с, соответствующие сферические 

представления группы О. Тогда Т0~Т'с,-**-с' = (\ + (я' — 1)с)/п',. 
где сфсй. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Пусть Г—-произвольное представ_ 
ление группы G, Р и Р'— ортогональные проекторы на Н(Г)к 
и Н(Т)К', соответственно. Определим операторы A (от), A'(m 
так: A(m) = PT(gm)P, A'(m) = P'T(g'JP', где d(x, gmx) = 2m) 
d(x', g'mx') = 2tn, m = l , 2 , — Так же, как в п. 5.3, можно'' 
проверить, что 

A(m)A(l) = A(m-{-\), 

A'{m)A'(\) = ^A'(m + l)-^^A'(\). 

Отсюда следует, что {А (т)} и {А' (т)} порождают коммутатив­
ные алгебры. 

(ii) Пусть ф (соответственно, ф') — сферическая функция 
на G относительно К {К'). Из (i) следует, что ф и ф' задаются 
формулами (1), (2); надо проверить только, что выполнение 
неравенств Со<с<1, 0 < с ' < 1 равносильно положительной опре-
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деленности (здесь мы неявно используем утверждение, анало--
гичное 5.4 (ii)). 

Для проверки необходимости этих неравеств надо рассмот­
реть соответствующие ядра Ф{у,у'), Ф'(у>у'), (см. доказа­
тельство теоремы 5.5, 2-й способ), ограничить эти ядра на 
V(x')xV(x') и на V(x)XV(x), соответственно, и воспользо-. 
ваться следующей простой леммой: пусть a--=||aij|| — квадрат.' 
ная матрица порядка п такая, что а,ц= I, а^ = с при i=j; тогда 
а>0<->— (n— 1)--<с<1. 

Достаточность неравенств с 0 < с < 1 , 0 < с ' < 1 можно про­
верить 2-м способом, примененным в доказательстве теоремы 5.5; 
при этом надо использовать приведенные в п. 4.6 формулы для 
сферических функций на группах Aut #„,„•. 

(Ш) Нам будет удобно считать, что d(x, л:') — 1; тогда 
Card (КЧК[\ К') < оо .Возьмем |eH (-"-)*, Ш----1. и положим 
ч\= 2 Tc(g)l. Легко подсчитать, что j|Tj||2==/г'(1 +(л — 1)с); 

g£K'/Kf]K' 
поэтому TI=7-= О ПРИ сфс0. Положим TI = ||Ti||--ri. Тогда 
{Tc{g\)% Ti) — (1+ (n' —1) с)//г'. Это показывает, что Tc~T'c,t 
если с-?--со и с'-—(1+(и/—-1)с)/п'. 

Заметим теперь, что Т'0 эквивалентно естественному пред 
ставлению в Р(0/К'). Отсюда следует, что Н(Т'0)К — {0}, Tai 
что соотношение Т'0~ТС невозможно ни при каком с6[с0, 1]. 
Теперь ясно, что соотношение вида ТСо~Т'с, также невозмож­
но: случай с' = 0 мы только что исключили, а случай с ' > 0 
означал бы, что ТСа~Тс, где сусй, а это абсурдно. 

7.8. Теорема . Всякое представление группы Q порождает 
алгебру фон Неймана типа I. 

Д о к а з а т е л ь с т в о такое же, как в п. 5.7. 
7.9. Замечание . Для любой 2-транзитивной подгруппы 

TczS (n') можно определить группу Airtr £/<•;_„• crG подобно тому, 
как это сделано в п. 3.12. Все результаты настоящего парагра­
фа переносятся на эти группы. 
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