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Алгебра и логика, 2 4 , № 2 ( 1 9 8 5 ) , 2 0 5 - 2 1 0 

УДК 5 1 9 . 4 8 

ПРАВОАЛЬТЕ^НАТИВНЫЕ-АЛГЕБРЫ С УСЛОВИЕМ 

МИНИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ПРАВЫХ ИДЕАЛОВ 

В . Г. СКОСЫ РСКИЙ 

Одним из классических разделов структурной теории ассоциативных ко­

лец является теория алгебр с условием минимальности для правых идеалов. 

Для правоальтернативных алгебр эта проблема изучалась в [Ъ, 5, 9 , 1 2 [ 

В настоящей статье доказана следующая 

ТЕОРЕМА. П у с т ь Д - п р а в о а п ь т е р н а т и в н а я 

а л г е б р а н а д к о л ь ц о м с к а л я р о в ЯР , , 

у д о в л е т в о р я ю щ а я у с л о в и ю м и н и м а л ь н о с ­

т и д л я п р а в ы х и д е а л о в . Т о г д а к в а з и р е г у ­

л я р н ы й р а д и к а л ^^А^ а л г е б р ы А п р а в о н и п ь -

д о т е н т е н , а ф а к т о р - а л г е б р а Д^ ^(А^ - к о ­

н е ч н а я п р я м а я с у м м а м а т р и ч н ы х а л г е б р 

н а д т е л а м и и а л г е б р К э л и - Д и к с о к а . 

Заметим, что аналогичная теорема для правоальтернативных алгебр с 

условием минимальности для левых идеалов несправедлива. Это следует 

из существования простой правоапьтернативной ниль-алгебры без собствен­

ных левых идеалов. Пример такой алгебры построил И. М. Михеев 4̂~J 

Кроме того, заменить в этой теореме правую нильпотентность радикала на 

нильпотентность также невозможно. Это видно, например, из примера 

Г. В . Дорофеева £ с м . Г|. 
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Отметим также, что этот результат усиливает результаты ^ 9 , 1 ^ } , 

где изучались право альтернативные алгебры с условием минимальности для 

квадратичных идеалов. С другой стороны, так как для альтернативных и 

( - 1 , 1 ) - алгебр правая нильпотентность эквивалентна нильпотентности, то 

из этой теоремы следуют результаты К. А. Жевлакова ^ 2 ^ и Р. Э. Нэомепь-

ди для альтернативных и ( - 1 , 1 ) -алгебр с тем же условием минималь­

ности, 

В дополнении к настоящей статье показано, как можно устранить неточ­

ность, допущенную автором при доказательстве теоремы в [jj-̂ J-
Приступим теперь к доказательству теоремы. 

Пусть Д - правоальтернативная алгебра с условием минимальности для 

правых идеалов, - ее радикал Михеева [з]. Известно [ l O , см. так ­

же дополнение^ , что фактор-алгебра 

альтернативна. Так как 

для альтернативных алгебр радикал Михеева совпадает с локально-нильпотен-

тным радикалом, то, в сипу результатов К. А. Жевлакова [^Q, фактор-лп-

гебра А/Л1(А^ - конечная прямая сумма ассоциативных матричных алгебр 

над телами и алгебр Кэпи-Диксона. Поэтому 
Очевидно, что если . С - правый идеал алгебры 

А (С « г А ^ и 1 - иде¬ 
ал алгебры Д М ( 1 < Д < + \ то C I - ^ А . 

Как обычно, через обозначим алгебру правых умножений алгебры 

А и через - оператор правого умножения на элемент А . Извест ­

но QjQ, что 
- по кально-ни л ь -

лотентный радикал алгебры R(A^ . Отсюда для любого иавдяевого конечно-

порожденного правого идеала J алгебры А имеем 

Для U I V С Д по индукции положим: ( U , V ^ e U и 

<u,vvM = < u , v > - v . 
В силу условий минимальности стабилизируется цепочка правых идеалов 

(0LL,JLL)^} , здесь и всюду ниже Л = v£t(A^ . Предположим, что 

(Jll, J I L ^ ^ — ОИДС)^ ф 0 < л > . Ясно,^ что правый идеал Л = 
—\J\LJll/ удовлетворяет условию 

. Выберем тогда среди 
С" д ft tit Я" 

ненулевых правых идеалов (J алгебры Д , для которых CJU/ -* С , ми­
нимальный правый идеал С > Очевидно, что для любого правого идеала 

I алгебры А , который L ̂  С • найдется число S 1 £ I , X L ) g ~ 0. 
В частности, такое число найдется для любого женечао—порожденного право­

го идеала I С Q, , <flv> 
Допустим теперь, что 

. Тогда найдутся такие 

ко-

file://�/J/LJll/
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нечно-порожденный правый идеал С С и числа S , К. ^ 0 , для кото­

рых справедливо: < < 0 Д > - i l l , Jlt> ¥= О 
<ад\-iCUi\= « э Д >• л ™ л \ = 0 • 

S т 1 ^ з * *̂  1 
Так как то можно подобрать и минимальный правый 

идеал I алгебры А , содержащийся в Л , для которого 

* (JtL ^ 0 • Ясно, что J - однопорожденный правый 

идеал. Следовате льно, . Отсюда, ввиду в ы -бора I , имеем (О,Л\ ' (XI ' СI' Л)) Л \ = 0 . Т е -

перь, последовательно применяя тождества 

— U , получаем 

<<зд>5иГ- I\JU>k=<с w s uT • ID • 1\л\ — 

S 
т « ш . - -Ja^JULV s «ЭД> • BULV- CAT* V+ 

9 K b 

Противоречие. Поэтому . Так как (см. 

^]Q), где ( J J / ^ ) - степень йордановой алгебры J[|f^, то C/QJU^VlD5 

= 0 . 

Пусть U /6XL такой, что C t ( / Q и 9 - идеал алгебры Д ^ , по -

рожденный элементом [X/ . Таким образом, 

Из тождества "Ь ~ Z(£o 1^)' = О для любого числа ( ( н е ­

сложно вывести включение 

+• МОП' . Значит, сэ=<сд> • d С M'Jl'C . 
гл.-1 

Отсюда, в силу выбора С , получим 

В ÊiQ доказано, что конечно—порожденный разрешимый идеал специаль­

ной йордановой алгебры порождает во всякой ее ассоциативной обертывающей 
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алгебре нильпотентный идеал. Таким образом, для некоторого числа S 

множество ("3 ") содержится в идеале алгебры R(A) , порожденном 

(.t) ) (здесь степень понимается относительно умножения в алгебре А ). 

Следовательно, для этого числа 3 имеем С = C(.̂ J ^ ~ 0 . Про­

тиворечие. Поэтому JLL = : (^LLCA^ = о , 
Теорема доказана. 

Д о п о л н е н и е 

Как сообщил автору Р. Э. Роомельди, в £lcT| доказательство теоремы 

имеет некоторый пробел. В этом дополнении показано, как его можно устра­

нить. 

Пусть А _ правоальтернативная алгебра, 0Х~ЬСА̂  - ее идеал, порож­

денный всеми ее альтернаторами. Через / j - обозначим ф -модуль, по­

рожденный элементами вида где О/, 6в А . И з ­

вестно Q 1~\ , что L^- левый идеал , и d.t"b(A^ = L "г" / *А • Очевидно, 

что L+LA=L+L®A ={L) tti 
. В 1 1 0 , лемма 6 I доказано, что 

ДСН 

( L ^ T l A ^ Я. S{^) ( здесь .как и в П 0 1 , 
радикал Слинько-Маккриммона алгебры Д ). 

А. Тэди [ l 3 ~ | доказал, что всякий идеал X алгебры 

такой, что алгебра А / X - невырождена, является идеалом и алгебры 

А . В частности, . Как известно jjQ , фактор-алгебра 

аппроксимируется первичными невырожденными алгебрами ви­

да А * У X , 
, где Х^ 4 А • Ввиду выше отмеченного, имеем X ^ А 

и, как легко видеть, А / I ^ - первичная алгебра. Нам достаточно доказать, 

что (0 ([Л — 0 во всякой такой алгебре А . ~ А / J , где ^ - ес¬ 

тественный гомоморфизм алгебры г\ на . 

Допустим / ЦН^/л^ "ф 0 . Тогда из первичности А ^ 

имеем TCAf ,̂  = О и из описания таких алгебр £jQ А ^ - либо ассоци­

ативна, либо ее центр X ^ Х ( А^*"^ ^ 0 и X ^ А ^ = 6>(£) = F ' -

алгебра невырожденной билинейной формы Г на пространстве V над по­

лем F = *ХГ 110. CLLnVpV > 4 . Так как , как ф -модуль порожден 

нильпотентными элементами (а именно, элементами вида С OL-̂ OU, fe^ и 
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, то случай, когда — ассоциативна, невозмо­

жен. Ясно, что £ j - квадратинный идеал с лед о - . 

вательно, и ^ F 1 /ц^^^ЬС^ .Так как нильпотентные элементы алгеб­

ры _ВС^ принадлежат \J , то V . Из Z»^e ^ А ^ 

получим £ + X / Е>(р = & ф . Если ^ = 0 , то Лу,<Я 6 ф 

и, в силу простоты алгебры .BC^^i =
 0 • Значит, «£-^® It ^ 0 . 

Так как V»V С F 4 , то У = ( J t f £ ^ • V<= ( V» It > 1 ^ + 

+ {I A ,V ,XJ e ^ , T . e . I a - V . 
В Q - l , лемма 12^1 доказано, что 

такой, что 

(LMA\ №M,D £ W, . т а к как с Х А . 
то имеем ( Z - . Z j , А ") — (A t i—k Л — О . Отсюда (см. тож¬ 

дество ( 4 ) в П.Л) \LL,yL. ,1 Q N -CA. l . Так как алгебра Д -
— —I ev. y êl »f OS. {(. 

неассоциативна, и алгебра - без локапьно-нильпотентных идеалов, то 

по Q 1 , теорема Г ] имеем . . (A = С ( A jj • В частности , 

АдД = ^ ' ( ^ т с ю д а и и з тождества ( 1 ) в Q , с, 6 9 ^ 
( £ * . , А ,Zj,}^" = 0 . Значит, алгебра ассоциативна. Противоре-

л, eL 

чие. Теорема из Q-O^ доказана. 

Автор выражает Р. 3 . Роомельди свою глубокую благодарность з а с о ­

общение о допущенной d ĵ-(?J неточности. 
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