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Алгебра и логика, 12, №5 (1973) , 497-511. 

У Д К 51.01:518.5 

О В Ы Ч И С Л И М О С Т И С Ф У Н К Ц И О Н А Л А М И 

В . И . А М С Т И С Л А В С К И Й 

/V будет обозначать множество всех натуральных чисел 0,1,2,...; 

^ - множество всех тотальных (то есть всюду определенных) функций 

f\H—*~N ; § - множество всех (возможно, частичных) функций т и ¬ 

па Н—*~N (N С1 $ ) . Функционалами мы здесь будем называть функ­

ции типа /V* х •f*'-~H , где K,ii.H и 1У0 . Функционал F [X1t... , 2С к , 

jCf (f>£ ) называется совместным, если для любых ^ , , . . , ^ , у ^ , . . . , ^ 6 ^ 

таких, что tpf^fy & . . . & <ре £ , и любых Ц Хк , у'е А/ 

F{av...,xK,<p( <pg)*y=*F(4 

Множество всех совместных функционалов типа <f—*"ti обозначаем § . 

Мы будем рассматривать два вида вычислений, использующих функци­

оналы: 1) вычисления на машинах Тьюринга с оракулами из U 5 , и 

2) вычисления, рекурсивные относительно функций и функционалов из £U 

U§ в смысле А к ц е л я С Щ . Мы установим, что оба вида вычислений п р и ­

водят к одному и тому же классу натурально-числовых функций и совмест­

ных функционалов, вычислимых относительно данного конечного набора 

элементов & U & . Для некоторых функций и функционалов этого к л а с с а -

а именно, для функций типа N * (л /Т— N , кЛ*0 , вычислимых 

относительно тотальных функций ^'• N—*~N и функционалов 

эквивалентность тьюринговой и рекурсивной вычислимости была установлен 

на в С 21 и Z 31 . В отличие от методов С23 и L3J , наш метод основан 

на сведения вычислимости относительно набора функций и функционалов из 

Функция -р называется функцией типа Л — * - У , где X и У - ка­
кие—либо множества, если область опреде.1- 'ния -j- включена в X , и все 
значения ^ принадлежат Y . Как обычьо, запись •£: Х~*~У означает, 
что -f является функцией типа Х - * " / , с-феделеннои всюду на X . 

Результаты С23 и С 3D установлены для функционалов любых конеч­
ных типов, но функционалы типов t > 2 мы здесь не рассматриваем. 



J" U & к вычислимости относительно с о о т в е т с т в у ю щ е г о набора лишь 

функций из Of . В с л у ч а е тьюринговой вычислимости такое сведение п р о ­

изводится по образцу, данному Белякиным в С4 , с т р . 153 ; в с л у ч а е р е ­

курсивной ( п о А к ц е л ю ) вычислимости действуем аналогично. При этом 

функционал, входящий в данный набор э л е м е н т о в &" U§ , при различных 

определениях вычислимости заменяется различными функциями ( б £) , и 

далее наша задача будет с о с т о я т ь в установлении связи между этими 

функциями. 

Положительной чертой э т о г о метода является е г о " симметричность" : 

чтобы установить совпадение двух классов по -разному вычислимых функ­

ций, надо установить два включения; кроме некоторого начального этапа, 

доказательство второго включения у нас аналогично д о к а з а т е л ь с т в у пер -

вого , ч т о , конечно, упрощает все д о к а з а т е л ь с т в о в ц е л о м . 

Предварительно нам надо будет сравнить различные определения вы -

числимости относительно набора ф произвольных функций из S- . К р о м е 

вычислимости по Тьюрингу и рекурсивности по Акцелю, мы попутно рас -

смотрим и иные виды вычислимости относительно ф ( о т н о с и т е л ь н у ю р е -

курсивность по С5П и относительную jd - р е к у р с и в н о с т ь ) . Е с л и набор ф 

состоит лишь из тотальных функций, то , как известно, все эти определения 

эквивалентны. Мы выясним, что в с л у ч а е , когда ф содержит частичные 

функции, некоторые из этих определений продолжают, а другие - переста -

ют быть эквивалентными (расхождение различных версий вычислимости о т ­

носительно частичных функций впервые иным путем б ы л о обнаружено П л а -

теком Св J ) . 

§ 1. Некоторые сведения о машинах с частичными оракулами 

и об индуктивно определенных множествах 

1 . Мы предполагаем знакомство читателя с теорией машин Тьюринга , 

излагаемой в С5, § 67Ц и С 2, § О , и б у д е м б е з объяснений использовать 

применяемую там терминологию. У к а ж е м отличия рассматриваемых з д е с ь 

машин £>т описанных там. У Клини оракулами являются т о т а л ь н ы е функции 

^ : /V —*~Н и функционалы (j '• Н —*-Н . Мы будем рассматривать маши­

ны Тьюринга с набором оракулов С = Q , . . . , &Т , где Q и для в с е х 

f^sl^iTL О'. fe & U - С частичной функцией -р£ 3- в качестве 

оракула машина Тьюринга работает так же, как с т о т а л ь н ы м оракулом Cj, , 

с единственным дополнительным у с л о в и е м : если на такте t машина об -



решается к оракулу -f с числом Т)опг [f) * \ то на (Z/ + /J - м 

и последующих тактах ситуация на ленте машины считается неопределен -

ной, и ре зультат этого вычисления также считается неопределенным C7D . 

Гёделевский номер таблицы команд машины Тьюринга будем называть к о ­

дом этой машины и иногда будем отождествлять машины и их коды. С о ­

гласно L23, с оракулом 1} '• N —*~Л' машина Тьюринга работает с л е д у ю ­

щим образом. Допустим, на такте t машина ШЬ обращается к оракулу 

(г с некоторым Xi_ Н . Если 

( А ) ЯГ я в л я е т с я к о д о м н е к о т о р о й м а ­

ш и н ы и 1 - м е с т н а я н а т у р а л ь н о - ч и с ­

л о в а я ф у н к ц и я - о б о з н а ч и м е ё ч е р е з 

уэ^ , - в ы ч и с л и м а я м а ш и н о й с т е м ж е, 

ч т о и у <7й . н а б о р о м о р а к у л о в , я в л я -

е т с я т о т а л ь н о й , 

.-о на ленте машины 'ЛЬ записывается число &(<Рд) , и на (t~k~i) -м 

такте машина 771 воспринимает пару чисел X, (j (tfg) • Если же у е л о -

вие ( А ) не выполняется, то ситуация на + - м и последующих тактах, 

а также результат этого вычисления считаются неопределенными. 

Условимся , что с функционалом , _ типа <f ~*~М в качестве оракула 

машина Тьюринга работает так же, как с о р а к у л о м (т , с единственным 

отличием: в ( А ) условие тотальности функции заменяется условием: 

Ф £ Dam (F) , ( Т а к и м образом, с оракулами F , у которых 

Bom = N , машина работает точно так же, как в С 2 ^ ) . 

Внесём также некоторые технически удобные изменения в о б о з н а ч е ­

ния выполняемых машинами неэлементарных актов: будем считать, что т а ­

бличная запись, при которой происходит обращение к оракулу О1- набора 

(У , имеет вид ^.Ь.ф^У , где /-4- 6 ^ rn ( т - ч и с л о о р а к у л о в ) , и -

состояние, в которое машина переходит после получения ответа оракула. 

Таким образом, в отличие от С 2 3 , в табличных записях неэлементарных 

актов тип оракула явно не указывается . Зато машина с одной и той же 

таблицей теперь может работать как с данным набором оракулов О , так 

и с набором 0 , получаемым заменой одного из оракулов в (У ораку -

лом иного типа. ( Э т о о б с т о я т е л ь с т в о используется в доказательстве л е м ­

мы 4 ) . Очевидно, при любом наборе О это изменение вида табличных 

записей не меняет объема класса функций, вычислимых машинами с ораку-

*^ Эогп (f) обозначает о б л а с т ь определения функции f 



лами (У 

Для л ю б о г о ГП^ О пусть 

обозначает множество кодов всех 

машин, у которых во всех табличных записях в и д а < £ , ^ ^ > -/^С/^ГП 

(O^Dd/Yi и Cdf^—Cd^j). Подобно С 2 , § 2.2Ц , л е г к о проверить, что 

предикат %Z ГП z 6 CUт примитивно-рекурсивен. Для любого Z t Cd 

через %^ будем обозначать функцию типа /V —*- N , К & О , вычи­

сляемую машиной % с набором оракулов 0 ; для Z rf. Cd т считаем 

%^ нигде не определенной функцией. Наборы Х;,...,ХК н <pf,...,(pg 
[k,b^0) будем обозначать через X и ср соответственно. Функция 

•j- [X) или функционал F(X,^>) называются вычислимыми по Тьюрин­

гу относительно д , если f(x) <У- (X) или F(X, р~) — v£' ^ (X) 

при некотором Z£ fiJ . Универсальную функцию %ZX . (X) будем 

обозначать через 7 ^ , т . е . Т° (Z,X) ^ (X) • При л ю б о м k >0 с о о т ­

ветствующую универсальной Z нумерацию совокупности всех к - м е с т ­

ных натурально-числовых функций, вычислимых по Тьюрингу относительно 

С , будем обозначать также через Z® • П у с т ь для Z^Cdm Tm(z,n)=0, 
а для z&Cd-m т ^<гь^ е с т ь код машины, которая для каждого набо­

ра значений сС сначала записывает на ленте набор П,Х и затем рабо­

тает с этим набором (и с теми же оракулами, что и у Z ) так жэ, как 

работает с. П,Х машина Z . Очевидно, ТТ (Z,/z) является обшерекур-

сивной функцией (о .р .ф . ) тнкой, что 

7, 
( 1 ) 

2. Соответственно трансфинитной природе понятия вычислимости с 

функционалами, нам придется часто оперировать с индуктивно определенны­

ми множествами. П у с т ь (Р/{ - множество з с е х подмножеств п р о и з в о л ь ­

ного множества У ; Для любой функции / типа 

и порядкового числа V полагаем: 

J L ( J , n - J , A v (J .n= U / \ A v , f 3 , n ) п Р и i?o. v « 

Если все члены последовательности |У1̂  Ц , ^ " ^ } определены и, начиная 

некоторого значения V = , равны между собой, то (J , О обознача­

ем через St ^ (J) 

Функции отождествляются с их графиками; в частности, ф обознача­

ет не только пустое множество, но и ч;сгде не определенную функцию. Е е -

( 2 ) 



ли ^ - функция типаХ—*"Y и ^ - ти!.ч Y — " Z , то функция k/Z. 

j- (Z)) обозначается через £j о j- , 

Л Е М М А 1. П у с т ь X - п р о и з в о л ь н о е м н о -

ж е с т в о , Ф - м н о ж е с т в о в с е х ф у н к ц и й 

т и п а X —*- X и Г1 , Г? : Ф —*~ ̂ . Е - с л и ф у н к ц и я 

<р £ Ф т а к о в а , ч т о м н о ж е с т в о 

4 - : Г [<p.f) == <р>Гг ф] 

н е п у с т о , и ф у н к ц и я т а к о в а , ч т о 

( V V ) Г Л у [Ф, Г: ) £ М . т о д л я л ю б о г о V 

Ач (ф°ф,г ) ~ <р°А, (?,г2). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О проводится трансфинитной индукцией по £ , 

§ 2. Вычислимость относительно частичных функций 

Всюду далее ф будет обозначать набор функций ф^,- Ф п , где 

П^О . и для б = / , . . . , я ^l^^ • Е с , 1 И Функция у? (типа Л / ^-*-Л / , 

К ^ 0 .) может быть определена, исходя из функций ф и примитивно-

рекурсивных функций ( п . р . ф . ) , кон?ча.'й последовательностью операций под­

становки, примитивной рекурсии и минимизации, то (f казывается частич­

но yti -рекурсивной относительно ф . В С 5 , теор . XX1XJ у с т а н а в л и в а ­

ется частичная ^1 -рекурсивность функций, вычислимых машинами Тьюрин­

га с тотальными типа 1 оракулами. С незначительными изменениями дока­

зательство этой теоремы проходит и для машин с произвольными принадле­

жащими $• оракулами, и, таким образом, получается 

Л Е М М А 2. Д л я л ю б ы х П., к ^- 0 и л ю б ы х ф у н к ­

ц и й ф1 фп£ !f ф у к к ц и я 7 ^ Z , a ? / ( . ч а с т и ч ­

н о jj - р е к у р с и в н а о т н о с и т е л ь н о 

Введем понятие рекурсивности относительно ф в с м ы с л е Z 1Л . В с ю ­

ду далее A/fl^. будет обозначать п.р.ф., взаимно-однозначно о т о б р а ­

жающую А'^ на Л/ ; О,' и & - п.р.ф., оэализующие обратное отобра -

жение: А б / — <2 , ~ Ь, Для любого к^О полагаем: ( х ^ . . ,ХК) — 

— [ 0 при к=0 , V, при k = i , (Х,,&г ХК~>) п р и П у с т ь ' Ъ а х . 

С аЗ {х) - о.р.ф., универсальная для всех 1 -местных п.р.ф. и та-



кая, что (& tX )*=[p(Q)~\ {&) . где р - некоторая п.р.ф.*' . Через 
ф 2 

СС (й,Х) о б о з н а ч и м наименьшую из функций ^ (типа Н —*~N ), 

удовлетворяющих следующим условиям: 

q{.{la,i),x) (у ia,x),f (£,х)), ( 3 ) 

Ч (С 6 + / , 0),Х) (f>- {*) для всех С- / , ...,11. 

Скажем, что функция ср частично^ рекурсивна по Акцелю относительно 

ф , если <р [Х1, .. ., Хк ) ol оС ^ (Z, (Х1,...,ХК)) при некотором zeA/-

Функция оС может быть также определена индуктивно следующим 

образом. П у с т ь для л ю б о г о порядкового числа V 

где ТЕ t 1 

i y = \ ((0,a),x,y):Lal (sc)-t/) О 

U{({U/,0),cc,f: Ыб^л&у * фсЫ] , 

и для любого A 

Тогда для любого V £ у

Г С | ^ , | <<2,Х,(/> {а.<С,ф £ f у ) _ 

является графиком некоторой 2 -местной функции ( о т а и X ) , H^aj^-^CI)' 

Отсюда следует , что 

Соответственно этому полагаем : 

^ ~ <: а ; ) О у К {a ,X,y)<L$f\ ; 

таким образом, область определения |(2,гс | ^ совпадает с Dom ( о с ^ ) . 

Ч е р е з je^j всегда будем обозначать частично рекурсивную функцию 

(ч.р .ф.) с гёделевским номером £ С 5 Л . 

1акая универсальная может быть определена методом С 8 , § 7.13: 
П&1 (ос) = 11(Д, (а, XI) , где U - произвольная о.р.ф., универсальная 

для 1-местных п.р.ф. 



Л Е М М А 3. Д л я л ю б ы х /г, к ^ О и л ю б ы х 

ф у н к ц и й ф1,...,фп £• £ ф у н к ц и я (z,Xf ХК) 

в ы ч и с л и м а п о Т ь ю р и н г у о т н о с и т е л ь ­

н о ^ . _ 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно, очевидно, показать, что ос^ (z, X) 

вычислима по Тьюрингу относительно ф . Мы сделаем это с помощью 

леммы о рекурсии С 8 , 9 18.43 . Введем обозначения: {х) = {ее") ' f 

(х)^ — [х"') . Нам нужна машина с набором оракулов ф , такая, что 

если в начальной ситуации на ленте представлена тройка чисел В, Z 

и X , то далее машина работает следующим образом. 

1. Проверяет выполнение дизъюнкции: 

г = 0 v [ z - (С+1,0) & /4б4п1 у « - V. 

2. Если , машина вычисляет %" , затем ~Lzf,J , полу -

ченкоэ число выдает в качестве результата и останавливается. 

3. Если Z*=(iA1,0) в / ^ Й Л 1 то машина обращается с числом 

X к С -ому оракулу ф^ ; если XG. VOtn (ф^). получает число ф. (X) , 

выдает его в качестве результата к останавливается; если xtfDom (фг), 
то дальнейшая работа и результат вычислений не определены. 

4. Если z ' = У . машина вычисляет (Z)f , затем начинает вычислять 

[е}((%\ , X) и, если [e}((Z)} ,Х.) я-С0 , находит это число С0 и 

проверяет условие: CQi.Cd.n : в случае его выполнения машина, модели­

руя действия машины ( с кодом) Са > вычисляет - если удастся - число 

Cj — £ ^ (С0, 0) . Далее аналогично машина вычисляет числа (Z)^, 

СГ~\^}((^)г,х) и Cj£L Z ^(CJJO) . Затем машина вычисляет число 

— | б } ( £ г , ( у ) р проверяет условие: C^i.Cdn ; в случае его выполнения 

вычисляет Cg (С^ , 0) • выдает С5 в качестве результата и ос -

танавливается. 

5. Если машина проверяет какое-либо условие и в предшествующих 

пп. 1—4 не указано, что она должна делать, если это условие не выпол­

няется, то машина в таких случаях должна совершать тождественное д в й -

стаже (и работать бесконечно). 

Пусть П1д - код машины, выполняющей указанные в пп. 1-5 дейст -

С помощью ( 1 ) найдем (о .р .ф. ) k (e,Z.,X) , такую что 

Тф (/i(e,z,x),0) c±T*(m0,e,z,x). ( 5 ) 

ВИЯ. 



Т е п е р ь индукцией по / = I * - r l ^ „ а „ 
° * |Z,JC| л е г к о проверить, ч т о е с л и e,Z 

таковы, что 

u r , ^ , / ^ i ^ j ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ; , ^ - o c ^ r . ^ x i , 

то 

П у с т ь число в0 таково, что 

k(e0,z,xl ^{е0) Cz,x) (9) 

L5 , теорема Х Х У П З . Т о г д а по л е м м е о рекурсии для всех j?0/?rk$ 

Ъ*(.\е0)(я,х),о) = ос*(я,х) ( 7 ) 

Э т о в м е с т е с ( 5 ) и ( 1 ) означает , что 

Ф ф 
т , ' ( 8 ) 

™6 т 1 Г п ( т о ^ 0 ) • Т в п е Р ь докажем, что Dom(^)^J)orn (ТФ ) 

/77 ^'-*-/1-на машине /77, с оракулами ^ 
т ' ° Р а к У л а м и у ; таким о б р а з о м , i 7om ( J g ) = 

/77, ' и Допустим, что множество 

Тогда существует пара < £ й такая, ч т о (V<e,d?>€/^)[jS(JB 

^£{Z,X.\\. Очевидно, \ZotxA^ ^ О , с л е д о в а т е л ь н о , Zg= (/, Qg, &0) . 

Заметим, что r j f (z,X) ^ Т„ (£0 ,Z, X ) и, с о г л а с н о ( 5 ) и ( б ) , 

^ Цго}&,х),0) z^ (z,x). 

Значит, машина т с оракулами ф и парой чисел Z, X . представ -

ленных на л е н т е в начальной ситуации, работает так же, как машина т0 

с теми же оракулами и тройкой чисел Е0 , Z , X в начальной ситуации, 

причём в т е х случаях, _когда машине тв в процессе ее работы приходится 

вычислять значения Z^ ([ё^ (U,W), Qj (при различных U,IIb.H ) } 

машина mJ вычисляет значения Z (U,0~) (при тех же и и W ) . Со¬ 
/77, 

ответственно этому замечанию и пп. 1-5, 



причем значения у,- r j (а„,Х0) . у, - ^ f ^ J ^ > » </r*Zr tyo'P 

машина гп, вычисляет в ходе вычисления 2\ (Z„%X„1 и, следова 

тельно, (ад,Хд), £(Sg,X0) я JC (уд,^) меньше £_(Яд,Хд) . Но тогда 

<а0,Х0> , <£д, ДГ а>и<у 0 |^>принадлежат Вот (оС?) и, согласно ( 8 ) , 

- оС ̂ (ос ^ f c , «ЛГ, ) , оо *(6д , Ха ) ) - е с ' ( * в , ДГв ) . 

Отсюда и из ( 9 ) следует, что Хп > ])ofTl (°^^) ~ противоречие 

с определением4 .Z g ,X 0*>. Значит, ])от (ас* ) — Зот (Z ) и, ввиду 

( 8 ) , ос = <П . Что и требовалось доказать. 
т1 

Классы всех натурально—числовых функций, а) частично рекурсивных 

относительно ф ( в смысле С5-1 ) , б ) вычислимых по Тьюрингу относи -

тельно ф , в ) частично рекурсивных по Акцелю относительно ф ^ и 

г) частично и -рекурсивных относительно ф , обозначим через {ft , 

, соответственно. 

Т Е О Р Е М А Т . а) Д л я л ю б о г о а^О и л ю б ы х 

Ф, _ 

I Ф Ф 
и д л я л ю б о г о л Г * # н у м е р а ц и и о с и ^ 

с о в о к у п н о с т е й в с е х к - м е с т н ы х ф у н к -

ц и й и з Л г и . с о о т в е т с т в е н н о , и з У " р е ­

к у р с и в н о и з о м о р ф н ы . 

б) С у щ е с т в у ю т ч а с т и ч н а я ф у н к ц и я ф£.£ 

и т о т а л ь н а я фъ. $ т а к и е , ч т о ф & $ ^ и ф ^ . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О , а) По лемме 2, , по предложению 

А из С 1, стр. 316 3 , JUj ^ Jt , и,по лемме 3, Jt — if ; таким обра­

зом, (Г — XI ^ — Jt ^ • Кроме того, по первой теореме о рекурсииПЯ, 

Л ^ £ (Л ^ . Таким образом, первое из утверждений а) доказано. 

Так как oc^fe У ^ , то_есть ос ^ (z,X) ^ (ао • 'Z, X ) при неко­

тором а о е Л / , то по (1) сс^(г,х) ^ ( Та (a0,z ),Х) , и, следова -Ф Ф тельно, нумерация о с т сводится к нумерации Ъ посредством о.р.ф. Xz. 
Тп (Дд , Z ) . Аналогично, так как Z ^ € Jl ^ , то 

* 



где $0 С И и S - о.р.ф. из итерационной теоремы для JL ^ С 1 , предло-
-| If ЗГ 

жение A J . Значит, нумерации <Х и Z сводятся друг % другу, а так 

как нумерация •27 ̂  - полная, то, согласно теореме 5 из С 8, стр. 2 0 1 D , 

нумерации оС ^ н £Г ̂  рекурсивно изоморфны. 

б) Пусть ® - класс всех монотонных ( в отношении включения) 

функций V типа £ — , таких, что для любой 1-местной ч.р.ф. р 

f ( <р ) - также ч.р.ф. Как показано, по существу, в подстрочном при -

мечании на стр. 362 вС 9D , существуют частичная и тотальная 

& такие, что f ф F (.ф) ни для какой Г"£ @ , nf£$ . Пусть 

Г ( < Р ) = Я/Д7.0с^ (Z,X ) ; согласно ( 4 ) , при любом ztН TL - м о н о -
z Ф 

тонная функция; кроме того, если (р - ч.р.ф., то XiZCd.OC (Z,tC) ( по 

первой теореме о рекурсии) - также ч.р.ф. Следовательно, Г fc Ф для 

всех Z € . A / ; поэтому при тех же у и f f&Jk . 
З А М Е Ч А Н И Е . Лемма 3 и, следовательно, теорема 1 сохраняются 

ф 

если при определении ос в ( 3 ) третью строку заменить следующей: 

^ (р^ ас ) =^ Ср. (X) яля всех 6 = / , . . . , п , 

где Pj,. . ., р п - фиксированный набор каких-либо, попарно различных чи­

сел, отличных от всех чисел вида [9,0.) и (/,a,S). 

8 3. Вычислимость относительно совместных 

функционалов 

Всюду далее F, F ,...,Fni - обозначают произвольные функииона-

лы из ^ , F = Fj ,. . . , F m и, как и ранее,- ф «= Ср f f . , . t срп , где 

все ф- t & . Класс всех натурально-числовых функций, вычис -
* ь р ТВ 

лимых по Тьюрингу относительно F, ф , обозначаем через 

Определим следующим образом: для любой <р€.<£ 

Т*'*(<р) = F(7Ly.Z9'*te,y)). ( Ю ) 

Для любого порядкового числа V полагаем: 

&iiF,$) - А, {ф, тр^) и ilfjl-Stj-tftf). ( i d 

Л Е М М А 4. Д л я л ю б и х F t J ' и ф , . . ,фп£.£ (п>0) 

Z T(Z,CC) Ъ (*,Х). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . С о г л а с н о С 2 , § 1 .3Л, для любого к»0 



F Ф 
где для любого порядкового числа V множества 27 определяются 

А Д 

трансфинитной индукцией следующим образом. Пусть Тд « • | (J5 ,d? ; ) . . . 

. . . , Л ^ , у ) : ZtCdn+j . и машина Я с оракулами и с числами 

^ , „ . , ^ . представленными на ленте в начальной ситуации, в процессе 

вычислений к оракулу F ни разу не обращается; на все обращения к 

оракулам ф машина получает ответы и через конечное число тактов при­

ходит в заключительную ситуацию с числом Ц в качестве результата 

вычислений} . 1 

Допустим, V >0 и для всех V ̂  V множества Т. уже определены, 

не убывают с возрастанием / и для любого к&0 множества ^4.Z,Xft... 

. ..,ХК, у > ( z , к , у ) £ %^ ' j являются графиками (лгт-/^-мест­

ных функций (от Z,Xf , . --I&k )i обозначим через 2"̂  функцию с г р а ­

фиком \<z,uC,y>: ( J . Vx < V)HfZ , iT ,y)£^^I}.3aTeM полагаем: V ^ = 

= j {z,Xj, . . . ,XK , IJ) ZeCd^+^ , и машина Z с о р а к у ­

лами/% ф и числами (Tj,,,. ,ХК в начальной ситуации в процессе вычис -

лений на все обращения к оракулам получает ответы; для любого числа U , 

с которым машина обращается к оракулу F , функция 27, [U,X) 
принадлежит_])от (F) , и ответом оракула F является число 

г— F у 

р^ХХТ^ ' (1£.,ЭС)} ; через конечное число тактов машина приходит в 

заключительную ситуацию с числом у а качестве результата вычислений}. 

Траисфинитной индукцией нетрудно проверить, что для любого v' 

откуда и следует утверждение леммы. 

З А М Е Ч А Н И Е . Если функционал F входит в различные наборы о р а -

к у л о в - f , ф1 и Ff ф2 при Ф,ФФГ - то функции &(F^1) я &(F, ф2), к о ­

торыми F , согласно лемме 4, может быть заменен, будут различны. П о ­

этому в общем случае нельзя говорить об одной определенной функции (fz£)% 
заменяющей данный функционал F . Но содержащий F набор оракулов 

всегда может быть заменен набором лишь функций из &• 

Через ot^'P (z,cc) обозначим наименьшую из функций CJ (типаЛ /—•-

) , удовлетворяющих первым двум условиям из ( 3 ) и следующим ус -

ловиям: 

$((2,0), х) <*F(*y. а(х,1/))г 
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— p ф~ ф 
Если набор функционалов F пуст, то полагаемое ' (Z,X) —с* (Z,X~); 

если_набор F состоит лишь из одного функционала Ff , полагаем 
Еф F,,U> — 

ос ' (Z,X) = ос (z,.CC) . Если же набор F состоит более чем из 

одного функционала, полагаем <scf'^(z,X) — ОС \z,X) , где функцио­

нал F определяется следующим образом: для любой <р £ 9-

FAXX. <р(яс-Н)), если <р(0) определено и ^Ю(0)"6^Ш, 
FM- \ (13) 

не определено в остальных случаях. 

Согласно О Н , скажем, что функция f(X) или функционал Ф @С,ф) 

\Х = Х1Щ..., ССК , <р *= (pt , . . . , <pg ,/<,S^01 частично рекурсивны от­

носительно F, ф , если -f{x) ^ c C ^ ^ ( z , ( X ) J или Ф (X,fp) — 
— at ' (Z,X) при каком-либо а€.Л/ . Класс всех натурально-чис -

ловых функций, частично рекурсивных относительно F, <р , обозначаем 

через St . _ 
ргф п ^ 

Определим К '. следующим образом: для любой p€J 

Затем полагаем: 

Л(Р,ф) = А$У'*)ж О {Ftf)- St^F,?(0). ( 1 5 ) 

Л Е М М А 5. Д л я л ю б ы х и (/>,,..., фп е ? (я&0) 

Р,Ф , , Р (F, Ф 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Вместо О (F} ij/) будем здесь писать простор . 
РФ Р$ р,Ф~ 

Так как р — R Ср) = F( Ху. ос (X,y)j , то ос удовлет-

рф 
воряет первым двум условиям ( 3 ) и условиям (12) и по определению ос 

о с * * ( 1 6 ) 

Пусть 4Z (ос) ы F {\y.<xf'^(x,Lj)) . И з (16 ) и (14 ) следует: 

4CZ*RF'* Ср) - р . ( 1 7 ) 
F$ 

Так как оС удовлетворяет условиям, определяющим ос , то 

в с ^ С ~Ч ( 18 ) 
Fj Ф F ф 

Следовательно, "R (it) С ft , а тогда для всех V А у (0, ' 

pCLIZ и, с учётом ( 1 7 ) , уэ = ЙГ . Отсюда и из ( 1 8 ) получаем включение: 



сс £ ot , которое совместно с ( 16) приводит к утверждению 

леммы. 

З А М Е Ч А Н И Е . Попутно мы здесь доказали, что 

р {F,<p) = Хх. F {Лу.ъ'* 

Таким образом, функция р может быть определена и без явной 

трансфинитной индукции. 

Т Е О Р Е М А 2. Д л я л ю б ы х н а б о р о в ф у н к 

ц и о н а л о в F , Fm ё_5" и _ ф у н к ц и й ft,...,ftn 6 & 

\[П,П > О) к л а с с ы ^ * ' и U с о в п а д а ю т , и д л я 
/ РФ л ю б о г о к^О н у м е р а ц и и о с и Z ' с о в о к у п _ ^ . 

я о с т е й в с е х / г - м е с т н ы х _ ф у н к ц и й и з ^ , 

и с о о т в е т с т в е н н о и з У ' р е к у р с и в н о 

и з о м о р ф н ы 

Для доказательства этой теоремы нам понадобятся ещё две леммы 

(вторая из них представляет решающий этап этого доказательства) . У с л о ­

вимся, что если уЭ в | - простые нумерации, т о у З ^ К Л ^ означает,что 

ji сводится к у посредством о.р.ф. Jej , то есть у Э ( - Ф в ^ ; 

jj означает, что (Зе)Цр^Ге1 ^3 . Напомним, что (p°f)(3C) — 

Л Е М М А 6. С у щ е с т в у ю т о.р.ф. £ f

 я т а к и е , 

ч т о д л я л ю б ы х f, ft Фп^^ н е е / / 

[е}<хр,ф Щф ^[е]»р,Ф f- -, <р,ф 
ос Zg, (е)1 7 * \ * ^\-д2 <е>1 0 0 • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Нетрудно найти такую о.р.ф. О , что Г ^ " 5 " ' ^ 

^ ( 6 ) 3 t ' . Применяя затем теорему 1 а ) , получим искомые 

о.р.ф. у , и gt . 

Л Е М М А 7. С у щ е с т в у ю т ч.р.ф. | e f } и т а к и е , 

ч т о д л я л ю б ы х f 6 § и <р, ft , . . . ,ftn£. & 

РФ F,4> 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть 
\е.\о<р,ф , 

/э(е)= xzx.cc (z.x), 

http://xzx.cc
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р и у являются нумерациями некоторых совокупностей 2-местных 

функций и по лемме 6 уЗ сводятря к ^ посредством о.р.ф. у^ . Так как 

для любых а , ё N { а } = { ^} ? ^f(a) ~ /(£) • т о нумерация ^ , 

как и гёделевская нумерация Я . £ . { б } t является полной и по теореме о 

неподвижной точке С 8, стр. 2013 существует такое число Bj , что p(et)-** 
— (0, ) , то есть 

Отсюда 

Значит, ч.р.ф. | e ( l j является искомой. Вполне аналогично - из второго со ­

отношения леммы 6 с помощью теоремы о неподвижной точке - находится 

и вторая искомая ч.р.ф. | ЗД . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О теоремы 2. Если Т состоит более чем из одно­

г о функционала и Fg - функционал, определяемый по ( 1 3 ) , то, очевидно, 

по любой машине z с оракулами F, можно эффективно найти маши­

ну с оракулами Fgj<p ,_вычисляюпдгю ту же функцию; и обратно. Это оэ -

F,W F </> 

начает, что нумерации t ' и ZT сводятся друг к друг/; а так как 

каждая из них - полная, то они рекурсивно изоморфны. Поэтому достаточно 

рассмотреть случай, когда набор F состоит лиш*. из одно_го функционала 
F ф РФ 

F . По первому из соотношений леммы 7 функции R ' и Т ' удо -

влетворяют условию леммы 1 (при A==-cf ) , и по ( 1 5 ) , (11) и по лемме 1 
получаем: _ 

и 

РР.ф)- \e,)'&(F,$); ( 1 8 ) 

с помощью второго соотношения леммы 7 и по лемме 1 вполне аналогично 

получаем: 

S(F,$) = \et}° f(F,$); (20) 

( { е , } и [е^ - ч.р.ф. из леммы 7 ) . Применяя последовательно лемму 5, 



(18) и лемчы 6 и 4, получаем: 

ОС = ОС = ОС * i = Ъ 

Таким образом, ос . С помощью леммы 4, (20) и лемм 6 и 5 

вполне аналогично получаем, что ^ Г ^ ' ^ ^ о с ^ ' . Следовательно (ввиду 
F <$ F, Ф F Ф 

полноты Z ' ) i нумерации ос и Т ' рекурсивно изоморфны. Таким 

образом, теорема 2 доказана. 

З А М Е Ч А Н И Е . Из теоремы 2 и результатов Клини C2U, С ЗЛ следует 

(через посредство тьюринговой вычислимости), что если для всех функцио-
= . У 

налов набора г областью определения является А и все функции набо¬ 

ра и) являются тотальными, то класс Jt совпадает с классом всех 

натурально-числовых функций, частично рекурсивных относительно </> 

в смысле Клини С Ю З . 

Автор благодарен Н.В.Белякину за ряд полезных замечаний при об -

суждении первоначального варианта этой работы. 
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