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Рассмотрим дифференциальную систему 

dxt/dt = fi(t, х19 х2) ( / = 1, 2) , (1) 

где ft : [0, + оо) х R2 -+ R (i = 1, 2) удовлетворяют локальным условиям Каратеодори 
и неравенствам 

(-iy-4i(t, х19 x2)signx3_t>0 ( i = l , 2) . (2) 

Нетривиальное решение хи х2 системы (1), заданное на некотором бесконечном 
промежутке [/0, + « > ) , назовем правильным, если 

sup { j xx(s) I + i x2(s) I : s > t\ > 0 при t > t0. 

Правильное решение назовем колеблющимся, если обе его компоненты имеют последо­
вательности нулей, сходящиеся к + о о . 

Наряду с системой (1) рассмотрим систему 

dxi/dt = gt(t, xlf х2) (i — 1, 2) , (3) 

правые части которой gi'.[0, -\-°°)XR2^R ( / = 1 , 2 ) также удовлетворяют локальным 
условиям Каратеодори. 

Наша задача — доказать, что справедлива следующая 
Т е о р е м а 1. Пусть соблюдаются неравенства (2) и 

[gi(t> * i» У2)—№> xi> *г)1 sign ^ 2 > 0 при x 2 # 2 > 0 , U 2 / < l # 2 / , 
( 4 ) 

[g2(t> У1> х2) — /г(*> xi> х2)] S 1 g n xi < 0 при хгуг > 0, \хг | < | уг |. 

Тогда из колеблемости всех правильных решений системы (1) вытекает колеблемость 
всех правильных решений системы (3). 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы 1, приведем одну лемму, кото­
рая является частным случаем теоремы 2.1 работы [1]. 

Л е м м а . Пусть t0 £ [0, + о о ) , k £ { 1 , 2} и существуют абсолютно непрерывны 
на каждом конечном отрезке промежутка [t0, - f - 0 0 ) функции (%ij(i, j = 1, 2) такие, 
что а и - (Л < OL2j(t) при t ^ t 0 (/ = 1, 2) и на множестве t ^ t Q t а 1 7 - ( ^ xj <; oc2j(t) 
(j = 1, 2) соблюдаются неравенства 

* 2 ) - < * п (01 > 0 , 
(5) 

( _ 1 ) ^ [ / 2 ( ^ * J f a i 2 ( 0 ) - a ^ ( 0 ] < 0 ( i ' = l , 2 ) . 

Тогда, какое бы ни было с 0 £ [<%ik (̂ о)> a 2fc( : *o)b система (1) имеет решение хг, х2, удов­
летворяющее условиям 

xk (t0) = с 0 , a u - ( 0 < < a2j(t) при t ^ t 0 (j = 1, 2). (6) 

Сформулированная лемма позволяет нам доказать несколько более общее пред­
ложение, чем теорема 1; а именно имеет место такая 

Т е о р е м а 2. Пусть соблюдаются неравенства (2) и все правильные решения си­
стемы (1) являются колеблющимися. Пусть далее функции у\'\а, -\-oo)-*R(i = 1,2), 
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где а^О, абсолютно непрерывны на каждом конечном отрезке промежутка [а, +оо), 

sup { | yi (s) | : s > /} > 0 при t^>a (/ —- 1, 2) (7) 
и 

ly'i(t) — fi(t, х2)] sign y2(t) > 0 при t^a, х2у2 (t) > О, | * , 1 < | у2 (t) /, 
(8) 

[ ^ W — W> xi> ^2(0)1 s i g n < 0 яри / > а , х 1 г / 1 ( 0 > 0 , | * х | < 1 ^ ( 0 1 . 
Тогда как уь так и у2 имеют последовательности нулей, сходящиеся к + о о . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим обратное. Тогда существуют / £ { 1 , 2} и t0 £ 
£ [а + о о ) такие, что 

0 при * > * 0 -

Для определенности будем считать, что / — 1 и 

ft(/)>0 при * > * 0 . (9) 

Из (2), (8) и (9) вытекает, что 
y'2(t)<0 при * > / < > • 

Ввиду последнего неравенства и условия (7) без ограничения общности можем счи­
тать, что 

( - 1 ) * - 1 У я ( 0 > 0 при / > * 0 , (Ю) 
где £ £ { 1 , 2 } . 

Положим 

« и ( 0 = 0 , a2i(t) = y1(t), 

( 0 при k—\y (у2 (t) при /г = 1, 
« 1 2 (0 = « 2 2 (0 = 

I у2 (t) при k = 2, ( 0 при k — 2. 

Тогда, как это ясно из (2) и (8) — (10), на множестве t^t0, an(t)^Xj^a2j(t) (j=h 
2) соблюдаются неравенства (5). 

Поэтому, согласно приведенной выше лемме, для любого c0^(a\h(to), a2k(to)) систе­
ма (1) имеет решение х ь х2, удовлетворяющее условию (6). Если k = 1, будем иметь 

x^t^^Co^O, 0 < * , - ( * ) < # * ( * ) при t > t 0 ( / = 1 , 2 ) . 

Отсюда ввиду (2) вытекает 

xl (t) > 0 при / ^ / 0 , 

x i (*)>со > 0 при / > V 

Аналогично, если & = 2, 
* 2 ( 0 < £ о < ° П Р И ^ П о ­

следовательно, в обоих случаях хи х2 является правильным неколеблющимся реше­
нием системы (1). Но это противоречит принятому в теореме предположению. Поэто­
му полученное противоречие доказывает теорему. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Отметим прежде всего, что из (2) и (4) 
вытекают равенства 

g1{t, х, 0) = g 2 ( / , 0, *) = 0 при * > 0 , *е#- ( П ) 
Пусть уь у2 — произвольное правильное решение системы (3), заданное в проме­

жутке [а, + оо). 
Докажем сперва, что соблюдаются условия (7). В самом деле, в противном случае 

для некоторых t0£[a, + о о ) и / £ { 1 , 2} имели бы 

yt(t)=0 при t > t 0 . 

Для определенности будем считать, что / = 1 . Тогда ввиду (11) 

# 2 ( 0 = £з С ° . = 0 при t > t 0 . 

Следовательно, 
у2 (t) ~ с0 = const Ф 0 при / > tQ 

и 
^ ( / , 0, с0) — 0 при * > / 0 . 
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Согласно последнему равенству и условию (4), 

fx 0, с0) = 0 при t > t0. 
Отсюда ясно, что Xi = 0, х2 = с0 является правильным неколеблющимся решением 
системы (1), заданным на отрезке [t0, + «>) . Но это невозможно, так как все правиль­
ные решения системы (1) колеблющиеся. Тем самым мы доказали, что соблюдаются 
условия (7). 

С другой стороны, ввиду (4) ясно, что соблюдаются условия (8). Поэтому в силу 
теоремы 2 уи у2 являются колеблющимися. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . В случае, когда f\ не убывает по третьему, a f2 не возрастает по 
второму аргументу, для выполнения (4) достаточно, чтобы 

(-IY-Igi(t, x l t х2) sign x^iX-iy-ifitf, х19 x2)signx3_i (i = l, 2). 

Анализируя доказательства теорем 1 и 2, легко убедиться в справедливости сле­
дующего предложения. 

Т е о р е м а 3. Пусть соблюдаются условия (2) и (4). Тогда из существования 
хотя бы одного неколеблющегося правильного решения системы (3) вытекает существо­
вание континуума неколеблющихся правильных решений системы (1). 

В качестве примера рассмотрим системы 

dXi/dt = at(t)\x3_i\Kisignx3_i ( i = l , 2) (12) 
и 

dXi/dt = bi(t)\x3_ilki sign x s _ t ( 1 = 1 , 2 ) , (13) 

где Ki > 0 (i = 1, 2), а функции a^ : [0, + oo) R и bi : [0, + oo) R суммируемы на 
каждом конечном отрезке. 

Непосредственным следствием теорем 1 и 3 является следующая 
Те о р е м а 4. Пусть 

М 0 > М 0 > 0 . & 2 ( / ) < а 2 ( 0 < 0
 ПР" *>°-

Тогда: 1) из колеблемости всех правильных решений системы (12) вытекает колебле­
мость всех правильных решений системы (13); 2) из существования хотя бы одного 
неколеблющегося правильного решения системы (13) вытекает существование конти­
нуума неколеблющихся правильных решений системы (12). 

При ХгХ2—\ аналогичный результат содержится в работе Д. Д. Мирзова [2]. 
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