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М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004 

М Е Т О Д Ы У П Р О Щ Е Н И Я С И С Т Е М 
Л И Н Е Й Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
Н А Д М О Д У Л Я М И . II 

В.П.ЕЛИЗАРОВ 

Излагаются методы построения для данной системы линейных 
уравнений над модулем таких систем линейных уравнений, которые 
«проще» решать, чем исходную систему, и по множествам решений 
которых можно получить информацию о множестве решений 
данной системы. Работа является продолжением работы «Методы 
упрощения систем линейных уравнений над модулями. I» и вы­
полнена при поддержке гранта №'НШ-2358.2003.9 Президента РФ. 

Как и в части I работы [6], термин «кольцо» далее означает ассо­
циативное кольцо с единицей, отличной от нуля, а термин «модуль» — 
левый унитарный модуль над кольцом. Через Тт>п обозначим совокуп­
ность всех т х п-матриц с элементами из множества Т, и положим 
тМ = ТкуЪТ(к)=Т1>к. 

Ссылки в тексте на утверждения или теоремы без указания литера­
туры означают ссылки на утверждения и теоремы из части I работы. 
Так, ссылка на утверждение 3.2 означает ссылку на утверждение 2 из § 3 
части I. Аналогично, ссылка на формулу (1.4) означает ссылку на фор­
мулу с таким номером из § 1 части I. Нумерация параграфов продолжает 
нумерацию из части I. 

Над модулем дЛ рассматриваются системы линейных уравнений 
вида (1.1): 

А^ = ^ , 

где A е Rmtn, Pl € Л(ш> и решения - векторы из Л*Ч При Л = R получа­
ем системы (левых) линейных уравнений над кольцом R, которые будут 
записываться в виде (1.2): 
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АХ^ = В1. 

Через L(A, j3^) и L(A, В^) обозначаем множества всех решений систем 
уравнений (1.1) и (1.2) соответственно. 

Как и в части I, будем строить такие системы уравнений (1.4) 

Fr}1 = т4" 

над модулем дЛ или над некоторым связанным с ним модулем s:^> что­
бы систему (1.4) было проще исследовать и решать, чем систему (1.1), и 
чтобы по множеству L(F, 7^) можно было получить достаточно хорошую 
информацию о множестве L(A, j3^). 

В §8 рассматривается возможность перехода от системы уравне­
ний (1.1) к системе уравнений (1.4) с разделяющимися неизвестными, 
т. е. фактически к нескольким системам уравнений, каждая из которых 
состоит из меньшего числа уравнений, зависящих от меньшего числа 
неизвестных, чем исходная система (1.1). В §9 рассматриваются систе­
мы (1.1) над модулем дЛ, где R — коммутативное кольцо. Изучаются 
случаи, когда система уравнений равносильна подсистеме, имеющей пол­
ный ранг, а также — системы уравнений полного ранга и системы урав­
нений с общим элементом, которые могут быть сведены к системам 
уравнений над модулем ^Л, где R — факторкольцо кольца R, а Л — 
фактормодуль модуля Л. В § 10 осуществляется переход от системы урав­
нений (1.1) к системе уравнений с квазитреугольной матрицей. 

§8. СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ С Р А З Д Е Л Я Ю Щ И М И С Я 
НЕИЗВЕСТНЫМИ 

Систему уравнений (1.4) над модулем дЛ, где F G Rk,i и 7^ £ 
€ А(к>, назовем системой уравнений с разделяющимися неизвестными 
типа [li,..., /(], где Ц € N и /i + ... + It = I, если система (1.4) является 
объединением t систем уравнений 

над модулем дЛ, г = 1, . . . , t, где F, € Rki,it, &i + ... + h = к, rjf = 
= (TJH, ..., г}щ)Т и не пересекаются множества {fin,..., hu.}, i = 1, ..., t. 

Матрицы D,G € Rk,i называются эквивалентными, если сущест­
вуют такие обратимые матрицы U € Rk,k и V € Riti, что UDV = G. 
В частности, подобные квадратные матрицы (такие D, G G Rk,k, что 
G = и~гОи) эквивалентны. 
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Матрицу Н € Rk,i назовем квазираспавшейся на р клеток, если 

Н = 

(НХ 

я2 

1° 

0 \ 

нр) 

(8.1) 

где Hi G RSi,Uii si +... + sp = к и и\ +... + ир = /. Частными видами ква-
зираспавшихся матриц являются распавшиеся и диагональные матрицы. 
Для краткости матрицу Н из (8.1) обозначим через Diag(#i, ..., Нр). 

ТЕОРЕМА 8.1. Если матрица А системы уравнений (1.1) эквива­
лентна квазираспавшейся на t клеток матрице F = Diag(Fi, . . . , Ft), где 
F% £ Rsi,uii i = 1, . . . , t, то система (1.1) конгруэнтна системе уравнений 
с разделяющимися неизвестными типа [щ, ..., щ]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию существуют такие обратимые 
матрицы U € Rm,m и V G Rn,n, что UAV = F. Так как обратимая мат­
рица U регулярна слева над Л, то по следствию 1 утверждения 4.3 сис­
тема (1.1) равносильна системе уравнений UА^ = U/З^. Последняя же 
система по утверждению 4.1 конгруэнтна системе уравнений UAVrj^ = 
— Ufl^, т. е. системе 

Diag(F1,...,Ft)ri± = 6\ (8.2) 

где д^ = U/3^. Система уравнений (8.2) — система с разделяющимися 
неизвестными типа [щ, ..., щ]. 

Приведем пример на применение теоремы 8.1. Утверждение 2.3 поз­
воляет при наличии (правого) линейного соотношения между столбцами 
матрицы А перейти от системы (1.1) к системе уравнений с меньшим 
числом неизвестных, но с тем же числом уравнений. Согласно следствию 
утверждения 4.4 при наличии (левого) линейного соотношения между 
строками матрицы (А, (3^) можно перейти от системы (1.1) к системе 
уравнений с меньшим числом уравнений, но с тем же числом неизвестных. 

Покажем, что если между некоторым частям матрицы А имеются и 
правое и левое линейные соотношения, то можно перейти от системы (1.1) 
к конгруэнтной системе уравнений с разделяющимися неизвестными. 
Через Ek обозначим единичную k x /г-матрицу. 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е 8.2. Пусть система уравнений (1.1) записана в виде 

'А1 А2 
М Ал Z I- (8.3) 
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где А\ € Rk,h 1 .^ к < т, 1 ^ I < п и 0i € Л ^ . Если для некоторых 
матриц Т\ € Ri,n-l и Т2 € Rm-k,k справедливы равенства А2 = A\T\ и 
Аз = Т2А1, то система (1.1) конгруэнтна системе уравнений с разделяю­
щимися неизвестными типа [I, п — I]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливы равенства 

Аг AM 
Т2АХ AA 

= (Ах АхТх 
~ V О Ал-Т2А2 

\—Т2 Em-kJ \ 

показывающие, что эквивалентны матрицы 

(А, АЛ / „ , О N 
U s Л,/ \ О А,-Т2А2) 

IclK КЭ.К - | 
Ek ° ) ti)= Pi ) 

то по теореме 8.1 система (1.1) конгруэнтна системе уравнений 

(м ° W / Л ("> 
\0 АА-Т2А2) Ы-Т2Р1) 

являющейся системой с разделяющимися неизвестными типа [1,п — 1]. 
В (8.4) вместо матрицы А± — Т2А2 можно записать равную ей матри­

цу Л4-Л3Т1. 
СЛЕДСТВИЕ. Если система уравнений (1.1) записана в виде (8.3), где 

А\ £ Rk,k, 1 ^ k <t, t = min {m, n} , fi\ € Л ^ и матрица А\ обратима, 
то система (1.1) конгруэнтна системе уравнений 

1,0 Ai-AaA^Aj' \/3l-A,A?pl) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду равенств А2 = А\А^ А2 и Аз = 
= A^A^Ai в утверждении 8.2 можно положить Т\ = А\~ А2 и Т2 = 
= A^Ai1. Теперь (8.5) следует из (8.4). 
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Укажем некоторые другие возможности применения теоремы 8.1. 
Если R — область главных правых и главных левых идеалов, 

то любая матрица над R эквивалентна диагональной матрице (см. [12] 
или [1, гл. 3]). Существенно ослабить условие «быть кольцом главных 
односторонних идеалов» нельзя: если любая матрица над кольцом R эк­
вивалентна диагональной матрице, то й - правое и левое кольцо Безу, 
т.е. каждый конечно порожденный односторонний идеал является глав­
ным [15], а если R выбирается из класса коммутативных нётеровых 
колец, то оно должно быть кольцом главных идеалов [16, 14]. 

Для квадратной матрицы А над полем известны: критерий подобия 
диагональной матрице (в терминах свойств минимального многочлена 
матрицы) и достаточные условия подобия распавшейся матрице (в тер­
минах свойств характеристического многочлена матрицы) [2]. Условия, 
при которых квадратная матрица А над конечным или артиновым ком­
мутативным кольцом подобна распавшейся матрице, приведены соот­
ветственно в [10] и [11]. 

§9. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ Н А Д МОДУЛЕМ дА, 
ГДЕ R — КОММУТАТИВНОЕ КОЛЬЦО 

Получим сначала условия, при которых система уравнений (1.1) рав­
носильна некоторой своей подсистеме. Пусть R — коммутативное кольцо. 
Рангом матрицы F G Rm,n называют наибольший из порядков ее нену­
левых миноров или нуль, если таких миноров нет (обозначение: rangF). 
Обобщим это понятие на матрицы, у которых все элементы принадле­
жат Я, кроме элементов одного столбца, принадлежащих RA. 

Для матрицы D = (DJ[,..., DJ.) e Rk,k и вектора \^ = (Аь ..., Хк)т € 
6 Л(*) значением определителя 

\Di,...,Dl_lt\l\ (9.1) 

называют элемент 
к 

u = Yl dik^i € Л, 

где dik — алгебраическое дополнение к элементу dik в матрице D (см., 
например, [13]). 

Рангом матрицы (А, ^), где А е Я т ,п и /?••" е А^ш\ называют наи­
больший из порядков ее ненулевых миноров или нуль, если таких миноров 
нет (обозначение: rang (Л, /3^)). 

Для матрицы D € Rk,k через D* обозначим матрицу, взаимную к D. 
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ЛЕММА 9.1. Пусть R — коммутативное кольцо, Л — R-модуль, 
D в Rk,k, F± e Я<*\ GeRk, heR, \±е Л(*> и цеА. Тогда 

(-GD*,\D\)\ 
D A+ 

G ц 

D F+ 

G h 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению 

=^D"MFb)=^i~TDr 
(9.2) 

D A+ 

б ц Dk 

G 

Ai + ... + (- l) fe+l+A; 
Dk-i 

G 

Xk + \D\fi. 

Переставляя в выписанных определителях строку G на 1-е, 2-е, и так да­
лее, к — 1-е место, запишем 

\k + \D\n={-GD*)X^- + \D\f,. 

Этим доказано первое равенство в (9.2). Второе равенство в (9.2) доказы­
вается аналогично. 

Для элемента г 6 R положим АппЛг = {А €Е Л | г\ = в}. 
У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е 9.2. Пусть R — коммутативное кольцо и система 

уравнений (1.1) над модулем дЛ записана в виде 

D А^ 

G ii 
= -

G 
D2 

Dk 

А х - . . . -

£>i 

Dk-i 
G 

'А^АА^=(^ (9.3) 
И з АА 

где А\ е Rt,t, Pi € Л ^ и l^t< min {m, п}. Тогда: 
а) если система (1.1) разрешима, то разрешима подсистема 

(AuA2)^ = pi (9.4) 

ЦА,р1)сЩАъА2),$); 
б) если rang .4 = va,ng(A, fity = t и подсистема (9.4) разрешима, то ее 

решения — решения системы уравнений 
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П р и м е р 9.3. Для системы уравнений 

над кольцом Z/4 справедливы равенства rang Л = 1 = rang (А, /3^). Для 
подсистемы (2, 0)Х^ = 2 верны равенства rang(2, 0) = 1 = rang(2, 0, 2). 
Подсистема имеет решение Х^ = (1 ,0) т , не являющееся решением сис­
темы. Аналогично, система не равносильна подсистеме (0, 2)Х^ = 2. 

Систему уравнений = 7^ над модулем дА, где F € Rk i и 
7"̂  € А(к>, назовем системой полного ранга, если rangF = к (а тогда 
rang(F, 7^) = к). Рассмотрение систем уравнений полного ранга пред­
ставляет интерес, например, ввиду утверждения 9.2. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 9.4. Если R — коммутативное кольцо и система 
уравнений (1.1) над модулем дА, имеющая вид 

(А1,А2)^ = /3\ (9.10) 

где А\ € ДТО)ТП, разрешима, то ее следствием является система уравнений 

(\А1\Ет,А*А2)^ = А$^. (9.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножив равенство (Ai, А2) А^ = /3^, где 
\1 £ Л'п), слева на матрицу А*, получим равенство 

(\Ai\Em,A$A2)\± = A$(3K 

Можно указать условие, достаточное для равносильности систем 
уравнений (9.10) и (9.11). 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е 9.5. Пусть R — коммутативное кольцо. Система 
уравнений (1.1) над модулем дА, имеющая вид (9.10), где А\ € Rm,m и 
Аппл|^1| = {в}, равносильна системе уравнений (9.11). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если система уравнений (9.10) разрешима, 
то по утверждению 9.4 разрешима и система уравнений (9.11). При этом 

L((AU A2), р) С Ь((\Аг\ Ет, А*А2), А\р). 

Пусть теперь разрешима система уравнений (9.11): 

(\А1\Ет,А1А2)^ = А1/ЗК 

Умножив это равенство слева на матрицу А\, получим |vli|(.Ai, A2) ц^ = 
= |>li|^3^. Отсюда ввиду условия утверждения следует {А\, А2) ц^ = /З^. 
Значит, 
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Щ\А!\ Ет, А$А2), А№) С Ь((Аг, А2), /3+). 

Таким образом, системы уравнений (9.10) и (9.11) либо одновременно 
неразрешимы, либо одновременно разрешимы, и в обоих случаях мно­
жества их решений совпадают. 

Условие АппЛ|Лх| = {в} в утверждении 9.5 существенно. 
П р и м е р 9.6. Для системы уравнений 

Q(:;)=G) 
над кольцом Z/6 положим А\ = А. Так как А* = ( ) и \Аг\ = 2, то сис­
тема уравнений (9.11) имеет вид 

Она имеет решение Х^ = (0, 1)Т, не являющееся решением исходной сис­
темы уравнений. 

Вопрос о разрешимости системы уравнений (9.10) над модулем я Л 
в некоторых случаях можно свести к вопросу о разрешимости некото­
рой системы уравнений над модулем дЛ, где R и Л — факторкольцо и 
фактормодуль кольца R и модуля Л соответственно. 

ТЕОРЕМА 9.7. Пусть R — коммутативное кольцо и система урав­
нений (1.1) над модулем RA имеет вид (9.10), где А\ G Rm,m- Если 
\Ai\ ф 0, то система (9.10) разрешима тогда и только тогда, когда раз­
решима система уравнений 

ф((Аг,А2))^ = ^ ) (9.12) 

над модулем дЛ, где R = R/\A\\R, Л = Л/|^4ijЛ, а <р: Л —> Л и ф: 
R—tR — канонические гомоморфизмы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как | Ai | ф 0, то R ф R. Согласно при­
меру 6.1 пара (ip, ф) задает полулинейное отображение модуля RA на 
модуль дЛ. Если система уравнений (9.10) разрешима, то по утвержде­
нию 6.2 разрешима и система уравнений (9.12). 

Обратно, пусть Л^ € Л'™) — решение системы уравнений (9.12). 
Тогда для любого вектора ц^ € Л^") со свойством <р(^) = А^ справедливо 
равенство ip((A\, А2) р,^ — j3^) = 6^. Это означает, что найдется вектор 
7"*" € Л ' т ) , удовлетворяющий равенству 

(Аъ А2)^-^ = \АХ\^. 
Отсюда 
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А^-Afr) +Ami = fa­
me 

/ 4 = (М1,...,/Хт)Т , 1Л^={(1т+1,...,1Лп)Т, fJ,l=(fJ,i,.,.,fJ,n)T. 

Значит, система уравнений (9.10) разрешима. 
Получим аналог теоремы 9.7 для системы уравнений (9.12). 
ЛЕММА 9.8. Пусть RA — модуль над коммутативным кольцом R. 

Для любого к £ N и любой матрицы D £ Rk к равносильны свойства: 
а) Аппл|£>| = {0}, 
б) AnnA WD = AnnA(fc) £>* = {#+}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . а) =Ф- б). Пусть ц^ £ А^ и Dfi^ = 9^. Тогда 
D*Dfj,^ = \D\u^ = 9^ и /х^ = 9^. Значит, AnnA(k)D = {9^}. Аналогично 
доказывается и второе равенство из б). 

б) =>• а) Пусть и € Л, \D\fj, = 9 и ^ = (и,..., /J,)T € Л ^ . Из равенст­
ва \D\ ^ = 9 получаем DD*\i\ = 9^. Отсюда и из условия следует D*n^ = 
= 9^, и вновь по условию ц^ = 9^. Значит, а = 9. 

ТЕОРЕМА 9.9. а) Если система уравнений (9.11) над модулем дЛ, 
где R — коммутативное кольцо, разрешима и \А\\ ф 0, то разрешима 
система уравнений 

^(A*A2)4 = ^(At)'p(fa (9.13) 

над модулем д-Л, где R = J R / | ^ I | R, A = A / | , 4 I | A , а ф: Л-» R и (р: Л-* A — 
канонические гоморфизмы, Щ = (?7т+ъ •••, Vn)T• 

б) Если в системе уравнений (9.11) Аппл|Л1| = {9}, то она разрешима 
тогда и только тогда, когда разрешима система уравнений (9.13). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Если система уравнений (9.11) разреши­
ма, то, рассуждая как в доказательстве теоремы 9.7, находим, что разре­
шима система уравнений 

ф((\Ах\Ет,А*А2))^ = ф(А*)<р(^). 

Так как ф{\А\\Ет) = 0 6 Rm,m,i то получаем разрешимость системы 
уравнений (9.13). 

б) Ввиду а) докажем только достаточность условий. Пусть раз­
решима система уравнений (9.13): ф(А*А2)р,^ = ф(А*)<р({3^). Тогда 
для любого такого вектора и^ € Л(п_то), что y>(fa = p,^, получаем 
(р(А*А2Ц^ — A\*fa = 0-К Поэтому для некоторого вектора Х^ 6 Л(т) вы­
полняется А\А2^ - А\рЬ = \Аг\ А+, или А\(Ai(-A+) + А2ц1 - fa = 9±. 
Тогда по условию и лемме 9.8 

file:///D/fj
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Пункт б) теоремы 9.9 при Л = й в других обозначениях и другим 
методом получен в [7]. 

Согласно утверждению 9.5 при условии AnnA |Ai| = {9} системы 
уравнений (9.10) и (9.11) разрешимы или неразрешимы одновременно. 
Аналогичный результат, который слабее утверждения 9.5, можно полу­
чить без требования, что Аппд|Л1| = {в}. Элемент и € Я\{0} называется 
нильпотентным, если us = 0 для некоторого s £ N\{1}. 

ТЕОРЕМА 9.10. Пусть в системе уравнений (9.10) над модулем дЛ, 
где R — коммутативное кольцо, А\Е Rm,m и \А\\ Ф 0. Если существует 
такой нильпотентныйэлемент и € R, что АппЛк = H i | A и AnnA |Ai| = 
= иЛ, то система (9.10) разрешима тогда и только тогда, когда разре­
шима система уравнений (9.11). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если система уравнений (9.10) разрешима, 
то по утверждению 9.4 разрешима и система уравнений (9.11). 

Обратно, пусть система уравнений (9.11) является разрешимой: 
{\А\\Ет, А*Аъ) р,^ = А*/3^. Умножив это равенство слева на матри­
цу Ai, получим |Ai|((Ai, A2) fi^ — Р^) = 0^. По условию существует 
такой вектор df 6 A^m), что 

(AuA2)^-^ = uSl (9.14) 

Умножив равенство (9.14) слева на матрицу А*, получим 

(Их| Ет, А\А2) ̂  - А\р = иАХб^ = вК 
По условию существует такой вектор 7i Е №т', что 

AlSi^Atljt (9.15) 

Из (9.15) следует равенство H i 1(4 -Л171) = в1- Поэтому существует 
такой вектор 62 G A^m), что 

6l-Ani = u6i. (9.16) 

Подставляем выражение 5^ из (9.16) в (9.14): 

где fi\ = (fii,..., рт)Т и / 4 = (jum + i , . . . , рп)т. Если и2 = 0, то получено 
решение системы уравнений (9.10). 
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Если и2ф0, то из (9.15) и (9.10) выводим, что А\8\-\А\\^\ = иА*д% 
и uA*S2 = 6^. Аналогично равенствам (9.15) и (9.16) получаем А*6% = 
= H i 172' 4 - ^ 1 7 2 = uS3 и> значит, 

Продолжая далее аналогично, при и8 = 0, us~l ф 0 находим реше­
ние системы уравнений (9.10): 

В случае Л = R аналог теоремы 9.10 доказан в [3]. 
Укажем класс колец, к системам уравнений вида (1.2) над которыми 

применима теорема 9.10. Коммутативное кольцо называют цепным, если 
его идеалы образуют цепь, т. е. множество идеалов вполне упорядоче­
но по включению. Конечное коммутативное кольцо R является цепным 
тогда и только тогда, когда его необратимые элементы образуют иде­
ал J(R), являющийся главным (R\R* = J(R), J(R) = aR). Если J(R) = 
= {0}, то R — конечное поле. Если J(R) Ф {0}, то J(R) — нильпотентный 
идеал (J(RY = {0} при некотором t G N\{1}). Идеалы кольца R — это 
степени J(R)S, 0 ^ s ^ £, элементы из R записываются в виде га3, где 
г € R*, а показатель s определен однозначно [4, гл. II]. 

Примерами таких колец, не являющихся полями, служат кольца 
вычетов Z/pk, р — простое число, к > 1, и GF(q)[x]/f(x)k, f(x) — 
неприводимый над GF(q) многочлен, к > 1. 

Пусть система уравнений 

(АиА2)Х^В\ (9.17) 

где Ai € Rm,m и H i I Ф 0, — система над конечным коммутативным цеп­
ным кольцом R, у которого J(R) = aRф0 и £ € N — такое наименьшее 
число, что «/(./?)* = {0}. Если \Ai\ £ R*, то матрица А\ обратима, и по 
следствию утверждения 2.3 система (9.17) разрешима. Если же |У4Х| 0 Д*, 
то \Ai\ = ras, где г € R* и 0 < s < t. Тогда AnnRras = AnnRas = al~sR, 
где аг~8 — нильпотентный элемент, а Апп д а ' _ я = asR = asrR = rasR. 
Значит, к системе уравнений (9.17) применима теорема 9.10. 

Методом, аналогичным методу доказательства теоремы 9.10, можно 
получить формулу решений (см. § 2) системы однородных уравнений с 
квадратной матрицей. 
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ТЕОРЕМА 9.11. Пусть в системе из т уравнений с т неизвестными 

А^ = в1 (9.18) 

над модулем дЛ, где R — коммутативное кольцо, \А\ ф 0, и для некото­
рого нильпотентного элемента и £ R справедливы равенства Аппд|А| = 
= и А и Аппди = \А\А. Тогда формула 

Ь{А,9±) = {иА*р±\р±€\{т)} 

есть формула решений системы уравнений (9.18). При этом иА*р^ = 9^-
тогда и только тогда, когда р,^ = АХ^, Л^ € Л'ТОЛ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно проверяется, что векторы 
вида иА* р^ — решения системы (9.18). 

Обратно, пусть Aj^ = 9^. Тогда А* А^ = \A\j^ = 9^. По условию 
7^ = «7i для некоторого 7i € Л( т) . Из равенства Awyf = 9^, т.е. ра­
венства uA'yf = 9^, по условию получаем 

A>yl = \A\6i (9.19) 

при некотором векторе 5\ € Л^ т ' . 
Из (9.19) выводим |A|7i = \A\ A*df. Поэтому при некотором векторе 

72 € Л "̂1) верно равенство 

^-А*6^ = и^. (9.20) 

Подставляем выражение 7i и з (9.20) в равенство 7"*" = «7 i : 

yl = uA*6^ + u2jl (9.21) 

Если и2 = 0, то вектор 7^ имеет нужный вид. 
Пусть и2 ф 0. Из (9.19) и (9.20), умножив (9.20) слева на матрицу А, 

получим uAj2 = 6^- Поэтому при некотором векторе 5% € ASm> верно 
равенство 

Л7 | = |Л|4- (9-22) 
Из (9.22) выводим, как и выше, 

4~АЧ^ = и11 7£еЛ<т>. (9.23) 

Подставив выражение 72 и з (9-23) в (9.21), получим 

^ = uA*6i + u2Atdi + uz
1l 
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модулем яЛ, где R — коммутативное кольцо, назовем системой с общим 
элементом, если для некоторого d G R\R* верно равенство 

(A,^) = d(F,^). (9.28) 

Если AnnAd = {в}, то матрицы diag(d,..., d) G Rm,m и Ет регуляр­
ны над Л, и по утверждению 4.3 системы уравнений (1.1) и F^ = 7^ 
равносильны. 

Пусть AnnAd ф {в}. Рассмотрим систему уравнений 

^(F)^ = <р(у±) (9.29) 

над модулем ^Л, где R = R/AnnRd, Л = A/AnnAd, a ip: Л —)• Л и ^ : 

R—^R — канонические гомоморфизмы. 
Если (Л, p±) = d(Fi, yl), TO dF = dFi, F-Fx G (Ann^d)m ,n и V(F) = 

~ 4>{Fi). Аналогично, <p(ji) = fij^)- Таким образом, если справедливо 
равенство (9.28), то однозначно определена система уравнений (9.29) над 
модулем дЛ. 

ТЕОРЕМА 9.13. Если R — коммутативное кольцо и для системы 
уравнений (1.1) над модулем RA справедливо равенство (9.28), где Апплс? ф 
Ф {в}, то система разрешима тогда и только тогда, когда разрешима 
система уравнений (9.29) над модулем ^Л. В случае разрешимости 

L(A,^) = (p-1(L(i,(F),V(^))). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если АХ^ = /3^, то dFX^ = d^, FX^ — j^e 
G (AnnAd)(m) и il>(F)<p(\±) = <p(ylr). Значит, <p(L{A, 0*-)) С L{i>(F), ^(7+)). 

Обратно, пусть ip(F)ji^ = <p{-y^), fi^ G Л*"). Тогда для любого 
такого вектора ц^ G А^п\ что (р(^) = Д^, имеем <p(F/j,^ — 7^) = в^, 
Fpl-fl G (AnnAd)(m) и d(Fp*> - 7+) = 0±. Но тогда А^ = 0±. Значит, 
<р-\Ь(ф(Р),ф±)))СЬ(А,/3±). 

Аналог теоремы 9.13 при Л = 7? и в других терминах доказан в [8] 
и [9]. Формулировка следствия 1 теоремы 1 из [9] ошибочная. 

К системе уравнений (1.2) над конечным коммутативным цепным 
кольцом, не являющимся полем, удобно последовательно применять ут­
верждение 8.2 и теорему 9.13. Пусть (см. (1.2)) 

АХ± = В1 

— такая система уравнений над кольцом R и J(R) = aR. 
Если в матрице А = (a,ij — г^а8^), r^ G R*, имеется обратимый 

элемент a,i0j0 = rj0j0, то по следствию утверждения 8.2 система (1.2) 
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конгруэнтна системе с разделяющимися неизвестными типа [1,п —1] и 
матрицей вида Diag(ci, Gi), где с\ = n0j0 и G\ G Rm^itn-i. Если в мат­
рице G\ есть обратимый элемент, то аналогичным образом переходим 
к конгруэнтной системе уравнений с разделяющимися неизвестными ти­
па [1, 1, п — 2] и матрицей вида 

Diag(c bc 2 , G2), Ci€R*. 

Через некоторое количество шагов либо получим систему уравнений 
с матрицей 

diag(ci , . . . ,c e) , Сг€Д*, 

где s = min {m, n}, либо — систему уравнений с матрицей 

Diag(ci,. . . , cj,G/), CiER*, 

где матрица G/ G Rm-itn-i и не содержит обратимых элементов. Но 
тогда G/ = aHt, Hi G Я т _ г , п _ г . 

Рассмотрим систему уравнений 

aHtZ± = D±, (9.30) 

где D^ = (d/+i, . . . , dm)T. Если в векторе D^ есть обратимый элемент, 
то система (9.30) неразрешима. Если же D^ G J(R)(-m~l\ то В^ = aL^ 
и (9.30) — система с общим элементом. По теореме 9.13 можно перейти 
к системе уравнений _ 

Ф{н1)г*> = ф(ь1>) (9.31) 

над кольцом R = R/AnnRa = R/af~lR. К системе уравнений (9.31) мож­
но применять предыдущие рассуждения. Заметим, что система (9.30) 
может быть в действительности системой с общим элементом вида 
aqHtZl = aqL^, где q > 1. 

Возможен и обратный порядок преобразований, когда исходная сис­
тема уравнений (1.2) есть система с общим элементом: А = aq F, В^ = 
= aqG^. Тогда сначала перейдем к системе уравнений 

il>{F)Z^ = il>(Gi) 

над кольцом R = R/AimRaq. При этом q — максимальный показатель 
степени элемента а в элементах a,ij = rijaSiJ и, если система разрешима, 
то в В"*- минимальный показатель степени элемента а в элементах Ь{ не 
меньше q. Поэтому в матрице F есть обратимый элемент. А тогда обра­
тимый элемент есть и в матрице ip(F). 
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§10. СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ С КВАЗИТРЕУГОЛЬНОИ 
МАТРИЦЕЙ 

В §8 были указаны условия, при которых система уравнений (1.1) 
над модулем дЛ, где R — произвольное кольцо, конгруэнтна системе 
уравнений с разделяющимися неизвестными: матрица системы эквива­
лентна квазираспавшейся матрице. 

Покажем, что система уравнений (1.1) над модулем дЛ, где R — ком­
мутативное кольцо, равносильна системе уравнений с матрицей несколько 
более общего вида, чем квазираспавшаяся. 

Матрицу С £ Rm,ni где R — произвольное кольцо, назовем квази­
треугольной, если она имеет вид 

(С\ * * \ 
С2 * 

С = 

V0 
Ct-i * 

CtJ 

(10.1) 

где Ci E Rki,si, i = 1> •••) *, h + ... + kt = m, si + ... + st = n. Ясно, что 
верхнетреугольные квадратные матрицы — частные виды квазитреу­
гольных матриц. Подматрицу матрицы С, расположенную в строках, про­
ходящих через матрицу Ci, и в столбцах, проходящих через матрицу Cj, 
г < j , обозначим через Cij. 

Исследование и решение системы уравнений 

С& = б1 (10.2) 

над модулем дЛ, где С — матрица вида (10.1), можно начать с рассмотре­
ния системы уравнений 

Cti\ = s\, (ю.з) 
где £t=(£tu---,ttst)

T и SJ = (6ti,...,Stkt)T-
Если система (10.3) неразрешима, то неразрешима и система (10.2). 

Если система (10.3) разрешима и L(Ct, Sf) — множество ее решений, то 
переходим к рассмотрению систем уравнений 

Ct-^L^Sb-Ct-i.tlit (Ю.4) 
где/4 6 ОД Л1) • 

Если все системы уравнений (10.4) неразрешимы, то неразрешима 
и система (10.2). Если при некоторых /j,j € L(Ct, Sf) соответствующие 
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системы (10.4) разрешимы и L(Ct-i, Sf_x — Ct-ittVt) ~~ множества их 
решений, то переходим к системам уравнений 

Ct-2^-2 = Sl_2 - Ct-2,t-iXU - Ct-2ttfi\ (10.5) 

где Af_! € L(Ct-i, Sf-i ~Ct-i,tVt)i и т а к далее. 
Укажем на связи системы уравнений (1.1) с системами уравнений с 

квазитреугольными матрицами. 
УТВЕРЖДЕНИЕ 10.1. Пусть R — коммутативное кольцо и система 

уравнений (1.1) подмодулем дЛ записана в виде 

где Ах € Rt,t, Р\ € Л(*' и 1 < t < min {m, n}. Если система (1.1) разреши­
ма, то ее следствием является система уравнений 

' 1*1* AIM \ I Aifi} \ 
0 WAt-AjAlAt) [Mti-AtAtPiJ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняются равенства 

A1F{ + A2F2
l = l3l 

A3F£+A4.F£ = P][. 

Умножив первое из них слева на матрицу А*, получим равенство 

{AilEtFt + AfAiFi^AtPi. (10.8) 

Умножив второе из равенств (10.7) на |,4i| и вычтя из полученного ра­
венства почленно равенство (10.8), умноженное слева на Аз, получим 
равенство 

(\At\Ai - А3А*А2) F% = \Аг\^- AZA*^. (10.9) 

Равенства (10.8) и (10.9) доказывают утверждение. 
Если для краткости записать систему уравнений (10.6) в виде Т^ = 

= 6^, то при условиях утверждения 10.1 получено включение 

L{A,/31)CL(T,61). (10.10) 

УТВЕРЖДЕНИЕ 10.2. Если разрешима система уравнений (10.6) над 
модулем дЛ, где R — коммутативное кольцо, то разрешима система 
уравнений 

(10.7) 

file:///At/Ai
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняются равенства (10.8) и (10.9). 
Умножив равенство (10.8) слева на матрицу А\, получим равенство 

\A1\(A1Fl + A2FJ) = \Аг\р1. (10.12) 

Прибавив к равенству (10.9) равенство (10.8), умноженное слева на мат­
рицу Лз) получаем равенство 

\Ai\(A3F^ + A4F^) = \At\Bi. (10.13) 

Равенства (10.12) и (10.13) доказывают утверждение. 
Утверждение 10.2 показывает, что справедливо включение 

ЦТ^^СЩА^А^А^). (10.14) 

ТЕОРЕМА 10.3. Пусть R — коммутативное кольцо и система урав­
нений (1.1) над модулем дЛ записана в виде (9.4), где А\ G Rt,t, Pi € Л ^ 
и 1 < t < min {m, n} . Если AnnA|^jJ = {в}, то системы уравнений (1.1) 
и (10.6) равносильны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как AnnA|^4i| = {в}, то матрица |y4i| J5m 

регулярна над Л. По следствию 1 утверждения 4.3 равносильны системы 
уравнений (1.1) и (10.11). Поэтому включение (10.14) записывается в виде 

Ь(Т,6±)сЦА,р1). (10.15) 

Включения (10.10) и (10.15) из утверждений 10.1 и 10.2 соответствен­
но показывают, что системы уравнений (1.1) и (10.6) разрешимы или 
неразрешимы одновременно и в случае разрешимости 

ЦА,рЬ)сЬ{Т,6±). 

Теорема 10.3 при Л = R дает прямое доказательство следствия 2 тео­
ремы 2 из [9], где это следствие сформулировано неточно и получено с 
использованием вспомогательной системы уравнений, число неизвестных 
в которой больше числа неизвестных в исходной системе. 

В заключение отметим, что предпринятое в настояшей работе изложе­
ние некоторых возможных методов сведения систем линейных уравнений 
над модулями к более простым системам было вызвано, в первую очередь, 
отсутствием общих алгоритмов для отыскания решений произвольных 
систем. Конечно, теперь возникают задачи по отысканию алгоритмов для 

4-556 
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методов упрощения систем и оценке их сложности. Однако это уже пред­
мет дальнейших исследований. 
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