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1. Здесь приведено обобщение результатов [ 1, 2] . Строится асимптотическое разло­
жение по малому положительному параметру е решения задачи Коши и краевых задач 
для системы 

e i = 4 ( f , в)х, t£j = [Ot Т], (1) 

где х — вектор-фунхция с п компонентами, А (/, е ) — /гхя-матрица вида 

h 

А (/, е) = J 8* 4* W + Н С» 8 ) 8 , 1 + 1 • (2) 

При этом использована идея построения асимптотики решения, предложенная Биркгофом 
[3] и развитая далее, например, в работах [4 — 6 ] . 

Будем полагать, что матрица А0 (t) принадлежит классу Bh, т. е. множеству всех 
лх/г-матриц Л 0 ( / ) = <я^(0) GCh(J), удовлетворяющих требованиям: 

1°. Матрица A0(t) имеет п собственных значений Хг (/), Я2(0> • • •» Xn(t) таких, 
что часть из них подчинена условию на J 

Хр ( О Ф к к ( / ) ( р * Л), a Re [Л р (/) - Kk (t)) ^ О ' (3) 

или не меняет знака, а другая часть — условию на / 

Ы О ^ Ы О ( к Ф р ) . (4) 

Собственным значениям ЯА (/), Я 2 (0, • • • , Я Л ( / ) соответствуют п линейно независимых 
собственных векторов, т . е . существует матрица ЭД10 (t) £ Ch (J) такая, что 

К (/) = ано (t) < я, ю аЛ > (0. (5) 
2% det AQ (t) Ф 0 на / , за исключением, быть может, множества меры нуль. 
Будем говорить, что матрица А0 (t) £ Bh принадлежит классу если выполнено 

условие, 
3°. Существует такое t0 > 0, что на интервале (0, t0) Re Xk (t) < 0 (k = 1, 2, . . . 

. . . , n). Назовем классом в\ класс Bh\B\. Пусть 

Ak{t)eCh~k{J) (* = 1, 2, . . . . Л). (6) 

Прл 8 = 0 система (1) для AQ(t)£Bh имеет на / единственное решение 

х ф ш О . (7) 

Введем нормы матрицы и вектор-функции соотношениями: 

п п 

и (0|= 2 к* (01. ион=2 fcw- ( 8 ) 

* . * = ! « = 1 
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Символ Н (/, е) в (2) и далее будет означать непрерывную яХл-матрицу, норма которой 
при 8 ^ 7 = [t£j\ 0 < 8 ^ е 0 } удовлетворяет условию 

\\H(t, е К К , (9) 

где К — постоянная, не зависящая от t, 8. Условимся все не зависящие от tt е посто­
янные (за исключением некоторых, играющих особую роль) обозначать одной и той же 
буквой К независимо от их величины. 

2. Вначале построим линейное преобразование 
h 

x=Wo(t)^Bfmih(f)y9 (10) 

где (/) = Е, приводящее систему (1) к почти диагональному виду 
h 

с «о 
Пусть пока матрица А0 (t) не имеет кратных собственных значений. Тогда собственные 
значения матрицы Л§ (/) можно занумеровать так, что 

Re Кг (/) < Re Я 2 ( / ) < . . . < Re Я п _ г (/) < Re Я„ (/). (12) 

Требование Re Хп^ (t) <*ReXn(t) в (12) не является принципиальным, но упрощает из­
ложение. Применяя схему построения преобразования (10), изложенную в [2], получим 

< * s - ( ( ^ < * - 1 > + » г < * - 1 > - ^ к + 2 W)msi~D -<Р№*-1)Щ, 8 + 1, (13) 

о, Х м ' 
S = /, 

к 

я<* > w = (л (*> (t))ss = 2 (v,mk-hu - ( ^ f e " 1 > ) s s , (14) 

г д е / ? - < г й ( / ) > (/)8Ио(0, tf/"= <^(0 )==5Шо"Ч^о^, /==1 ,2 , л , * = 
= 1, 2, . . . , п. Пусть теперь матрица Л 0 (0 имеет г кратных собственных значений: 
Я х ( 0 = Я 2 ( / ) = • • • = V (*)• Как показано в [2], все члены матрицы Эй<*) (0 (fc=l, 2, • 
. . . , /г), кроме (/) (s, / = 1, 2, . . . , г; s Ф i), определяются формулой (13). Чтобы 
найти остальные члены матриц по изложенной выше схеме, необходимо потребовать 

rsI (/) = ulsJ (t), 
k~ l A; 

(/г юк*-1) + юк*-1) + 2 9 w ( * " / ) A r t ) s . = 2 ̂ SW(*"/))«/» (15) 

s ^=/ ; s, / = 1, 2 , . . . , г. Поьтсряя полностью псстрсеиия [2], покажем, что условиям 
(15) можно удовлетворить бесконечным множеством функций. Тем самым и в этом случае 
преобразование (10) построено. Итак, имеет место 

Т е о р е м а 1 . Если А0 (/)£Bh, Ak (t) £Ch'k(J) (k=l, 2, . . . , h), то преобразо­
вание (10) приводит систему (1) на J к виду (11), где Л(0 (t)—диагональные матрицы. 

3. Зададим для системы (1) начальные условия 

х (о, е) = ь: (16) 

Применив к условиям (16) преобразование (10) и получив 

у (0, е) = 9И" 1 (0 , е)Ь, (17) 

сведем задачу (1), (16) к равносильной ей задаче (11), (17). Решение задачи 
h 

82 = 

1 2 . Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я № б 

2 в 'Л( ' ) (0 г, 2 (0, е) = (0, е) Ь (18) 
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*<л> (*, е) = < ехр \ ~ ф ( / , 8 ) J в / л > ХП"1 (0, 8 ) 6, 4 (19) 

где 
t h 

бГ<'. е) = jkw + ^ ^ W ] ^ . (20) 
О i = l 

В силу (12) существует такое е 0 > 0, что при всех e g (0, е 0) на J 

Re ф ( / , 8 ) < Re ф (t, г) (k = 1, 2, . . . , п - 1). (21) 

Сходимость решения (19) к вырожденшжу решению при е О будет иметь место, если 
для всякого t£j 

Regf>(f, 8 ) < 0 (£ = 1, 2 , п ) . (22) 

Последнее возможно, если Ло (0 Отсюда получаем ограничение на Г: 

О < Т < T(h) (е), (23) 

где, как следует из (21), ТФ) (е) — первый положительный корень уравнения 
0 R e E J ^ C е ) = 0 . (24) 

В дальнейшем будем считать, что задача (1), (16) [рассматривается на где Т удовле­
творяет условию (23), a A0(t)£B^. В задаче (11), (17) сделаем замену переменных: 
у (t, е) =z(h) (t, е) + A (t, 8 ) . Тогда для А (/, е) имеем задачу 

; h 

еА = 2 «'АО (/) А + Eh+1H (t; е) [А + гФ) (t, в)], А (0, е) = 0. (25) 

Применяя метод вариации постоянных, для задачи (25) получим , 

t 

A (t, г) = е А J Z (*, т, е) Я (т, е) [А (т, в) + г(Л) (т, 8 ) ] dx, (26) 

где Z (t, т, е) = Z (/, е) Z" 1 (т, е) . а матрица 2(^ , е) определяется формулой 
Z(f , 8 ) = < е х р | - ^ ^ ) ( / , ё ) } в / Л > . (27) 

К задаче (26) применим метод последовательных приближений, вводя на J рекуррентную 
формулу следующим образом: 

t 

А 0 (/,- е) ш 0, Ak (t, 8 ) = eh j Z (t, т, 8 ) H (т, e) [ (T> 8 ) + z ( h ) (T> e ) ] d T 

о 
( 6 = 1 , 2, 3, . . . ) . (28) 

Формула (28) определяет последовательность функций {A f e (t, г)}, каждый член которой 
имеет вид 

k t t t t t . x i - i 

\ л 8)=2 8'*A 1 ̂  fdu- - • • 1 ^ n z (^ ̂ 8 )
 H {ti+i>8) ft» 8)' ( 2 9 ) 

/= i o o о /=o 

где ради простоты записи введено обозначение: t0 =t. Из соотношения (29) имеем 
t tt tk.x k-i 

Ak(t, e ) - A ^ ! ( / , B)=J*.\dtx [ d t 2 . . . j dtkY\Z(tjt tf+1, e)H(ti+1,e)zih)(tkte). 
0 0 6 / = 0 

Оценим разность A f t ( / , s) — (f, e) . Равенство (30) при k = 1 дает 
(30) 
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А х (*, е) = 8Л j Z (t, t l t е) Я (f1 ( е) г( л ) е) Л х . (31) 
о 

Оценка для А1 (t, е) получена в [2] и имеет вид 

WA^t, 8)|| < Kteh, t£j. (32) 

Применяя метод полной математической индукции, найдем, что на J 

J_ 
| |Д й (t, e) - (t, 8)|| < — (№e")fe (ft = 1, 2, . . .)• (33) 

Так как ряд V .̂ — {Kteh)k сходится к функции <р (t, е) < KteheKte , то из этого сле-
6! 

дует равномерная сходимость на J последовательности {\(t, г)} к функции A (t, &), 
т . е. существует единственное решение A (t, г) задачи (26), причем всюду на / справед" 
лива оценка ||А* (/, 8 ) i | < K f c A . На самом деле для A (t, е) имеет место более тонкая оценка 

ЦА(/, г)\\<Кгк+\ (34) 

доказательство которой приведено в [2]. Следовательно, доказано, что задача (11), (17) 
имеет при в ф 0 единственное решение, а формула (19) есть асимптотическое представле­
ние этого решения с точностью до членов порядка е л + 1 . Поскольку последняя задача по­
лучена из задачи (1), (16) с помощью невырожденного преобразования (10), то, совершая 
обратный переход от переменных у к х в формуле (19), найдем, что 

h 

хФ) (t, 8) = Ш0 (t) V е'ЗК(') (0 < ехр {— > (t, в)} dJk > ШГ 1 (0, e) b (35) 

i=o 

есть асимптотическое представление решения задачи (1), (16) с точностью до членов по­
рядка 8Л + 1. Итак, доказана 

Т е о р е м а 2. Пусть A0{t)£Bh

x+l, Ak (t) £ Ch~k+1 (J) (&=1, 2 , . . . » Гогда 
npw достаточно малом в на J, где T удовлетворяет условию (23), существует един­
ственное решение x(t, е) задачи (1), (16), представимое с точностью до членов порядка 

sh+i формулой (35), т. е. 

||* (t, 8) — хФ) (t, 8)Ц < fyh+1. (36) 

Более того, здесь справедливы теоремы 3 и 4 [2]. 
4. Поставим краевую задачу для системы уравнений (1), потребовав 

QNx (0, е) + Qn_Nx (Г, е) = bt (37) 

где QN—«Хя-матрица, элементы которой равны нулю, [кроме N единиц, стоящих на 
главной диагонали, a Qn_Nr==E — QN . Здесь А0 (t)£Bh, Ak (t) £ Ch'k (J) (k = 1, 2, . . . 
. . . , h), а нумерация собственных значений матрицы A0(t) задана соотношением (12). 
Пусть Tk — наименьшее положительное решение уравнения 

RtE£A)(/f 0) = 0 ( * = 1 , 2, п), (38) 

а Tn+k — наименьшее положительное решение уравнения 

Re lp (t, 0) = Regf ) (T, 0) ( 6 = 1 , 2 , . . . , n) . (39) 

Будем говорить, что задача (1), (37) удовлетворяет требованию SN , если для любого 
t 6 (0> Т) имеют место неравенства 

Re g#> (/, 0) < 0, Re (f, 0) < Re (Г, 0). (40) 

Пусть в условии 1° определения класса Вн случай (4) не имеет места. С помощью пре­
образования (10) приведем систему (1) к системе (11), а краевые условия (37) к краевым 
условиям для у (t, 8): 
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QN 5Ш (0, е) у (0, 8 ) + Qn_N<m (Г, е) у (Г, е) = Ъ. (41) 
Построим решение задачи для системы задачи (18) с краевым условием 

% Ш (0, е) z (0, 8 ) + Qn_Nm (Т, 8 ) г (Т, е) = Ь. (42) 
Фундаментальную матрицу последней системы можно записать так: 

Z(t, e) = ^<exp(4-^ h )(',e)U.> + 

+ ЯП-N < е *Р f-r 1
 №

 8> - <г> *>') ьн > . (43> 
8 

где qN — матрица QN , у которой единицы стоят в первых N строках, a qn__N = Е— 
— qN . Тогда общее решение системы есть 

z(t, E) = Z(t, г) С. (44) 

Вектор-столбец С определим из условия (42), т. е. для С имеем систему 
F ( 8 ) С = Ь, (45) 

где F ( 8 ) = С2ЛДИ(0, e ) Z ( 0 , 8 ) + Qn__NWJT, e ) Z ( 7 \ е). Система (45) при достаточно ма­
лом е имеет единственное решение, если 

det F (0) = det [ QN Ш0 (0) qN + Qn_Nmo (T)^n__N] Ф 0. (46) 

Итак, если выполнено условие (46), то последняя краевая задача имеет решение 
z(h)(t, s) = Z(t, s)F~1(E)b. (47) 

Из свойств решения (47) следует 
Л е м м а 1. Для того чтобы на J limz^ (t, е) = 0 (6 = 1, 2, . . . , п), необхо-

£-*0 
дилш и достаточно, чтобы имело место требование SN • 

Если A0(t)£B2, то найдется натуральное число 1^п, для которого существует та­
кое t* > 0, что на интервале (0, t*) 

ReXs (/)> 0 (s = /, / + 1, . . . , п). (48) 
Анализ (47) позволяет найти условия, обеспечивающие выполнение требования SN . 

Л е м м а 2 . -Требование Sj^ имеет место на J, если выполнены (6)> (46), но не вы­
полнено (4) и если, кроме того, реализуется какое-либо одно из условий: 1) А0 (t)£b\, 
Т £ iTN+v tNV> 2 ) Л>(0в^, причем в (48) l = N+ 1, Т£[0, Т0], где T0*=min{TNl 

ТNJt\}, если kjy (t) комплексно, mo N— число четное; 3) A0(t) £ в \ г причем в (48) 
/ > t f + l , T e [ T N + l ; TN], T n + l > T U l . 

В [2] доказано, что формула (47) есть асимптотическое представление порядка h па 
8 решения задачи (11), (41). Поэтому справедлива 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда при достаточно малом е 
на (0, Т) существует единственное решение краевой задачи (1), (37), представимое с 
точностью до членов- порядка s h + 1 формулой 

хФ) (/, е) = Ш ( * , 8 ) Z {t, 8 ) F'1
 ( 8 ) b. (49) 

В заключение считаю своим приятным долгом поблагодарить А. Б. Васильеву и 
В. Ф. Бутузова за обсуждение полученных результатов. 
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