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Цель статьи заключается в установлении уравнения, определяющего общий элемент
непрерывной симметрии неинерциальной жёсткой системы отсчёта в классическом
случае. Основой аналитического метода служит обобщённый принцип относительно-
сти А. А. Логунова. Согласно этому принципу лагранжианы эквивалентных систем
отсчёта имеют одинаковые параметры: собственные ускорения и угловые скорости.
Это условие сильно ограничивает широту преобразований симметрии и позволяет
установить дифференциальное уравнение для движения эквивалентной системы от-
счёта относительно исходной системы. Решение полученных уравнений в общем виде
зависит от решения задачи Дарбу.

Kлючевые слова: обобщённый принцип относительности, эквивалентные системы от-
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Система отсчёта — совокупность системы координат и часов, связанных с те-
лом, по отношению к которому изучается движение каких-либо других материаль-
ных точек или тел. В классической физике возможна и наиболее проста идеально
жёсткая система отсчёта. Такая система отсчёта полностью характеризуется всего
двумя векторами: вектором собственной угловой скорости и вектором собственного
ускорения начала отсчёта.

В инерциальной системе отсчёта пространство однородно и изотропно, а время
однородно. В произвольной же системе отсчёта пространство в общем случае неод-
нородно и неизотропно, а время неоднородно. Для любой системы отсчёта будет
справедлив так называемый обобщённый принцип относительности А. А. Логуно-
ва [1]. Согласно этому принципу «какую бы физическую систему отсчёта мы не
избрали (инерциальную или неинерциальную), всегда можно указать бесконечную
совокупность других систем отсчёта, таких, в которых все физические явления
протекают одинаково с исходной системой отсчёта; так что мы не имеем и не мо-
жем иметь никаких экспериментальных возможностей различить на эксперименте,
в какой именно системе отсчёта из этой бесконечной совокупности мы находимся»
[1, с. 127]. Такие системы отсчёта можно назвать физически эквивалентными. Этот
принцип является более общим, чем специальный принцип относительности, и его
применимость ничем не ограничена. Все эквивалентные системы отсчёта облада-
ют одинаковыми векторными характеристиками: вектором собственной угловой
скорости Ω и вектором собственного ускорения начала отсчёта W, но по-разному



Об относительном движении эквивалентных систем отсчёта 339

расположены относительно друг друга и по-разному двигаются. За вычетом пре-
образования времени общее количество независимых друг от друга видов преоб-
разований симметрии равно 9. Для целей теории симметрии интересно установить
относительное движение физически эквивалентных систем отсчёта.

Лагранжиан свободной материальной точки в данной неинерциальной системе
отсчёта S с собственным ускорением начала отсчёта W и частотой собственного
вращения Ω имеет вид [2, с. 165, формула (39,6)]

L =
m

2
(v + Ω× r)2 −mWr.

Выясним теперь, как выглядит лагранжиан в новой системе отсчёта S ′′′, эквива-
лентной первоначальной системе S. Преобразование в систему S ′′′ произведём в
три приёма. На первом этапе перейдём в систему S ′, начало которой совпадает с
S ′′′. Для этого совершим поворот вокруг начала системы S на постоянный угол,
определяющийся матрицей поворота bαβ: rα = bαβr

′
β. При этом в силу векторности

испытывают такой же поворот как вектор скорости (vα = bαβv
′
β), так и векторы соб-

ственной угловой скорости и собственного ускорения начала отсчёта. В результате
новые собственная угловая скорость и собственное ускорение станут соответственно
равны:

Ω′α = bβαΩβ, (1)

W ′
α = bβαWβ, (2)

а лагранжиан останется той же формы:

L =
m

2
(v′ + Ω′ × r′)

2 −mW′r′. (3)

Второй шаг заключается в переходе в систему S ′′, которая движется поступа-
тельно относительно данной системы S ′ с перемещением на вектор a за время t.
Радиус-векторы в системе S ′ и в системе S ′′ связаны друг с другом соотношением

r′ = r′′ + a, (4)

а соответствующее соотношение для скоростей относительно систем S ′′ и S ′ нахо-
дится дифференцированием (4):

dr′

dt
= v′ = v′′ + u,

где

u =
da

dt
. (5)

Подставив эти выражения в (3), получим функцию Лагранжа в системе S ′′:

L =
m

2
(v′′ + u + Ω′ × r′′ + Ω′ × a)

2 −mW′(r′′ + a).

Выделим теперь в этом лагранжиане первые два члена, аналогичные (3). В резуль-
тате получим, что

L =
m

2
(v′′ + Ω′ × r′′)

2 −mW′r′′ +m (v′′ + Ω′ × r′′) (u + Ω′ × a) +

+
m

2
(u + Ω′ × a)

2 −mW′a.
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Последние два члена в этом лагранжиане есть заданные функции времени, и они
могут быть представлены как производные по времени от некоторой другой функ-
ции. Поэтому их можно опустить. Далее в третьем члене раскроем скобки. Таким
образом получим

L =
m

2
(v′′ + Ω′ × r′′)

2 −mW′r′′ +mv′′ (u + Ω′ × a) +m (Ω′ × r′′) (u + Ω′ × a) . (6)

Заметим, что

mv′′ (u + Ω′ × a) = m
d

dt
[r′′ (u + Ω′ × a)]−mr′′

d

dt
(u + Ω′ × a) ,

m (Ω′ × r′′) (u + Ω′ × a) = m [(u + Ω′ × a)×Ω′] r′′.

Подставим эти выражения в функцию Лагранжа (6) и снова опустим полную про-
изводную. Получим окончательно

L =
m

2
(v′′ + Ω′ × r′′)

2 −m
[
W′ +

d

dt
(u + Ω′ × a) + Ω′ × (u + Ω′ × a)

]
r′′. (7)

На заключительном, третьем этапе перейдём в систему отсчёта S ′′′, начало которой
совпадает с системой S ′′, но которая в данный момент вращается с угловой скоро-
стью ω относительно S ′′. При этом скорость точки в системе S ′′ складывается из
скорости точки в системе S ′′′ и скорости вращения ω × r′′ осей системы S ′′:

v′′ = v′′′ + ω × r′′.

Подставив это выражение и определение (5) в функцию Лагранжа (7) и учитывая,
что r′′ = r′′′, получим

L =
m

2
[v′′′ + (ω + Ω′)× r′′′]

2−

−m
[
W′ +

d

dt

(
da

dt
+ Ω′ × a

)
+ Ω′ ×

(
da

dt
+ Ω′ × a

)]
r′′′.

Если новая система отсчёта S ′′′ физически эквивалентна старой системе S,
должны выполняться совместно два условия:

ω = Ω − Ω′ (8)

и
d

dt

(
da

dt
+ Ω′ × a

)
+ Ω′ ×

(
da

dt
+ Ω′ × a

)
= W −W′; (9)

только в этом случае характеристики систем отсчёта S и S ′′′ будут между собой
равны.

Уравнения (8), (9), где Ω′ и W′ удовлетворяют выражениям (1), (2), и явля-
ются искомыми дифференциальными уравнениями движения начала отсчёта экви-
валентной системы. Всего общее решение уравнений (8), (9) будет иметь соответ-
ственно 6 и 9 произвольных постоянных, как и должно быть.

Рассмотрим сначала первое уравнение. Правая часть уравнения (8) является
известной функцией времени (и постоянного угла поворота), а левая часть (8) в
некоторой системе угловых координат зависит от них и их первых производных.
Задача решения уравнения (8) в литературе известна как задача Дарбу [3, с. 127,
п. 3.11]. Данная задача заключается в определении зависимости углов как функции
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времени, если известна угловая скорость как конкретная функция времени. Эта
задача в аналитической форме разрешима не всегда [4, с. 15, п. 4]. Некоторые
методы приближённого решения обсуждались в [5].

Во втором уравнении после очевидной замены

da

dt
+ Ω′ × a = X (10)

уравнение (9) преобразуется в векторное линейное неоднородное дифференциаль-
ное уравнение первого порядка

dX

dt
+ Ω′ ×X = W −W′. (11)

Его общее решение, как известно, является суммой решения однородного (с правой
частью равной нулю) дифференциального уравнения первого порядка и частного
решения (11). Общее же решение неоднородного уравнения (11) может быть найде-
но из решения однородного уравнения, например, методом вариации постоянных.
Рассмотрим однородное уравнение

dX

dt
+ Ω′ ×X = 0. (12)

Умножив скалярно это уравнение на X, легко заметить, что величина вектора X
в процессе движения сохраняется X2 = A2

α = const. Следовательно, это движение
представляет собой вращение с угловой скоростью Ω′ и решение (12) в координат-
ной форме будет иметь вид Xα = Aβaβα, где aβα есть некоторая матрица поворота.
Подставив это решение в (12), получим, что

Aβ

(
daβα
dt

+ eαµγΩ
′
µaβγ

)
= 0.

Данное равенство выполняется для произвольного постоянного вектора Aβ только
в том случае, если

daβα
dt

+ eαµγΩ
′
µaβγ = 0.

Умножим это равенство на 1
2
eαντaβν и учтём, что eαντeαµγ = δνµδτγ−δνγδτµ и aβνaβν =

3. Тогда
1

2
eαντaβν

daβα
dt

= Ω′τ . (13)

Заметим, что уравнение (13) эквивалентно (8), за исключением другой функции
в правой части уравнения. Таким образом, решение уравнений (10), (11) с правой
частью, равной нулю, неявно связано с решением задачи Дарбу (8).

Подчеркнём, что к данным «галилеевским» преобразованиям симметрии необ-
ходимо относиться только как к следствиям нерелятивистских уравнений движе-
ния. Тем не менее уравнения движения (8)–(11) могут представить интерес и в
теории относительности как предельные выражения пока неизвестных точных ре-
лятивистских уравнений.
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The purpose of the paper is to establish an equation that determines the common element
of continuous symmetry of a noninertial rigid reference frame in the classical case. The
basis of the analytical method is the generalized principle of relativity of A. A. Logunov.
According to this principle, Lagrangians of equivalent reference systems have the same
parameters: proper accelerations and angular velocities. This condition severely limits the
breadth of the symmetry transformations and allows us to establish a differential equation
for the motion of an equivalent reference system with respect to the original system. The
general form of the equations solution depends on the solution of the Darboux problem.

Keywords: the generalized principle of relativity, equivalent reference systems, the Darboux
problem.
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