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Рассмотрим управляемую систему 

x = f(x, <р(и)), (1) 

где x£Rn — фазовый вектор, и = и(х)—скалярное управление, м ( 0 ) = 0 , ф(м)—ска­
лярная разрывная функция такая, что q(u) — \ при а > 0 , ф(и) = — 1 при и<6. Пред­
полагается, что функции f(x, 1), f(x, —1) непрерывно дифференцируемы в некоторой 
окрестности начала координат, а функция и(х) дважды непрерывно дифференцируема. 
Решения системы (1) понимаются в смысле [1]. 

Требуется выяснить условия, при которых система (1) имеет асимптотически устой­
чивое по Ляпунову положение равновесия х = 0, а также дать способ построения управ­
лений и(х), при которых система (1) обладает указанным свойством. 

Очевидно, функция и(х) представима в виде 

u(x) = c*x + g(x), c£Rn, £ ( 0 ) = 0 , ^ - ( 0 ) - = 0 . 

Дифференцируя функцию и(х) в силу системы (1) и применяя теорему Четаева [2] о 
неустойчивости, нетрудно установить, что для устойчивости системы (1) необходимо 
выполнение условий с*/(0, 1 ) ^ 0 , c*f(0y — 1 ) ^ 0 . Далее всюду предполагается 
c*f(0, 1 ) < 0 , c*f(0, — 1 ) > 0 (этот случай будем называть некритическим). 

Из [3] следует также, что для устойчивости системы (1) необходимо выполнение 
условия 

р ° / ( 0 , 1 ) + р § / ( 0 . - 1 ) = 0 , р\ >0, р ° > 0 , рО + р о = 1. 

Будем считать это условие выполненным, причем в некритическом случае, очевидно, 
р°{ > 0, р\ > 0. 

В этом случае существует окрестность 5 начала координат, обладающая тем свой­
ством, что всякое решение x(t), для которого x(Q)£S, за конечное время попадает на 
гиперповерхность и(х) = 0 и остается на ней до тех пор пока x(t)£St удовлетворяя 
системе дифференциальных уравнений, описывающей движение в скользящем режиме 
( [1 ] , лемма 3) 

x = Pl(x)f(x, \) + p2(x)f(x, - 1 ) , (2) 

где р\(х), р<ь(х) единственным образом отыскиваются из условий 

PiW + p a W = i. РЛ*)^~ f(*> O+P2W jrf(x, - i ) = o . (3) 
дх дх 

Из (3) видно, что функции рг(х), р2(х) будут непрерывно дифференцируемыми в S , 
причем рх (0) = Р р р2 (0) = р\ , и функция и (х) будет первым интегралом системы (2). 

Нетрудно убедиться, что система (2), рассмотренная в линейном приближении, 
имеет вид 

х = (А — — be*А] х, (4) 
\ с*Ь I 

где 
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Функция ui(x) = c*x является первым интегралом системы (4), следовательно, ма­
трица системы (4) имеет нулевое собственное число. Для того чтобы все движения в 
подпространстве с*х = 0 стремились к началу координат, необходимо и достаточно, 
чтобы остальные собственные числа имели отрицательные вещественные части, т. е. 

ХЕ- 1 be 

где многочлен Д Л - 1 + т{Хп~г -|- . 
(5) эквивалентно равенству 

где 

Я ( > - « - i + т х Л я - 2 + • • . + т п _ 1 ) , (5 ) 

-\-mn-i гурвицев. Из [4] следует, что равенство 

c*k^=—c*b(\, m x , . . . , m n _ i ) , (6) 

K = (b, Ab, . . . , Ап-Ч) 
0 — 1 

V 0 0 0 1 

h, In — коэффициенты характеристического многочлена матрицы А, т. е. 

| X £ - i 4 | = X« + / i ^ - M - • • - + / п - ' 
Используя эти факты, нетрудно доказать следующее. 

Т е о р е м а 1. Если все корни многочлена (Хп~1, X, \)К*с имеют отрицательные 
вещественные части, то нулевое решение системы (1) асимптотически устойчиво по Ля­
пунову. 

Т е о р е м а 2. Если многочлен (Хп~х, X, 1) К>:с имеет корень с положительной 
вещественной частью, то нулевое решение системы (1) неустойчиво. 

Если система (1) линейная, то теоремы 1 и 2 в некритическом случае дают необхо­
димые и достаточные условия асимптотической устойчивости, совпадая в этом случае 
с критерием [5]. 

Если 
det /С = (— 1)" det (6, Ab, . . . , Ап~гЬ) ф О, 

то, как следует из теорем 1, 2, почти все векторы c£Rn, обеспечивающие асимптотиче­
скую устойчивость системы (1), могут быть построены по формуле с = К*~1а, где вектор 
а=(а{, ап)* таков, что a i > 0 и многочлен а Д п ~ Ч - . . . + # п гурвицев. Случай det К— 
-=0 также легко исследуется (см., например, [6]). 
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