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ЛИНЕЙНЫЕ КОДЫ И МОДУЛЯРНЫЕ КРИВЫЕ 

С. Г. Влэдуц, Ю. И. Манин 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе систематически изложены результаты 
недавних исследований на стыке теории кодов, теории вычис­
лимости и алгебраической геометрии над конечными полями. 
"Эти исследования были инициированы замечательной идеей 
B. Д. Гоппы [7, 8], который предложил рассматривать линей­
ные системы на алгебраических кривых как коды и обнаружил, 
что среди них есть очень хорошие коды, которые в § 1 ниже 
названы изолированными. Затем М. A. Цфасман [28, 16] пока­
зал что и асимптотические параметры кодов Гоппы улучшают 
долго остававшуюся непревзойденной границу Варшамова— 
Гилберта, если существуют кривые, число точек на которых 
достаточно велико, по сравнению с родом. В действительности, 
Ихара [24, 23] ранее обнаружил, что модулярные кривые, 
классические и Шимуры, именно таковы; независимо это поня­
ли С. Г. Влэдуц и Цинк [28]. Оценка максимального числа то­
чек над полями Fg была затем получена В. Г. Дринфельдом и 
C. Г. Влэдуцем [5] (теорема 3.8); она точна для q = p2w. Алго­
ритмы, строящие коды вблизи границы Варшамова—Гилберта, 
являются переборными; поэтому встает естественная задача: 
генерировать хорошие коды с помощью достаточно быстро ра­
ботающих алгоритмов. Оказывается, что коды Гоппы, отвеча­
ющие модулярным кривым, строятся за полиномиальное время. 
Для классических модулярных кривых это продемонстрировано 
в работе С. Г. Влэдуца [4]. В этом обзоре изучены модуляр­
ные кривые Дринфельда [10], в вычислительном отношении 
более удобные. Коды, получающиеся из модулярных кривых, 
имеют хорошие асимптотические параметры только при доста­
точно большом q. В частности, таким способом нельзя полу­
чить бинарных (с? = 2) кодов. Г. Л. Кацману принадлежит идея 
использовать каскадные коды с фиксированным внутренним 
бинарным изолированным кодом и внешними кодами, получаю­
щимися из модулярных кривых. Это приводит к наилучшим 
известным бинарным кодам с полиномиальной сложностью по­
строения (ем. пп. 1.2.13. 1.3.7 и работу [6]). 
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Часть упомянутых работ была выполнена в рамках семина-
ров по диофантовой геометрии и прикладной алгебре, которые 
вел Ю. И. Мании на мехмате МГУ в 1981 и 1982 годах. Гла­
ва I этой статьи написана Ю. И. Маминым с использованием 
записок этих семинаров и курса лекций. В ней изложены ос­
новные задачи асимптотической теории кодов и конструкция 
Гоппьг. Глава II, написанная С. Г. Влэдуцем, содержит про­
веденный им детальный алгоритмический анализ модулярно-
кодовых конструкций. 

Авторы приносят свою искреннюю благодарность. 
В. Г. Дринфельду, беседы с которым об эллиптических моду­
лях были весьма полезны, С. И. Гельфанду и М. А. Цфасману 
за внимание к работе и ценные замечания и Д. Ю. Григорьеву,. 
сообщившему алгоритм разложения многочленов на множите­
ли, использованный в п. 2.6.5. 

Глава I 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ КОДОВ 

§ I. Коды и их асимптотические свойства 

1. Обозначения. Пусть 5 — конечное множество; тогда через; 
| 5 | обозначается число его элементов; Sn=SX . . . XS (п мно­
жителей). Фиксируем множество F, \F\=q, называемое алфа-
витом; часто F будет конечным полем из q элементов, тогда 
оно обозначается Fq. Расстоянием Хэммиига между a, &GE" 
называется число позиций t 6 ( l , . . . , n ) , для которых ai=?--&i. 
Оно обозначается d(a,b). Множество Fn с расстоянием Хэм­
миига является конечным метрическим пространством. 

2. Коды. <?-ИЧНЫЙ блочный код длины п = п(С) есть подмно­
жество CaFn„ Его кодовым расстоянием называется число 
d = d(C) = min{d(a, b)\a, b£C, a=£b}. Его (логарифмической) 
МОЩНОСТЬЮ называется число k — k(C) = logq1 С \ (ОНО не обяза.-
тельно целое). В дальнейшем существенны относительные 
характеристики: скорость передачи -^(G) —--rcf и -5(C)——т-Д-
О коде с параметрами [п, k, d\ иногда говорят как об [и, к, dj-коде.. 

3. Кодовая область. Рассмотрим в (R, б) -плоскости точки, 
отвечающие всевозможный <7-ичным кодам (точка считается с 
кратностью, равной числу кодов с точностью до изоморфизма,. 
ей соответствующих)*). Положим: 

*> '. данной работе мы используем нестандартное обозначение координат 
точки на (R, б) —- плоскости. А именно, в записи (К,,, б) R обозначает орди­
нату точки, а б — ее абсциссу. 
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Vg=-семейство кодовых точек {R(C), 6(C)}, 
Uq = множество предельных точек семейства Vq. 

Очевидно, Uq<=Vq<=:[0, I]2 . Ниже будет доказано, что Uq есть 
множество точек, лежащих под графиком некоторой непрерыв­
ной функции R = aq(6). Коды, отвечающие точкам Vq\Ug, на­
зываются изолированными. 

4. Кодирование и декодирование. Пусть М — некоторое мно­
жество (пространство сообщений), C<=Fn — код. Кодированием 
называется отображение (обычно вложение) Е : M{to}C- Декоди­
рованием называется отображение D : /Tn{to}C со свойством 
D (а) =а, если абС. 

Назовем декодирование D стандартным («по максимуму 
правдоподобия»), если для любого слова b£Fn, D (b) является 
ближайшим к нему кодовым словом (последнее, конечно, не 
обязательно единственно). Если d = d(C), i = y ~ - , aQC и 
d{a/, а ) < Л то D(a') — a для стандартного декодирования. 
Обычно говорят, что [n, k, dj-код исправляет • ~ ошибок. 
Это высказывание приобретает смысл в следующей схеме. 

5. Помехоустойчивое кодирование. Пусть информация, 
подлежащая передаче по зашумленному каналу, производится 
в виде последовательности символов алфавита F, потенциально 
не ограниченной длины. Стандартная схема помехоустойчивого 
кодирования такова. Выберем код CczF" с параметрами 
/?--= _ , б = —; для упрощения будем считать k целым. Фиксируем 
отображения кодирования E:Fh~>C и декодирования D:Fns-C. 

а) Пусть acFkN — сообщение большой длины kN. Разобьем 
его на N блоков длины k и превратим его в кодовую после­
довательность EN(d) длины tiN, кодируя каждый блок с по­
мощью Е: 

E.V(а) = Е(а1 ... Ek)E(ak+l ... a.2li)... 
Она и будет передаваться по каналу связи. Ее длина больше 
длины сообщения в -£ДГ==-ЁГ Раз> Поэтому скорость передачи 
/.?<.! измеряет в действительности степень увеличения объема 
информации вследствие кодирования. 

б) После передачи EN(a) превратится в искаженный сигнал 
EN(a). Постулируем простые статистические свойства шума: 
он действует независимо на последовательные символы ai и ис­
кажает каждый символ с вероятностью p. 

в) Пусть и настолько велико, что с вероятностью, близкой 
к единице, в каждом блоке длины п в EN (а) появляется не 
больше (р-\-е)п ошибок (е мало). Пусть также " « < - + - , т. е. 
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/у< —-- Тогда поблочное стандартное декодирование исправит 
все ошибки в месте приема: DN°EN (a) — Еи (a) почти достоверно. 

Итак, располагая кодом большой длины п с характеристи­
ками (R, 6), мы можем исправить ошибки, появляющиеся с 
вероятностью < --- на символ. Это объясняет роль предельной 
кодовой области Uq (особенно ее границы), а также изолиро­
ванных кодов, если их длина достаточно велика, чтобы гаран­
тировать сглаживание шума. 

Укажем явно, какова цена этого способа защиты информа­
ции: 

— дополнительная вычислительная работа по кодированию 
и декодированию; 

— уменьшение скорости передачи; 
— задержка с началом кодирования на время, необходимое 

для выработки очередных п символов информации. 
6. Коды со структурой; линейные коды. При малых значе­

ниях qn есть возможность задавать Е и D таблицей, но уже в 
реалистическом случае q = 2, n=100 это совершенно немысли­
мо. Следовательно, на JF11 должна быть задана некоторая ма­
тематическая структура, которая позволила бы экономно опи­
сывать некоторый подкласс отображений Е, D и эффективно 
вычислять значения Е и D на словах. Обычно выбор такого 
класса приводит и к ограничению класса кодов Cc=Fn, к кото­
рым эти отображения применимы. 

Код С называется линейным, если на F задана структура 
конечного поля Fq, а CcF~" является линейным подпростран­
ством. В этом случае & = dimF С; к сожалению, функция d(C) 
имеет плохие линейные свойства, 

Линейный код С можно описать либо матрицей линейного 
отображения F<-ft{to}F,-n с образом С, либо матрицей линейного 
отображения Fgw{to}F.-,г~',- с ядром С. Первая матрица назы­
вается порождающей, вторая — проверочной. Эти матрицы со­
стоят из kn либо п(п—к) букв алфавита Fg, тогда как прямое 
перечисление всех элементов С потребовало бы nqk букв. По­
этому задание линейного кода матрицей дает логарифмическое 
сокращение длины записи. Алгоритмы кодирования и декоди­
рования задаются аналогичными матрицами, если потребовать, 
чтобы Е : Fg'^-C было линейным отображением, а D : Fe

n->-
->-Fg- — линейным проектированием на образ Е. 

Другие классы кодов и алгоритмов D, Е получаются, если 
задать на Fn другую структуру, например дерева. 

7. Постановка задач. Основные задачи теории кодов являют­
ся оптимизационными. Желательно добиться одновременно боль-
тдой скорости передачи и большой доли исправляемых ошибок, 
притом, что алгоритмы кодирования и декодирования должны 
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допускать простую аппаратную реализацию и иметь короткое 
время работы. Конечно, все эти требования противоречивы. 
Математическая теория асимптотических свойств кодов уста­
навливает границы достижимого. Мы будем заниматься в 
основном задачей описания области Ug и множества изолиро­
ванных точек Vq\Uq, а также аналогами этих множеств Ulqn, 
У"п (точки, отвечающие линейным кодам) и L/v

q
Un: по определе­

нию, (R, 6)6UIJ"n, если (R, б) является предельной ТОЧКОЙ по­
следовательности (R(Cn), 6(C,.)), где С„ —полиномиальные коды, 
т. е. такие, матрица которых вычислима за время, полиноми­
ально ограниченное величиной этой матрицы. 

В § 2 будут доказаны следующие результаты. 
8. Теорема, Существует такая убывающая на отрезке 

[0, \-\iq\ непрерывная функция «,-(6), 8б[0, 1], что 
Uq={{R,b)\0<R<aq(b)}. 

Она удовлетворяет следующим неравенствам: 
<х-(0) = 1, a?(6)<max(l—-——8, 0) (верхняя граница Плоткина); 

a7(6)>max[1-(61og?(?-l)-81og,~8-(1-~6) tog,(1 — 8), 0] 
(нижняя граница Варшамова—Гилберта). 

Известны более точные верхние границы для а,-(6) (см. ни­
же). Нижняя граница оставалась не улучшенной до открытия 
кодов Гоппы, связанных с модулярными кривыми, которые до­
ставляют лучшие коды при <7=p2a^49. Для наиболее интерес­
ных случаев q = 2, 3 до сих пор не известно, можно ли ее улуч­
шить. 

9. Теорема. Существуют такие убывающие на отрезке 
"О, 1-—] непрерывные функции а"п(§) и aj,ln(6), что U'J" и 
С/£1,п, соответственно, суть части [0, I]2, лежащие под их гра­
фиком. Кривая о41п(6) лежит не ниже кривой Варшамова —Гил­
берта. 

Очевидно, любая верхняя граница для класса всех кодов 
(например, граница Плоткина) является одновременно верхней 
границей для а.-." и a?"n. Известные нижние границы для o^"11 

хуже границы Варшамова —Гилберта (о них см. в §3). 
10. Геометрия кривой Варшамова—Гилберта. Положим 

9-(6)-=81ogl7(c?-l)-6log-6 — ( l -6) log ? ( l -6) . 
В следующем параграфе мы покажем, что эта функция изме­
ряет асимптотический объем шара Хемминга. Кривая Варша­
мова—Гилберта задана уравнением i ?= 1 — Ф̂  (б). Она обладает 
следующими свойствами: 

а) Д(0).-1, /?(£=.L)-0.. 
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6) _9 ' (8 )—~ log- (? - l ) — log?----^. 

При убывании б от -—--- до 0 эта производная монотонно воз­
растает от 0 до оо; в частности, — Ф'(•—^J--= 1. Поэтому 
кривая Варшамова — Гилберта выпукла вниз и касается коорди­
натных осей в концах: R — 1, 6 = 0 и R = 0, 6=-------. 

В) * W In? в (в -1 ) ' Ч \ q 1 (g-l)laq-

При /?{to}0 это дает 1 - Ф ( « ^ ~у)-—-£!—-.^ + 0(^) . 
г) При (7 = 2 линейный по б член исчезает ф2 (б)== — [б log2 б + 

+ (1 -— 6)log-2 (l — б)]— энтропийная функция. Вот краткая табли­
ца функции Варшамова —Гилберта при q — 2: 

О 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 

1—ф! <в) 1 0.71360.53100.39020.27800.18870.11870.06590.02900.0072 О 

§ 2. Границы кодовой области 
J. Цель этого параграфа — доказательство теорем 1.8 и 1,9; 

заодно будут получены некоторые дальнейшие подробности о 
кодах. Пусть Vt

n—Vtn{Ou) = {aQFn/d(a, ao)^t} — шар Хэммин-
га с произвольным центром ao&Fn. 

2. Лемма, В обозначениях § 1 имеем: 

1=0 Х ' 

Следствие . При/г-»оо, >8 шар относительного ра­
диуса б в F" занимает долю «логарифмического объема» F", 
равную Ф-- (б). 

t 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В сумме для | VV| = , 2 Ь (-7 — -)г *"е 

слагаемое состоит из множителя Ь) , отвечающего способам 
выбора точно i позиций «ошибок», i<zf, a (q — 1)' отвечает все­
возможным «ошибкам» в этих позициях. 

Для любого 0 < z < 1 имеем 

_(?)(y-i)'<.2(?W-i)'2'-,=-«-'(i+(^-i)"')". 
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•Легко проверить, что функция справа имеет в точке г0 = 
= —/(1—-((•З'—1) минимум, равный q Ф<^н , что доказывает 

•оценку сверху (Проверка учитывает, что t <.'-—n — при этом 
условии экстремум лежит левее 1). 

С другой стороны, . 

для некоторой точки 26(0, 1]. В самом деле, если выбрать z 
в интервале t/(n—t-\-1)(<7 — 1){le}2<(t + 1)/(#—t)(#—-'1), то член 
.! j(<7—l)^' будет максимальным среди всех членов разложения 

п 

(1+(<.• — 1)2)' — ̂  Vtzl в силу неравенств V^iVt<Vt^lVt<z 

при i<_t и z < V r , / V r
w < l / l / V w при i>t. Это доказывает 

нижнюю оценку объема. 
' 3. Предложение, а) Кривая Варшамова--- Гилберта 

jR---.l_cp,.(6), 0 < б < ——, целиком лежит в Uq. б) Выше кри­
вой Хэмминга R—\ — ф.7 (-у) нет ни одной точки Uq. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Выберем точку (R, Ь) на кривой 
Варшамова —Гилберта (не концевую). Чтобы построить код 
CaF'1, параметры которого сколь угодно близки к (R, б), вы­
берем большие числа [п, k, d\ с /?«—, б —— и рассмотрим 
•следующий (переборный) алгоритм последовательного выбора 
кодовых слов, входящих в С. Пгрвое слово выбирается произ-

т 

.вольно; если аи ...,amQC уже выбраны и если FnФ \JVd
n(aj), 

n 

TO an+l — произвольный элемент дополнения Fn\\jVd
n (а,). Гак 

как \V/ (al)\-=Cq'"'''1 " , алгоритм не остановится до проведения 
qk шагов при условии, что qk-qmq^n <q11, т. е. если (—» —J 
лежит ниже кривой Варшамова— Гилберта. 

Пусть С — [п, k, dj-код, t = \*~ . Тогда шары V(
n(a), a£C, 

попарно не пересекаются,- так, что сумма их объемов не боль­
ше д'\ откуда по лемме 2: 

f+'l*Md-ir])<qblVtnl<CIn. 
п + 1 
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Следовательно, если I—, —)-.-(<5, /?): п, £->ое>, то /?<1—' 

-*.(т)-
Замечание. Вблизи /?=1, т. е. 6 = 0, верхняя граница 

Хэмминга лучше границы Плоткина; они пересекаются в точке, 
где Ф? [+) —-Г-ГТ бо. Вблизи R = \ кривая Хэмминга отходит 
от вертикальной оси примерно вдвое, по сравнению с кривой 
Варшамова —Гилберта. Поэтому истинная граница £/-, кривая а,-, 
будучи зажата между ними, имеет в левом конце вертикаль­
ную касательную. To же будет следовать для о^п<а- в силу 
следующего результата. 

4. Предложение, а) Кривая Варшамова —Гилберта цели­
ком лежит в --У.,1", б) Для любого линейного \п, k, dj-кода k + d < 
< й + 1 (в частности, U"" лежит ниже диагонали /? + б = 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть линейный код С есть ядро 
отображения Fq

n-*-Fg
n-h, заданного матрицей Н. Каждое кодо­

вое слово есть линейное соотношение между столбцами Н; 
значит, d(C)Z^d, если любые d—1 столбцов Н независимы. 
Следовательно, d—-l{le}rk#{le}n—k, откуда вытекает б). 

Коды, близкие к кривой Варшамова—-Гилберта, будем 
строить, последовательно выбирая столбцы Н. Обозначим их 
ах, а2, . . . . Очередной вектор am^Fn

cl~k нужно выбирать так, 
чтобы он не выражался линейно ни через какие из d—2 преды­
дущих. Те векторы, которые этому условию не удовлетворяют, 
являются линейными комбинациями со всеми ненулевыми коэф­
фициентами каких-то i из ранее выбранных векторов. Их 

не более 2 (г- )(д— 1)'. Если 

•7"--»|(?)»-D'>^rr«('"i?). 
то очередной вектор выбрать можно. Это доказывает утвержде­
ние а). 

5, Примеры а) Коды Р и д а — С о л о м о н а . Это изоли­
рованные коды над F9 с параметрами [п, к, d], где п — любой. 
делитель q—1, 1{le}£{le}« — любое целое число, &+d=-n+l.. 
Строятся они так: поскольку группа Fg циклична порядка 
q—1, существует <p(n) элементов x&Vq*, порядка равного п.. 
ПОЛОЖИМ #•= (/zii), hij=xi(-""u, i = l , . . . , п—k, /=1 п. Лю­
бые п—к столбцов этой матрицы линейно независимы, по-' 
скольку соответствующий минор вычисляется с помощью фор­
мулы Вандермонда. Код с проверочной матрицей Н имеет тре­
буемые параметры. 
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б) Коды Гоппы рода нуль. Это изолированные коды1. 
над Fq с любыми параметрами вида [п, к, d], где n{le}<7 и> 
k+d---n+l. 

Именно, положим C={f&Fq[t]/degt^k—.1}, t — независи­
мая переменная; выберем п разных элементов х\,..., хп^Рд, 
где fe{le}«{le}<7. Определим отображение C{to}Fgn, положив 
i w (f(xi),. . . . f(*n)).ОНО является вложением, поскольку не­
нулевой многочлен степени {le}&—1 не может иметь п^к ну­
лей. Поэтому образ С в Fgn есть [п, к, й]-код. 

Изолированность этих кодов будет вскоре ясна: верхняя' 
граница Плоткина для /7- лежит под диагональю R+6---T. 

6. Лемма. Если [п, к, dj-код существует, то d < n X 
v___£_L 

Следствие . В области R>0, 8>-—- нет предельных то­
чек Uq (и U Un). (B самом деле, для любой последовательности 
[tit, ku dt\ с «.{to} оо либо kt ограничены и потому k./#,->0t 
либо kt не ограничены и тогда — < - т - (1 +- ei), бг->0, в силу 
леммы). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С--некоторый [n, k, dj-код. 
Положим Xa,i — \{х&С | Xi=a}\. Очевидно, Xa,i—неотрицательные-
целые числа и 2 X a , ; —?*• Кодовое расстояние d(C) не больше 

среднего попарного расстояния: d(C)<--k , .&_п 2 d(x' ^ 

причем равенство достигается только для так называемых 
эквидистантных кодов со свойством Vx=J=y, d(x, y)=d(C)^ 
Далее, 

п 

2d(*> J/)=2 2(1-s-W= 
X.yQO г-=1 X,yQC 

п 

=2 2 (1 — &ab)Xa,iXb,i<n-m&xQ, 
где 6ай —символ Кронекера, Q — квадратичная форма с матри­
цей 1 — bab, X-=(X0W пробегает симплекс 2Xa-=l7ft> -?-"a>0-

aQF 

Этот максимум равен <72*—~, в чем можно убедиться индук­
цией по q*=\F\: максимум достигается во внутренней точке,. 
где все Ха одинаковы: X —•-. Это доказывает лемму. 

7. Лемма, а) Если существует [п, к, dl-код, то для любого-
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/<А существует код с параметрами [ti — l, k — l, d]. б) To же 
'"верно для линейных кодов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть С — [/г, k, dj-код. Для %QFl 

положим C,(f;)={.xeEtt"M(^. 96G}. Тогда ^[C^l^g*; 

поэтому | С, (У I > Я" Для некоторого 1й. Код С/ (g0) имеет, 
•очевидно, параметры \я — 1, >k — d, >d]. Их можно довести 
до [п — 1, k — l, d], сначала выбросив лишние точки и затем 
сдвинув одну из точек так, чтобы ее расстояние до ближай-

;шего соседа в коде стало d. 
б) Пусть теперь F = Fg, С —линейный [п, k, d]-кoд, задан­

ный порождающей матрицей G размера nXk. У нее сущест­
вует ненулевой минор ранга k; перенумеровав базис Fq

n, МОЖ­
НО добиться того, чтобы он был в самом низу G. Тогда проек­
ция Fn-*-Fh индуцирует сюръективное отображение С на F1, 
./{le}A. В обозначениях предыдущего абзаца, Cj(g) будут смеж­
ными классами С.(0) в Fq

n~l; поэтому |Сг(|) | =qh~i ДЛЯ всех |, 
и самый короткий по Хэммингу вектор С лежит в Сг(0)Х(0). 
Значит, параметры С.(0) равны [n—/, k—l, d]. 

8. Предложение. Множества U = Uq, U"n и Up,ta обла­
дают следующим свойством: если (R0, 60) 6-Л А0>О, 60>0, то 
весь отрезок прямой, соединяющей (RQ, S-) с (1, 0), который 
лежит правее и ниже (1?0, 60) в квадрате [0, 1]2, принадлежит U, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 7, если (—, —) 6U? 
или U"n, то для всех t<k имеем (—--; —г) 6.-Л (соответ-

.__ Ь 

•ственно, U^a), Все эти точки лежат на прямой .̂ -—1 — 6-—-, 
соединяющей (-, —) с (1,0), правее и ниже. Если [nh Ai, c?i[ — 
последовательность кодов с tt.{to}oo, — {to}/?-, — ->80, то произ-

til ТЦ 
водные точки лежат на соответствующих отрезках все более 
плотно. Наконец, если порождающие матрицы [ni, kit d{i]-кодов 
строятся за время, ограниченное полиномом от размера ма­
трицы, то дополнительная работа по отысканию максимального 
ненулевого минора (например, методом Гаусса) и отбрасыва­
ния части строк в нем, может лишь несколько увеличить этот 
полином (.7 фиксировано). 

9. Следствие (верхняя оценка Хэмминга—Плоткина). 
Множество Ug целиком лежит под кривой 

(mtafl-yX-a, • 1-Т.(4)). «<-=» 

. 1 ..-•. '..' ' • . . ' * > ^ Г : ' . 
'218 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы существовала предельная 
точка выше прямой ^-=1—-.-—.б с б<——, то правый нижний 
конец отрезка, построенного в предложении 8, содержал бы 
точки (R0, б0) со свойством 6 0 > — - , -ч?-1 что невозможно по 
следствию из леммы 6, 

Нам осталось доказать существование функций а-, а',л, аР|1п_ 
С этой целью установим сначала аналог леммы 7, дающий 
производные коды левее и выше исходного. 

10. Л е м м а , а) Если существует [п, k, d\—код, то для 
любого Z{le}rain(d-1, п—k) существует код с параметрами 
[n—/, k, d—l]. б) To же верно для линейных кодов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть CcFn— некоторый [п, k, d]-
код. Рассмотрим проекцию р : Fn-+Fn~l на последние п—I ко­
ординат; пусть С'=р(С). Если р(х) =р{у), то d(x,y)^Ll, по­
этому при /--rid—1 и при х, у£С обязательно х = у. Значит, С'а 
<=Fn~l — код с параметрами [п—I, k, ^ d — / ] ; он линеен, если 
С линеен. В общем случае превратить d(C') в d—I можно, 
сдвинув одну точку кода. В линейном случае следует предва­
рительно перенумеровать базис Fn так, чтобы невырожденный 
минор находился внизу. 

11. П р е д л о ж е н и е . Множества U-U'<-, Ul'n и Up"n обла­
дают следующим свойством: если (/?-,, 60) €«--/, -9o>0i с.о>0, но 
весь отрезок прямой, соединяющей (R0, б0) с (0, 1), который 
.лежит левее и выше (R0, б0) в квадрате [0, I]2, принадлежит U. 

Этот результат выводится из леммы 10 точно так же, как 
предложение 8 из леммы 7: точки (-—л +ЕЬ) Л е ж а т к а к Р а з 

на прямой, соединяющей (—, —\ с (0, 1). 
12. О к о н ч а н и е д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м 1.8 и 1.9. 

Нам осталось только установить существование функций о„ 
аип, ар..п, графики которых ограничивают U сверху. Будем 
писать * вместо индекса 0 , Ип или plin. Положим a-*(jc)=-
•= sup.{JR | (./?, x)£U<,*}. Для любой точки {RQ, б0), лежащей не 
выше прямой Плоткина, обозначим через I и II прямые, соеди­
няющие ее с (0, 1), (1, 0), соответственно. Пусть I+, Il+—полу­
прямые, лежащие правее (R0, б0), а 1_, П_, —левее. Углы обра­
зованные (1+, П+) и (I_, И_), назовем, соответственно, правым и 
левым конусом точки (Ra, б0). 

Из доказанных выше факторов следует, что при 0 < x < t / < 
<?-—-, точка (a-*(jc), х) лежит в левом конусе точки (а~*(у), у) 

•а (о-д(У), у) лежит в правом конусе точки (а,-*(л;), х). Прове­
рим, например, первое утверждение. Точка (ag*(x), x) не мо­
жет лежать выше прямой 1" для точки (ag*(#), у) — иначе ее 
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полупрямая П+
ж пройдет выше {aq*{y), у), что противоречит 

определению aq*(y), в силу предложения 8. Аналогично, 
(ад*(х), х) не может лежать ниже прямой 11^ для точки 
(Од* (.?/)> y)> в СИЛУ предложения 11 и определения ад*. 

Отсюда вытекает, что функция а<~* непрерывна; к сожале­
нию, неизвестно, диференцируема ли она. Вея область под гра­
фиком aq* (с границей) принадлежит Uq, поскольку заметает­
ся, скажем; отрезками 1+ или Н_ для точек графика. Наконец, 
ясно, что выше щ* лежат лишь изолированные кодовые точки. 

13. Каскадирование и кодовые границы. Рассмотрим код 
C<=Fn и закодируем элементы F словами в новом алфавите G, 
т. е. положим FczGm. Индуцированное вложение Cc:Gmn есть 
код, получающийся каскадированием двух исходных. Пусть 
<7F= |F|> -7<J-='|G|. Код C<--G»"i является .7-з-ичным. 

14. П р е д л о ж е н и е . Пусть (JRb 6г)—кодовая точка 
CcF", а (Я.,, 62) — кодовая точКа E c G m . Тогда (/?i/?2- --г-За) — 
кодов-ая точка СаОтп, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [п, k, d\ — параметры C c E " ; 
[tn, \og„aqF, d'J.параметры E c G m ; тогда параметры CcG™1 

суть \mn, k\ogqaqp, dd'], что доказывает требуемое. 
15. С л е д с т в и е , Пусть q, q'— два числа, (Ri,6i)GV<i> 

тогда заданная параметрически кривая (/•?-«,-,• (г.), б-, (t) (t — пара-
метр, 0<г.<---—-—\ целиком лежит в Uq*. 

Эта конструкция приводит к нижним оценкам, лучшим из 
известных, если применять ее к случаю * = plin, q=2-
(Ци 61) —изолированные двоичные коды, а вместо aP\,a(t) под­
ставлять нижнюю оценку, отвечающую, модулярным кодам 
Гоппы, которые строятся за полиномиальное время в силу ре­
зультатов главы П. Мы приведем дальнейшие подробности 
позже. 

§ 3. Алгебро-геометрические коды 

1. Конструкция. Пусть W — алгебраическое многообразие 
над полем Fq, 2? — обратимый пучок на нем, W(Fq) —мно­
жество точек W, рациональных над Fq. Геометрические слои 
S'(x) пучка 3? над точками x£W(Fq) одномерны; выберем в 
каждом из них базис. Рассмотрим отображение 

v:T(W,3?)^ ® Я{х) = ??™. 

где v(s) — (..., s(x), ...). Его образ является линейным под-
пространством в rq

 к "'; такие подпространства мы и будем 
называть алгебро-геометрическими кодами. Параметры алгеб­
ра-геометрических КОДОВ являются как раз теми характеристи­
ками пары (W, S?), которые активно изучались. Именно, длина 
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кода есть n- | lV(F g ) | ; размерность ограничена сверху числом 
dimr(W,.2?), а в поддающихся расчету примерах совпадает с 
ней; наконец, п—d есть максимальное число Г--точек на много­
образии нулей какого-либо сечения j?, т. е. характеристика 
той же природы, что и п. 

2. Примеры, a) W = Pr (r-мерное проективное прост­
ранство), 9? — 0(\). Здесь v.r(W, g)~>C, потому что ненулевая 
линейная форма не может обращаться в нуль во всех F .--точ­
ках. Параметры кода равны (—-—+—, r + 1 , qr\. Так как нули 
всех сечений 3? суть РГ~\ эти коды эквидистантные, и для них 
достигается верхняя граница Плоткина (лемма 2.6), 

б) V/ = Pr; S£~Q(IT£). При mKq отображение ю, по-прежне­
му, является изоморфизмом: для г — \ это проверяется очевид­
ным образом, затем индукцией по г. Количество Fg-точек на 

o ' — I 
гиперповерхности степени т < ? не превосходит т • _ t •: 
в самом деле, проведем пучок проективных прямых через точ­
ку, лежащую вне гиперповерхности. Таких прямых имеется 
IP.--- (Fg) | = q ~ ., а на каждой прямой лежит не более т то­
чек гиперповерхности, в силу теоремы Безу, Код имеет пара­
метры , - . -> СЛ > - ^ E f — * - f ^ - ] - Так пслучаю-ся 
многие хорошие изолированные коды. Например, при д==2, 
г-=-3, т=2 находим код с параметрами [15, 10, 4], а при 
<7--=2, г=4 , m=2— код [31, 15, 8]. Примеры а) и б) суть коды 
Рида—Малера порядков 1 и т, соответственно. 

3. Коды Гоппы. Это такие алгебро-геометрические коды, 
для которых W — гладкая неприводимая алгебраическая кривая. 
Обозначим е.е род через g=g {W), число точек на ней черев 
n = n{W) = \W{¥<,)]. Положим ^ = 11тЫ-£-Ш- по всем W. По­
скольку в силу теоремы Вейля n<.q-\- l + 2g 1/g , имеем y-> 
>•„ •=.. Ниже будет доказано, что точная оценка есть y---= 

= (1/9—1) при q — p2a. 
4. Теорема, а) Отрезок прямой /? + 5 = 1 —y?, 0<R, 

£ < 1 целиком лежит в U£"n. б) Для д=р2а он также целиком 
лежит в Ufin, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Второе утверждение теоремы будет 
доказано в главе 2 с помощью прямой проверки того, что кон­
кретные кривые с асимптотически максимальным числом точек 
(точнее, связанные с ними коды) конструируются за полиноми­
альное время. 

Для доказательства первого утверждения выберем кри­
вую W с giti, близким к уд, и любое целое число а с уело-
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виями g—Ka<.n. Построим на W обратимый пучок S? стете-
ни а, например О (АР), где P£W(Fq). Ни одно сечение S не 
может обращаться в нуль во всех точках W(F.-), поэтому 
w.TiW.S')-^; и по теореме Римана —Poxa k = 6imT(W, S)> 
>a—-g+1. С другой стороны, n — d < a . Окончательно, пара­
метры кода будут [и, > f f - g + l , >n — a], a координаты кодо­
вой точки >——-----—, >1-—— . Иными словами, рассмотрим 
отрезок г + б = 1 —у?—6, 8>0, сколь угодно мало; тогда 
в области Uq" найдется бесконечно много точек, лежащих пра­
вее и выше любой точки этого отрезка. Рассуждая как в дока­
зательстве леммы 2.7, мы получаем, что весь этот отрезок 
лежит в U"". 

5. Классические модулярные кривые и улучшение границы 
Варшамова—Гилберта. Для любого простого числа р и q—pz 

существуют последовательности кривых со свойством g/n-*-
{to}(p—l)-1—(V<7—I)"1. Это — классические модулярные кривые. 
Приведем их аналитическое описание. Пусть ЫфОтой р— 
простое число (это условие мы накладываем только для упро­
щения дальнейших формулировок; если его отбросить, асимпто­
тика gin останется той же самой). 

а) Положим 
/(г)== 

-(12-60)3 2 (W2+ «)-«' 
m,ngZ>\{Q.O} 

3 (2л)1 V я '* П (1 - е2"'"*)24 

Это — классический модулярный инвариант, мероморфная 
функция, определенная в верхней полуплоскости. 

б) Функции J—J(z), JN = J{Nz) связаны целочисленным по­
линомиальным соотношением <bN(J,JN)=Q. Выберем минималь­
ное соотношение. 

в) Гладкая проективная кривая Xo(N), особая аффинная 
модель которой задана уравнением Oj-modp = 0, имеет сле­
дующие параметры: 

р о д * 0 ( Л 0 - [ - § ] , 

I х0 (Ao (FV-) I — l i T Н" с / " г д е срне зависит °т -У-
Мы не будем доказывать здесь эти утверждения. Отметим 
лишь, что EP-—-рациональные точки на X0(N) отвечают супер-
сингулярным эллиптическим кривым над Fp>, т. е. эллиптичес­
ким кривым, не имеющим нетривиальных точек порядка р.. Для 
модулярных кривых Дринфельда подробные вычисления, даю­
щие кривые с —-— ..., проведены в главе 2. 

s У q— 1 
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6. Предложение . При <?>49 отрезок /-)+б = 1. 
У 9-1 

пересекает кривую щршамова.--Гилберта в двух течках; его 
часть между эта ми точками лежит вкше крквой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , В п. L10 было проверено, что кри­
вой Варшамова—-Гилберта касается прямая У^+6—l — 
—-(lcg-(2<7— l)— 1),' поскольку в течке касашя -Зо — 'о^Иг ^е* 
равенство (Yq—\)~ <log-(2<7~- 1) — 1 для квадратов q выпол-
нено, начиная с .-7 = 49,. 

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 

^ ( б ) 0.6298 0.4347 0.2847 0.1733 0.12330.07330.0295 0.0107 0.0021 

* . (») 0.4456 0.2524 0.1450 0.0807 0.04220.01980.0077 0.0021 0.0002 

7. Нижняя граница U2plm. Применяя каскадную конструк­
цию 2.13 с'внутренними двоичными изолированными кодами 
С и внешними кодами, получающимися из модулярных кривых, 
мы приходим к двоичным кодам, имеющим полиномиальную 
сложность построения и параметры, лежащие выше параметров 
всех известных бинарных кодов с полиномиальной сложностью 
построения. 

Наилучшая, имевшаяся до недавних пор оценка для функ­
ции аР"п (б), принадлежащая Э. А. Блоху и В, В. Зяблову 
такова [3]: 

afn(S)>%(6), 
где 

1-Ф«(в) 

2̂ CS) -= 1 — Ф2 (6) — 6 J djc/xa(l-6), 
о 

срг(б)—энтропийная функция, %U{R)—ее обратная. Используя 
в качестве внутренних двоичный код с параметрами [20, 8, 8],. 
безызбыточные коды с параметрами [2/, 21, 1], Z.5-5, коды с 
одной проверкой на четность и параметрами [2-+1, 21, 2], I— 
= 3,4 и бинарные коды Рида—Малера первого порядка с пара­
метрами [2Zm+i, 2(m+l) , 22m], m.$>2, получаем по следствию 
2.15 новую оценку для а2рШЧ°). соответствующую функцию мы 
обозначим через "фа(А). 

В [6] показано, что ty2 (б) > •% (6) всюду в интервале (0, 1/2). 
Следующую таблицу функций i|i2(8), Ц2(Р) (таблица %(6) 
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взята из [6], ^2(S) — из [3]) полезно сравнить с таблицей 
•в п. 1Л0: 

Перейдем теперь к оценке уд. Удобнее работать с обратной 
величиной: 

8. Теорема. Aq<Yq— I; при q=p2a имеет место точ­
ное равенство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Мы ограничимся установлением нера­
венства; о его достижимости см. главу 2. По теореме Вейля* 
имеем: 

л^н^(р--)1=?г+1-.2(°л 
.•=1 

где о)̂  —комплексные числа, входящие в сумму парами (wi, со-1.?), 
•со свойством | со,. | -= <71/2. Положим юг —аг1/".7» Имеем: 

..?-/2+^-г/2„^| (а / + а--г) > - ^ 

откуда 

С другой стороны, имеем тождество для любых а{, т: 
т 2 щ т 

0< 2а»г - 2 аГ' = да+- + _(«+l-rH-V + c '̂). (2) 
r-=0 - , J = 0 r - 1 

Умножив (1)г на (т-\-\— г), просуммировав по г и применив 
(2), получим: 

т 2g 

0<2g(w+1) + 2 ( / n + l - r ) _ ( a / + a7/)< 
r = 1 / = l 

m 

< 2g (m + l) + 2 2 (от + 1 - г) [ - Nxq-"* + ^/2 + q-'l*[. (3) 
r-=l 

Разделив (3) на 2g(m-f-l) и перенеся члены с Л^ налево, най­
дем: 

т-1 Р й ^ ] ^г/2< 1+т2 Чтг- «~г,2+^-
Если g{to} со и m{to}oo медленнее, чем [log? g], получаем 
—————г< 1 + 8) e{to}0, что завершает доказательство. е у 9-1 
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9. Сколько точек может лежать на кривой над конечным 
этолем? Этот вопрос был поставлен в работах Ихары [22] и 
Ю. И. Манина [26]. Теорема 8 и вычисления для модулярных 
кривых дают на него ответ (в асимптотической постановке) для 
<1 — р2а. Случай, когда q не является полным квадратом, до кон­
ца не исследован. Следующие результаты были получены Сер-
ром и цитируются здесь с его любезного разрешения (письма к 
Ю. И. Манину от 10.VL82 и 6.XI.82, [27]). 

10. Т е о р е м а (Серр). A g > 0 для всех q. Доказательство 
•основано на конструкции бесконечной «башни полей классов» 
методом Голода—Шафаревича. В функциональном случае она 
состоит из неразветвленных накрытий исходной кривой, в ко­
торых Fg-точки вполне распадаются. 

о 

Для А2 Серр получает оценку А2> — -=0,205. . . ; оценка 
теоремы 8 здесь Л2<]/~2 — 1 =0 .414 . . . . Серр установил также 
максимальное возможное число точек на кривых над F2 для 
родов < 7 ; 

g 

п 

1 2 

5 6 

3 

7 

4 

8 

5 6 7 

9 10 10 

Глава II 
ПОЛИНОМИАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ 

ПОСТРОЕНИЯ «МОДУЛЯРНЫХ» КОдОВ 

§ 1. Основная теорема 

Как показано в § 3 главы 1, алгебро-геометрические коды, 
построенные по кривым с «большим» числом точек, обладают 
очень хорошими асимптотическими параметрами. В данной гла­
ве мы покажем, что такие коды могут быть построены с поли­
номиальной сложностью. Точнее говоря, пусть в качестве основ­
ной кривой берется кривая Х0(1), классифицирующая эллипти­
ческие F9[T]-модули ранга 2 с изогенией степени qm (см. ни­
же § 2), где m — нечетное, взаимно простое с (<?—1) число. 
Тогда для Nm— числа Fg«-рациональных точек кривой Х0(1) 
имеется соотношение 

U m ^ 2 - = ? - 1 - О) 

где gm=g(A"0 (/))=-род J^0(/). Пусть С = С,Л,4—алгебро-геомет-
рический ^--ичный код, построенный по X0(7) и пучку 3? = 0(E), 
где E = bQ16Div(X0(/))L, Qi — некоторая «каспидальная» F .--точка 
Х0(1): 
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Cffl,*--=Im(cpffl,u): 
9m,6.0(6Qib> © (F58)p ;. 

4m.b-.f»(f(Pi), • • • , / ( - = J ) ; 
в качестве Мт берется множество «суперсингулярных» точек: 
MmcX0(I)(Fq.), для которого п = пт = |M m | = (<7"4 1)/(<7+1)v 

lim L ^ L 1 = ( ? _ K (2> 

Тогда код С обладает, как показано в § 3 первой главы., 
следующими параметрами: k>b — g m + 1 , d>nm—b. 

Т е о р е м а . Существует алгоритм'с временной сложностью' 
О (n32Iog2«) и пространственной сложностью O'(rc20log2n)... 
строящий порождающую матрицу кода С. 

Теорема доказывается в § 2—6. План изложения доказа­
тельства следующий. В § 2 формулируются необходимые сведе­
ния о многообразиях модулей эллиптических модулей 
B. Г. Дринфельда, в частности, приводится точное определение-
кривой Xo(-0 и доказывается равенство. (2), из которого с 
учетом теоремы 8 первой главы следует (1). B § 3 доказывает­
ся теорема, дающая реализацию кода С в терминах специаль­
ных значений некоторых линейных функционалов на простран­
стве многочленов ограниченной степени. В § 4 собраны форму­
лы, задающие объекты, используемые при построении кода С. 
В пятом параграфе описан вычислительный процесс, реализую­
щий алгоритм построения кода С со сложностью, указанной в-
теореме, он опирается па стандартные процедуры, описанные в-
§ 6. В последнем параграфе описаны используемая нами мо­
дель вычислительного процесса и стандартные процедуры, ис­
пользуемые при доказательстве основной теоремы. Изложение 
материала ведется таким образом, что §§ 4—6 почти независи­
мы от содержания §§ 2—3. Те места в § 4—-6, понимание кото­
рых зависит от §§ 2—3, заключаются в звездочки: sf: . . . j-jc. 

Мы придерживаемся следующих обозначений: через A обо­
значается кольцо многочленов Гд[Г], где q=p" — натуральная-
степень простого числа р, GL(2,R)—группа обратимых (2Х 
'X2)-матриц с коэффициентами из некоторого кольца R, Rx — 
группа единиц кольца R, через degp, где p£k[x, у], k — поле, 
обозначается степень р по совокупности переменных, через: 
deg-p — степень р по переменной х, deg„p — по переменной у^ 
Mat(mXn,.R)—множество матриц размера тХп с коэффи­
циентами из кольца R. 

§ 2. Многообразия модулей эллиптических моделей 
1. В этом параграфе мы излагаем, по необходимости кратко,. 

сведения об эллиптических модулях/В. Г. Дринфельда, их мо-. 
дулярных многообразиях и рациональных точках на них, ко-
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торые понадобятся нам при построении кодов на соответствую­
щих модулярных кривых. Мы ПОЧТИ не приводим доказательств. 
Большая часть результатов данного параграфа доказана в ра­
ботах [10, 20, 21], остальные результаты выводятся при ПОМО­
ЩИ рассуждений, ПОЛНОСТЬЮ аналогичных классическому слу­
чаю модулярных кривых для группы SL(2, Z). - • 

Мы рассматриваем единственный нужный нам случай эл­
липтических A-модулей ранга 2, где А = F, [Г]. 

2. Эллиптические модули над полем. Пусть k =• F~(T) —-
поле частных кольца A, koa = Fq ((T"1)) — пополнение k относи­
тельно нормирования, определенного точкой oogP1 такой, что 
A = F ? [ P J \ оо ], Нормализованное абсолютное значение элемента 
a£k, соответствующее точке оо, обозначается через |a | , если 
а = ~, Ь, с£А, то | a |--= #--£-•---!.<•, 

Пусть К — некоторое поле, снабженное структурой А-алгеб­
ры, i:A->K, и пусть К{т} = End(Ga®K)—кольцо эндоморфиз­
мов аддитивной групповой схемы над К, где т— эндоморфизм 
Оа®К, задаваемый формулой т: х^хр (т— эндоморфизм Фро-
бениуса над полем F^). Кольцо K{t) состоит из «некоммута-

т 

тивных многочленов» от т вида ^ Ср1, cfiK, причем хс = срх 

при с^К. Через D обозначается гомоморфизм 

3. О п р е д е л е н и е . Эллиптическим Л-модулем ранга 2 над 
К называется гомоморфизм колец Ф: А-*-К{х} такой, что 

2|а| 

а) ф(а) = г(а) + 2 (Pi(a)"j7i ' ГДе F = TS — эндоморфизм Фробе-
( — 1 

ниуса над полем Тд. б) Ъ\а\ (а)фО для всех абЛ\{0}. 
В дальнейшем мы будем иметь дело только с эллиптически­

ми A-модулями ранга 2 и будем говорить просто «эллиптиче­
ский модуль» вместо «эллиптический Л-модуль ранга 2». 

Ясно, что эллиптический модуль над /( определяется зада­
нием элемента . . . . .. 

9 ( r ) - i ( r ) + c r E + < v E - , cxc2QK, с2фО, 

4. О п р е д е л е н и е . Гомоморфизмом эллиптического модуля 
Ф : A-yK{t} В. эллиптический модуль <ф : Л—кК{т} называется 
элемент иб/({т} такой, что и-<р(а) =-ф(а) -и при всех абЛ. Ес­
ли ифО, то и называется изогенией. Композиция гомоморфиз­
мов задается, по определению, умножением в 7С{т}, Множество 
всех гомоморфизмов из ср в <р образует -А — подалгебру в К {-г}, 
обозначаемую через End (ср). Эллиптические модули <р и f 
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изоморфны тогда и только тогда, когда существует ХвКх такое, 
что q>(a) —Xty(a)X~l при всех aGA. Иначе говоря, пусть 

<P{T) = i(T) + cvF+c2-F», 
4l )(r)-i(r) + d1.E-T-d2.E-; 

тогда ф и г)) изоморфны в том и только том случае, когда 
d1 = Xl''1Cu d2=zW2~'lC2 при некотором %вКх. В частности, группа 
автоморфизмов Aut (ф) -= End (ф)х описывается так: 

A u t ( C p )- \F*,fUC C1 — 0, 
5. «Характеристика» и точки конечного порядка. Пусть 

г :A{to}/(-—как выше. Тогда ядро Кег С гомоморфизма I яв­
ляется простым идеалом P(i). в A, P(i) называется «характе­
ристикой» A — алгебры К и обозначается через «char» К. Ес­
ли i инъективно, то говорят об общей «характеристике», в про­
тивном случае «char»К является замкнутой точкой Spec A. 

Кольцо A является кольцом главных идеалов, поэтому для 
любого ненулевого идеала I определен унитарный многочлен 
pj такой, что I = jhA. Определим для эллиптического модуля ср 
схему Gj — аналог схемы «точек порядка п на эллиптической 

- кривой». 
G, = П {Кег Ф (а) 106/}=Кег ф (p7)czGa®^, 

О/ является конечной плоской групповой подсхемой в Ga®K-
6. Предложение. Пусть (р:Е ->-K{i) — эллиптический мо­

дуль, / — ненулевой идеал в А. Тогда 
а) Схема О/ этальна тогда и только тогда, когда 

«char» KW (/) --{PeSpec A\P^I). 
б) Порядок G; равен \A/I\2~q2m, где m = degpr. 
7. Эллиптические модули над схемой; модулярные много­

образия; Для того чтобы определить схемы модулей эллипти-
. ческих модулей, необходимо рассмотрение относительной си­
туации, т. е. эллиптических модулей над A-схемой S. Итак, 
пусть .S — схема над А. 

8. Определение. Эллиптический модуль над S—- это пара 
(L, ф), состоящая из линейного расслоения I на S и /^-линей­
ного гомоморфизма У:А-*-Епйр (L) такого, что 

2|в| 

а) Ф(а)-=г(а)+2 <h{a)Fl, 
1 = 1 

где i (a)—образ а(*А при естественном действии А на L, 
E6EndF (L)—морфизм возведения в степень д, ф/ (а)& (S, 1®{1~" ])\ 

б) сечение ф2|а|(а)еГ (.S, L®(I-?2|a|)) при любом абЛ \{0} нигде 
не обращается в нуль на 5. 
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При S = Spec7< определение 8 переходит в определение 3. Ана­
логично положению, существующему в теории эллиптических 
кривых для того, чтобы существовали (тонкие) схемы моду-
лей, необходима фиксация некоторой дополнительной структу­
ры на эллиптических модулях, называемой, как и в случае эл­
липтических кривых, «структурой уровня». 

9. О п р е д е л е н и е . Пусть E=(L , ср)—эллиптический мо­
дуль над 5, I—(pi)—ненулевой идеал в A, G, = Ker q>(pI)cz 
czGaxS — подсхема точек порядка / на Е. Структурой уровня / 
на Е называется изоморфизм групповых схем над S: 

%: (7-7-4) 2XS{to}G-, 
согласованный с действием А. 

Из предложения 6 следует, что структура уровня / на £ 
существует только, если для всех точек S их «характеристики» 
не лежат в V(J). Если это условие выполняется, то существует 
такое этальное накрытие S'-^S, что ExS' обладает структурой 
уровня I. 

Пусть теперь Fx — функтор сопоставляющий каждой схеме 
5 над А множество классов изоморфизма эллиптических моду­
лей, снабженных структурой уровня /. 

10. П р е д л о ж е н и е . Функтор FT представим аффинной 
схемой Ы-i конечного типа над А. Морфизм М,-*-А гладок, его 
слои одномерны над SpecA\V(/) и пусты над V(7). 

На схеме M- естественно действует группа GL(2, A//). Это 
действие возникает из следующего действия GL(2, Л/7) на 
функторе Fx: если Е — эллиптический модуль над S, %: (7-1/ 
/A)~XS{to}G-— структура уровня /, /zGGL(2, A/7), то полагаем 

h:(E, %)~(Е,%), 
где А, —структура уровня 7 на E, задаваемая композицией 

(Л-'ХЫ,) , 
(7->/A)2XS - ( / - 1 / Л ) х 5 - > 0 . 

11. Компактификация М,. Аналогично тому, что классиче­
ские модулярные кривые допускают каноническую компакти-
фикацию при помощи параболических точек, для схемы 7W-
также имеется каноническая компактификация. Обозначим 
через В; целое замыкание А в максимальном абелевом вполне 
распадающемся над точкой оо расширении поля k с кондукто­
ром 7. Пусть Мт — SpecB-. 

12. П р е д л о ж е н и е , а) Существует ровно одна гладкая 
собственная над Spec A [7-1] схема Mi, содержащая Mi в 
качестве открытой подсхемы и такая, что морфизм М/ — 7И/-> 
->SpecA [7_1J — S p e c A \ l / (I) конечен. 

б) Схема C u s p s / = M / - M i как приведенная схема над 
Spec А [7-1] изоморфна несвязному объединению конечного числа 
экземпляров М), 
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Для схемы Mi—Mi существует также «аналитическое» опи­
сание, вполне аналогичное описанию параболических точек для 
классических модулярных кривых. Пусть Г (/) — Ker(OL(2, Л)~> 
->GL(2, All)) — главная конгруэнц-подгруппа уровня / в 
QL (2, A). 
_ 13. Предложение. На каждой связной компоненте кривой 
Mi®koo часть множества {Mi — Mi)®kw лежащая на этой ком­
поненте, находится в канонической биекции с множеством пред­
ставителей Г (I)\Pl (k) при естественном действии Г (/) на Р1 (А). 
_ 14. Предложение. Род любой из компонент кривой 
Mi®kc<, равен 

l+(c72-lrVdcgp/(</egP/-<7--)- П (1-?-2--«-)-
- |р - , - неприволим 

и унитарен 

15. Предложение. Существует морфизм n:Mi-*-M\ 
с полными гладкими геометрически неприводимыми слоями. 

Действие _группы GL(2, A/I) на М/ продолжается до ее 
действия на /И/. С другой стороны, на схеме М} по теории 
полей классов действует группа s4-f /kxVi, канонически изо­
морфная (A/I)x/F%, где M-f — кольцо аделей поля k без оо-ком­
поненты, 1//—-ядро естественного отображения замыкания 

11 Av кольца А в s£f, в (А/1)х. Оказывается, что дейст-

вия группы GL{2, A/I) на М/ и группы (A/I)x/Fg на М) 
согласованы с морфизмсм я: 

16. Предложение. Имеет место соотношение 
n°g = \x{g)°n, 

где g&GL(2, A/I), а ^(g) 6M//)X/F.X является образом 
detg6(A//)x. 

17. Кривые X0(/), X!(/), С(7). Пусть v : A{to}Fe — морфизм 
факторизации по идеалу (Г). Обозначим через Х{1) гладкую 
кривую .M-®AF,j, где тензорное произведение берется относи­
тельно морфизма v. Из гладкости схемы Mj над SpecA\V(/) 
следует, что для кривой X(/j сохраняют силу предложения 13— 
16. Определим теперь кривые Xa(I), X,(/) и С(1), которые по­
надобятся нам при построении кодов. 

Пусть Го(7), Г1(/), Н(I) —следующие подгруппы G = 
= GL(2, A): 

-W)-{(?tf)e-|^}.. 
ri (^«-К? 5) е-1 сел • л— 
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#(/)-j(jJ)eQ|&, c, a-d&I 
m пусть Г0(/), Г.(/), Я(/)-образы Г0(/), Г, (/), Н (I) 
is GL (2, А/1). Положим 

Z0(/)=^(/p; 

C ( / ) - . Y ( / p . 
^Предположим теперь, что идеал / простой и порождается не­
приводимым многочленом р,(Т)£А нечетной степени т. В этом 
•случае введенные кривые обладают рядом приятных свойств. 
.Далее до конца работы мы считаем, что идеал / простой "и 
порожден многочленом нечетной степени. 

18, Лемма, а) Кривые X0(/), Xi(-0, С (I) — гладкие абсо­
лютно неприводимые кривые над Fg. 

б) Кривая С(/) является формой одной из компонент Х(1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . , а) По предложению 15 слои морфизма 

X(/)->M}®F<- абсолютно неприводимы. Следовательно, учиты­
вая предложение 16, видим, что слои морфизмов X0(/)-> 
-+(M)®Fgf', X^n + iM)®?,)*1, C(I)^(M)®Fq)F, где ffa, Hlt 
F—-образы Г0(7), Г1(/) и Н(I) в (Л//)Х, абсолютно неприво­
димы. Легко проверить, что //-.-•= //1 — E — (А//)х , откуда 
,{M\®Fllf°=(Ml

/®'Ft!fl=>{M\®Fll)F = F<1. б) Утверждение выте­
кает из того факта, что при наших предположениях об / ото­
бражение \х:Н(I)/F* -+(AlI)xIF* является изоморфизмом. 

Покажем теперь, что на кривых С (I) и X0(/) достигается 
возможный максимум отношения числа точек к роду кривой. 

19. Предложение . Пусть N (I) — число Е^-рациональных 
точек на С (I), g(/)--род С (I), т(I) — степень неприводимого 
многочлена, порождающего I. Тогда 

с N(1) . 11т —пг — -?— 1. 
т(/, .-и» Sv) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно установить, что lim ——-> 
>д — 1, так как обратное неравенство доказано в п. 3.8 первой 

главы. Так как С (I) является формой неприводимой компонен­
ты X(/), то для g(I) имеется следующая формула (предложе­
ние 14): g(/)-=- l + (.fm—1)(4га —.7—1)/(<7~—1), т = т(1). Рас­
смотрим проекцию C(/){to}P1=-C(/)POi(2,A//), ее степень равна 
|PGL(2, A//) | — qm^qin — 1). Точки, соответствующие эллипти­
ческому модулю Ф0, Фо(Т) — F2> являются точками ветвления 
•с индексами (q-\-1), что следует из описания группы Aut(cP), 
данного после определения 4. Следовательно, число таких точек 
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равно (.7+l)-1/PGL(2, A//) |==4""(-7-m"l)/(^2-I)" Достаточно 
показать, что все эти точки йвляются Г,---рациональными, так что 

N(1) П Г - Ч Я Н Ч -_ _ _ 1 
g(I) --* Ц-С-у"» — I) (.4"» — .gr — 1)/<-у» — I) ^ч ь 

ДЛЯ ЭТОГО, в СВОЮ очередь, достаточно показать, что любая: 
структура X уровня I на модуле ф0 при действии F2 дает 
структуру, лежащую над той же точкой в С (I), что и перво­
начальная (здесь пара (ф0, Л..) рассматривается как точка X (I))* 
Этот факт вытекает из того замечания, что при представлении 
(End (%)®AAlI)x в QL(2,A/I), задаваемом действием: 
(End (ф0)<2)л-Д / / ) х на структуре уровня I, элемент F2 попадает 
в Н(Г). Последнее следует из того, что E2 лежит в центре 
End (ф0), так как End (Ф0) = F9> {F}, Cent (End (%)) = Vq\F'>], по­
этому образ F2 лежит в Cent (GL(2, A //)) = Н (I). 

С л е д с т в и е . Пусть N0(I) — число F^-рациональных точек 
на X0(I), g0(I) = poAX0(I), Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть d — степень естественной про­
екции С (I)-+XQ(I). Тогда ясно, что N0(I)^N(I)/d, g0(.0{le} 
<g(I)/d, откуда получается следствие. 

Образы (М-—Mi) В Х0(1), XiCO и G(/) мы будем называть-
каспами и обозначать (Cusps) 0, (Cusps) 1, (Cusps)c. Принимая 
во внимание описание М-—М,, данное в предложениях 12 и 13,. 
легко доказать следующее предложение, аналогичное имеюще­
му место для классических модулярных кривых. 

20. П р е д л о ж е н и е , а) Число каспов кривой Х0(1) рав­
но 2, (Cusps)0={Q1, Q2}. б) Проекция р : Xi(J)-*-X0(I) являет­
ся главным расслоением со структурной группой Н— (A//)x/Fg

x-
в частности, | (Cusps)i| ~2h, где h=\H\ = (qm—1)/(<7—1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Из предложения 13, сохраняющего 
силу для Х(1), следует, что (Cusps)0—Г0(-г) \ Р ' ( & ) . Стандарт­
ные рассуждения, показывающие, что множество Го(Р) \ - 3 1 (Q)'-
состоит из двух элементов, если р — простое число (см., напри­
мер [19, с. 46]), дословно переносятся на случай Го(/) \ P ' ( k ) . 
б) Достаточно доказать, что действие Я на Xi (7) свободно.. 
Это следует из описания групп Aut (ср), где ср— эллиптический 
модуль, данного после определения 4 и того, что h—(qm—\)f 
l(q—-l)i—l (mod q, + 1), так что Н не содержит F?.x/Fg

x. 
Точно так же, как в классическом случае кривых Xi(p)„ 

доказывается 
С л е д с т в и е . Для одной из точек Qe(Cusps)- все точки: 

p~x(Q) определены над Fg. 
В дальнейшем мы будем обозначать через Qi ту точку 

(Cusps)о, для которой точки p-1(Q1)' определены над Fq. 
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Следующее предложение, аналогичное классическому опи­
санию некаспидальных точек модулярной кривой Xi(n), дает 
представление Xi(/) \ (Cusps) i как многообразия модулей. 

21. Предложение . Пусть L — расширение F,. Тогда име­
ет место естественная биекция 

[Классы изоморфизма пар (Ф, с), где ф —эллипти-] 
Y1 (/) (L)-== ческий А-модуль над/., с-^О—-точка порядка />.• 

[на ф J 
Здесь Y1(/) = (M/®F?)-W)-=-X1(/)\(Cusps)1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Достаточно заметить, что Mi l ( / ) 

представляет функтор на категории схем над А: 
С 1Ч\ _ /К л а с с ы изоморфизма пар (Ф, с), где ф — эллиптический) и \:>>~~\А-модуль над S, с=/=0— точка порядка I на ф J-
Это вытекает из того, что М- является схемой модулей эллип­
тических модулей со структурой уровня / того, что у пар (<р, с) 
не существует нетривиальных автоморфизмов и того, что мно­
жество классов XmodTi (/), где X— структура уровня / на эл­
липтическом модуле, канонически отождествляется с множест­
вом точек сФО порядка / на -ср. 

§ 3. Реализация «модулярных» кодов 
1. В данном параграфе мы докажем теорему, дающую реа­

лизацию кода С в терминах специальных значений многочленов 
от двух переменных ограниченной степени, удовлетворяющих 
некоторым линейным условиям. Код С задается, по определе­
нию, в терминах кривой Xo(7), однако нам удобнее работать с 
X=Xi(/), так как Xy(/) имеет плоскую (особую) модель Xi. 
Объекты, связанные с Xo(/), мы описываем при помощи проек­
ции р: Xi(/){to}Xo(/). В дальнейшем мы считаем, что идеал 
I=pjA порожден унитарным неприводимым над Fg многочле­
ном степени т. 

т 

й - О 

где т>3 — нечетное натуральное число, взаимно простое с 
{Я- -)-

Определим по индукции многочлены ФА (х, у) 6Г? [х, у}, 
k — Q, 1,..., полагая 

Фо С*. */)-=-. 
ФА+I (*, «/)-•*• Ф* (•*- У)"г + у • Ф» (л, УУ 

при k>0 . 
Заметим, что для эллиптического модуля 
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действие ф(Т)* на элемент 16Г- задается так: 
Ф(Т*)(1)=Ф*(л,6). 

2. Лемма. Пусть XicP2—-кривая с аффинным уравнением 
т. 

F{x,y) = ^ak4>il(x, у). 
4=0 

Тогда 
а) XI-—гладкая в А2 абсолютно неприводимая кривая, 
б) Кривая X1 имеет ровно две особых точки Я--—(0:0:1), 

Я2-=(01 —1:1), 
в) X! бирационально изоморфна X над F,-. 
Доказательство, а) Неприводимость X, вытекает из в). До­

кажем гладкость X1 в А2. Легко проверить, что 

; -—Ц̂ —-—Ф.-, (х, ук 'JiifiJu.*^ (x, у)" 
при всех /е>1. Отсюда 

EA. = <5E/dx — 2 « A - i (х, у)"', 

т 
Fy^dFldy-B^atf^ (х, у)". 

к=1 
Покажем, что система уравнений 

<FA.(x, У) = 0, 
\Fy{x, у ) -0 , 
[F(x, у)-=0 

не имеет решений. Действительно, 
т 

F-(xFx^yFy)=F-^ak(xn-i + y^-i) = 

т т 

- 2 а*Ч>* - 2 а^к—а0 •-£ О, 

ш 

в силу неприводимости p(T) = 'S akTk. 
к-=-0 

б) Пусть (X0, Xi, X-) —однородные координаты на Р2, х== 
= Xl/X0, (/-==X2/Xo 
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Легко проверить, что однородное уравнение G (X0, X1, X2)-—О 
кривой Хи 

G = X(*tm-W-{cdot}>E(X1/X0, X2/X0) 
имеет вид 

G(X0, X,, X2) = X</m-2^)/(^)(X1 + X2Km-2 + 
+ X02H(X0. Xb X2)> 

где H(X0, Xb X2)6F,[X0, Xu X2]. Отсюда (P2\A2)HX- состоит 
ровно из двух точек РЛ и Р2, причем легко проверить, что они 
обе особы. 

в) Как показано в предложении 2.21, F «--точки X\ (Cusps)-. 
находятся в биекции с классами изоморфизма пар (Ф, с), где 
ф — эллиптический модуль над ¥(, с =/= 0 — точка порядка pi на 
ф. Пусть q(T) = aF'2-{-bF. Тогда классы изоморфизма пар (Ф, с) 
находятся в биекции с тройками (а, Ь, с), где афО, с=£0, 
a, b, c6F?, рассматриваемыми с точностью до отношения экви­
валентности (a, b, c)~(a', Ь', с'), если a ' = ^ 4 t t , b'~Kq-lb, 
с' = %-lc для некоторого bfjJFg*, причем выполняется соотношение 
cP(p/(-0) (с)=0- Ясно, что для каждой тройки (a, b, с) сущест­
вует единственная эквивалентная ей тройка (а', Ь', 1), где 
а' — с^^а, b'~c"~[b. Теперь, задавая отображение 

v:(a', &', 1)~(a', 6')eA2, 
мы видим, что оно является биекцией v:(X\(Cusps)1)(F(-)7?X1r) 
П(А2\{д:=0}). 

Ясно, что построенное отображение эквивариантно относи-
тельно действия Gal(Fq/Fq). Поэтому _оно определено над F?, 
а в силу того, что оно биективно на F~-T04Kax, оно является 
композицией бирационального изоморфизма и чисто несепара-
бельного отображения. Применяя, если это необходимо, несколь­
ко раз морфизм Фробениуса над F„ к кривой X, получаем 
утверждение в), 

3, Лемма._а) Отображение v:X-+Xy является нормализа­
цией кривой XV б) Пусть r(r)eA-—F,[r], degr (Г)</ге-1, 

т— 1 

г(Т) = V rkTk — многочлен, образ которого в H=(AlI)x/F% 

является образующей 0 группы Н. Тогда действие 0 на X1, 
индуцированное действием на X, задается следующим образом 

6 :(*, #>-*•(•*-'» У')* 
где 

(m - l \-7"—1 

2 г*Ф*(.к, у)\ , 
235 



в) В обозначениях следствия предложения 2.20 имеем 
v"1({Pi,/,

8})—-/»"I(Qi). v-1(^1n{x—0})=-/;-I(Q2). 
г) Пусть г = х/у — Хг/Х2, t = l/y = X0/X2—координаты 

в Р2 — {Х2=0}. Тогда локальным уравнением Хх в окрестности 
точек Д и Я2 является 

F* (z, i)«-,t{-7-e»-t)/(»«-i) /т ( - / ^ 1//). 
Д о к а з а т е л ь с т в о а), г)-очевидно, б) Достаточно 

заметить, что на тройках (а, Ь, \) действие 6 задается следую­
щим образом: 

Q:(a,b, \)<-*(a, b, с), 
где 

т—\ 

* - 0 

так как ф(Г*)(1)=-=Фй (а, 6). для Ф (T) = aF2+bF, 
в) Множество X.f){x-—0} задается уравнением 

/и т 
E(f/) = E(0, r / ) = 2 о»Ф*(0, i / ) = 2 a#«h-4n*-v = 0 . 

А-0 А-0 
Оно содержит h<=(qm — \)l{q— 1) элементов и в силу неприво­
димости pi (Г) ни один из них не определен над Fg. Ясно также, 
что, в силу б), ХгГ\{х — 0} переводится в себя действием 0. 
Поэтому v-1(XIn{x=--0}) совпадает с p-1(Q2), a v 1 ({Л, Р2})== 

4. Дивизор двойных точек Xi. Напомним, что в ситуации, 
когда имеется особая абсолютно неприводимая кривая С' над 
совершенным полем / и ее нормализация С, определен эффек­
тивный дивизор D6Div(C), называемый в классической теории 
дивизором двойных точек кривой С. В обозначениях четвертой 
главы [13] имеем D=SnPP такой, что для кондуктора с= 

р 
=с(СуС') имеет место равенство 

c={f6/(C)|f=0modD}; 
обычно дивизор D отождествляется с кондуктором с (см., на­
пример, [13, гл. 4]). Для плоской кривой с уравнением 
F(x,y)=0 имеется следующая формула, которую также можно 
принять за определение D [17, с. 192]: 

D = ц. (x) + (v—2) • (у) - £ * + (F/), 
где \i = degJF, v = degvF, через (f) обозначается дивизор рацио-
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нальной функции f на кривой С, Вх — дивизор ветвления про­
екции C{to}P-, заданной рациональной функцией хЫ(С). 

В определении D суммирование ведется по точкам Р&С,. 
лежащим над особыми точками С. Нам понадобится рассмот­
рение дивизора двойных точек DGDiv(X) кривой Xi. Для его-
степени легко получить следующую оценку. 

5. Л е м м а - Пусть d = degD. Тогда d<i}4ra"-. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеется классическая формула для 

степени дивизора двойных точек плоской кривой [17, е. 193]: 
d=(|x—1) (v—1)—g, где g— род кривой. Учитывая, что \х = 
= degxF{x,y) = (qZm—l)/(q2—\), v = deg„F = q2m~z

t получаем 
утверждение леммы. 

6. Линейная система 3?(F). Для построения порождающей: 
матрицы кода нам необходимо иметь явное описание простран­
ства ^ ( F ) , где F=-bQ16Div(Xo(/)), l{le}<b{le}.7™, {Qb Q2} — мно­
жество каспов кривой Ха(1). 

Для явного задания .^(F) нам удобнее работать с кривой 
X, а не Хо(1), так как X имеет удобную плоскую модель. Это 
можно делать в силу следующей леммы. 

7. Л е м м а . Пусть 6 — образующая группы H^(A/I)x/Fq
x. 

Обозначим через а следующий элемент группового кольца 
Z[H]: с г = 1 + в + . . . + 9 / 1 - 1 , где А= | Я | - {q™— l)/(<7— 1). Тогда 
p*2(P)=e{2{p*F)),TPzp:Xl{l)-+Xb{I). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко проверить, что p*S(F) = 
=3'(p*F)H. Замечая, что 3?{p*F) является конечномерным-
векторным пространством над Гр и, следовательно, имеет ра 

элементов, и учитывая то обстоятельство, что порядок h груп­
пы Я взаимно прост с р, получаем когомологическую тривиаль­
ность Я-модуля 2?(p*F) и равенство р*3?[F)=S{p*F)H = 
= ( T ( ^ ( p * F ) ) { c d o t } 

Пространство 3?{p*F) можно реализовать при помощи мно­
гочленов ограниченной степени: 

8. П р е д л о ж е н и е . Пусть 
V -== {р (х, у)е?д [х, у] | deg р {х, у) < е = qim} 

и пусть W—образ V в Fq(X)„ Тогда 
&(p*F)cW. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть fQg (p*F). В силу того, что 
особенности Р-, Р2 кривой X- лежат в бесконечности, сущест­
вует такой hQFq[x,y], что f — h(x,y) как функции на X 
(см., например, [17, с, 198]). Пусть s =---deg/t (x, у). Покажем, 
что если s>q4m, то существует g£F<i[x, у] такой, что degg = 
*=s'<s и f<=g(x,y) как функции на X. В однородных коор­
динатах (Xo. Хх, X2) имеем h (х, у) = Н (Х0, Хи X2)/XQ

S, где 
И(Х0, Xu X2)— однородная форма степени s. Рассмотрим диви­
зор (H)QDIY(X) — прообраз цикла (Н-Хх) при отображении 
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.нормализации v:X->X \ . Пусть QeSupp (X0) —v"1 ({Pi. P2}) — 
crSupp (Я). В силу ТОГО, что /6.2" (p*E), имеется неравенство 
v.-?(/)>—£, что можно переписать в виде 

~*<V<?(/)i.-Vg(H/Xo-)--=V.-((H))-S-V<?((X0)). 
•откуда 

vQ ((H)) > svQ ((XQ)) -b>s-b-l + vQ ((X0)). 
Таким образом, 

Н> ^ (s-b-\)Q+(X0). 

Заметим теперь, что для дивизора D двойных точек Xi имеем:' 

£>=-= 2 Лег<Э< 2 (deg-D) Q. 

По лемме 4 deg D < г?4"1--<-у4"2 — qm— 1 < s — 6 — 1, следова-
тельно, 

(tf)>/J + (X0). 
Применяя (AE-f-SGj-TeopeMy M. Нетера [9, т. II, с. 746], 
видим, что найдутся такие формы А и В степеней (у — 1) и 
(s — deg G), соответственно, что H = X0-A-\-G-B (равенство 
.в кольце многочленов F,,[X0, Xh X2]). Здесь О, как в п. 2,—• 
-однородное уравнение X... Теперь можно положить g(x,y)*= 
^А(Х01Х1,Х2)/ХГ\ degg(x, у)<s-l._ 

9. Граф разрешения особенностей XV Нам понадобится 
.рассмотрение графа Г = Г1иГ2. где Г1----Г.Р,. Г1-—Гр„ —деревья 
разрешения особых точек кривой XV Пусть Р£{Ри Р%}. Опре­
делим дерево разрешения Г/- точки Р. Для его определения 
необходимо рассмотрение процесса разрешения особенностей X1 
при помощи последовательности моноидальных преобразований. 
Напомним некоторые необходимые нам факты. Пусть С — 
неприводимая кривая на гладкой проективной поверхности F, 
•определенной над алгебраически замкнутым полем I. Имеет 
место следующее классическое. 

10. П р е д л о ж е н и е . Существует конечная последователь­
ность моноидальных преобразований (с подходящими цент­
рами) 

Fn{to}i7
n_i{to}. . . -+Fl—FQ=F 

такая, что собственный прообраз Сп на Fn кривой С является 
неособой кривой (и, следовательно, совпадает с нормализацией 
кривой С). 

.Доказательство предложения см., например, [15, с. 489]. 
• Дерево Г., удобнее всего определить в терминах бесконечно 
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близких точек кривой .?1. Напомним определение бесконечно 
близких точек. 

11. О п р е д е л е н и е . Пусть f: F'->-F — морфизм гладких 
проективных поверхностей, являющийся композицией конечно­
го числа моноидальных преобразований. Точка QG.P называет­
ся бесконечно близкой к точке P&F, если Q принадлежит ис­
ключительно кривой Е, полученной при раздутии Р. Пусть С— 
кривая на F, точка Q' является бесконечно близкой для кривой 
С, если Q'eC, где С — собственный прообраз С на F'. При 
этом если f : F"{to}F' — дальнейшая последовательность моно­
идальных преобразований и Q"£F" не лежит на исключитель­
ной кривой f, то бесконечно близкие точки Q" и f(Q") отож­
дествляются. Таким образом, если CcF — неприводимая кри­
вая на поверхности F и F'=Fn — поверхность из предложения 
10, то у каждой точки CczF имеется своя система бесконечно 
близких точек, причем эта система состоит из единственной 
точки тогда и только тогда, когда точка Р — неособая точка С. 
С каждой точкой Р&С связаны два важных инварианта — ee 
кратность " p ^ l и число 6Р_5=0 (определение гР и 8Р см., на­
пример, [15, с. 379, 487], [13, с. 84]). Имеет место утвержде­
ние, которое можно принять за определение 6Р: 

12. Л е м м а . Имеет место формула 

6p = 2 l / 2 ( r Q ( r Q - l ) , 

где P6C — произвольная точка, г- — кратность точки Q на соб­
ственном прообразе кривой С, а суммирование ведется по 
всем бесконечно близким точкам С, лежащим над Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммысм. [15, с. 493]. 
С л е д с т в и е . Пусть ра(С) — арифметический род кривой 

С. Тогда 

g{V) = pa{C)-%U2rQ(rQ-l), (3) 
Q 

где суммирование ведется по всем точкам кривой С, включая 
бесконечно близкие (сумма имеет смысл, так как rQ(rq—1)---=0 
только для конечного числа особых точек Q). 

Пусть теперь P — особая точка С. Назовем бесконечно близ­
кими точками первого порядка бесконечно близкие точки для 
точки Р, лежащие на поверхности F\, полученной из F разду­
тием точки Р. Бесконечно близкие точки r-того порядка ( г ^ 2 ) 
определяются как бесконечно близкие точки, лежащие на по­
верхности, получаемой раздутием одной из особых бесконечно 
близких точек (г—1) -го порядка. 

Дерево Тр бесконечно близких точек точки P определяется 
следующим образом: его корень w = wP соответствует точке P, 
потомки первого порядка находятся в биекции с бесконечно 
близкими точками первого порядка,. . . , потомки r-того поряд-
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ка — с бесконечно близкими точками r-того порядка. Висячие 
вершины дерева ГР находятся в биекции с точками на нормали­
зации С" кривой С, лежащими над Р. Множество вершин (ви­
сячих вершин) дерева ТР будет обозначаться через V-. (соот­
ветственно, Vp), его мощность — vp (соответственно, vP'). 

Далее мы будем рассматривать интересующий нас случай 
E = P2, C = Xlt C^>X,V1 = VP1,V2 = VP!,V1' = VPI,V2^VP^ 
В качестве основного поля можно взять поле F~, так как хотя 
оно не является алгебраически замкнутым, все объекты, встре­
чающиеся при разрешении особых точек Р1, Р2 кривой XIr 
определены над F.-, что следует из определенности над F- всех 
точек из v1^/3!, P2})c(Cusps)iCX. 

3 3 
13. Лемма. Имеет место неравенство t)1 + щ<-je--= •--• qA"\ 

где t)i--=|Vr. |, i = \, 2, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как d = degG = (#2"—• 1)/(<?2— 1),. 

где G — однородное уравнение Xh то 
/ ; a(X1)=l /2(d-l)(d—2)<e/2. 

По формуле (3) 
0<g(X) = pa(Xl)-8p1-8P„ 

откуда 
«i + - - - ' B i ' - « ! - . 2 - < 2 1/2г(Э(г<?—1) = бр1 + бяг<е/2:. 

Q-*P,,Pi Q-*Pi,P, 

Замечая, что 

« 1 Ч - 2 Ч 2 >-<?< 2 г<? (г0- 1) =-= 2(SP] + бр2)<е, 
<3-+Р,,Рг Q-+P,,P, 

получаем утверждение леммы, 
14. Помеченные деревья Гь Т2. Для нашей основной цели 

нам понадобится рассмотрение помеченных деревьев Ту, Г2, 
представляющих собой деревья Г., Г2, каждая вершина которых 
sGVi IJ У2 помечена набором 

(-°-(з-. О- К , Р,). (zs> Ts), Л,), 
где zs, ^—-локальные координаты в окрестности бесконечно 
близкой точки Qs, соответствующей s, Ps{zs, ts)GFg\zs, ts] — 
локальное уравнение собственного прообраза Хг в окрестности 
Q.!> (a.s- РЛ6Г-?2 —значения локальных координат точки Q„; Z — 
— Zs(zs, ts).(<Fq[zs, ts] — многочлен, дающий выражение коор­
динаты -г на Р2 через (zs, ts), Ts^Ts(zs, ts)eFq[zs, ts\ — то же 
для координаты t, Л4б{0, l}—признак гладкости точки QS (или,. 
что то же, признак того, висячая вершина s или нет), 
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Корни WtdVi, i — \, 2 помечены наборами 
(E*(z, t), (at, pO. ( 2 - a i , t - p 4 ) , 0), 

где E* (z, t)£Fq[z, if], как в лемме 3, —локальное уравнение 
X1 в окрестности Pt\ 

F*{Z, t) = i(.""-0/(e--l)/?(g/^, 1/Z5), 
(«ь Pi)==(0, 0), (a2, p 2 )=- ( - l , 0). 

15. Операторы Rm и Qn. Для введения в рассмотрение функ­
ционалов, нужных для построения порождающей матрицы кода 
Ст,ъ, нам будет удобно пользоваться двумя типами операторов, 
действующих в кольце формальных рядов Лорана. Приведем 
их определения и элементарные свойства. Пусть К—поле, 
•K((iJ))— поле формальных рядов Лорана над К, n — целое 
число, 

со 

16. Определение . Пусть / = 2a^;G-r<"((0). Положим по 
определению 

я 

<2Д/)-=аЖ. 
Оператор Rn является линейным отображением векторных про­
странств над К 

Ra:K№ + K[t,t-1]. 
Оператор Q„—функционал на K{(t)), 

Qn:K({t))-+K. 
17. Лемма, Имеют место следующие соотношения: 
а) Если R_mA(f) = •/?_.._.. (g) — 0, то Для всех целых k 

Rk(f-g)-Rb(Rn+k(f)-Rm+b(g))> 
Qk{f-g)~Qk(Rn*(f)-Rm**№)-

б) Для всех целых k, tt 
RAt-nf)=t-n'Rk^f), 

Q* (*""/) = Qfc+*(/)-
18. Функционалы As,i. Дадим теперь определение функцио­

налов, в терминах которых реализуется порождающая матрица 
кода С. Эти функционалы нумеруются точками Qgv1 ({Ри Я2}) 
или, что то же, ВИСЯЧИМИ вершинами s6V'=VYU V / графа 
Г--=Г1иГ2. Пусть Q = Q-точка, соответствующая вершине 
56V', и пусть i — неотрицательное целое число. Точка Q. не-

- р -р 
особая, поэтому одно из значений -~-(as,^>s), ~ - - (a., PJ (обо-
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значения как в п. 14) ненулевое. Предположим для определен-
дР 

ности, что •—— (as, р.)-7--0 (в противном случае необходимо во 
всех последующих рассуждениях поменять местами zs и ts). 
Тогда tts — (ts — p5) является локальным параметром на прообра­
зе Х1 в окрестности Qs и существует разложение zs в ряд по 
степеням us (здесь zs и ts рассматриваются как функции на 
прообразе Xi): 

2,-=/.(й.)еГ?[[иЛ]. 
Положим по определению, 
As,i(p) = Qi (р* (Zs ( / , (и,), «, + р,), Ts ( / , (и,), и, + p,)) 6E-7, 

гле p=p(x,y)6V, p*(z,t)=tep(x,y), e = qim, а координаты 
(х,у) связаны с координатами (z,t) следующим образом: х— 
— zjt, y—Xjt. Иначе говоря, As,i(p) является t'-тым коэффици­
ентом разложения рациональной функции te(p(x,y) на X в ряд 
по степеням us ~— локального параметра в окрестности точки 
Qa; As,i является Га-линейным функционалом на V. 

Непосредственно из определения A-,i следует, что выпол­
няется следующее утверждение: 

19. Лемма. Условие 
At,o{p)=As,i{p)>=... .-Л,,*|>) = 0 

эквивалентно условию 
ord<,>*)>k+l; 

где /?* — рациональная функция на X, определяемая многочле­
ном р* (z, t). 

Мы теперь готовы к тому, чтобы дать реализацию прост­
ранства .£?'(p*F) в терминах пространства V. 

20. Предложение» Пусть Vb — следующее подпростран­
ство V: 

(ens~6) 
Vb= П П KerASii. 

Тогда образ Vb в W совпадает с S(p*F). Здесь через ns обо­
значен порядок функции t в точке Qs, из теоремы Безу легко 
следует, что ns<q2m, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По предложению 7, & (p*F)cW, надо 
лишь выделить среди элементов V такие элементы g, что-
ot^Qs(g)> — b Для в—х s, где g—рациональная функция на X, 
определяемая многочленом g. Учитывая соотношение g* = teg, 
определение ns и лемму 19, получаем предложение/ 

21. „Суперсингулярные" точки на X. Как было показано-
в п. 2.19, все точки X0(7) со значением у — О («суперсингуляр-
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ные» точки), являются F-s-рациональными. Можно дать явное 
описание множества этих точек. ДЛЯ этого достаточно вспом­
нить, что имеется неразветвленное накрытие р:Х-+Х0(1) со 
структурной группой Я — (A//)x/F*, а для X по лемме 2 
имеется плоская модель, являющаяся гладкой в точках с у==0.. 

22. Лемма. Координаты точек Хх с у=0 имеют вид 
{(а, 0)}, где а-корень уравнения 

т 

F{x)=F{x, 0 ) = 2 а^(«'*--)/<«--->«О. 

Доказательство следует из леммы 2. 
Следствие . Число «суперсингулярных» Г^-точек на Х0(1) 

равно n={qm+l)i(q+ 1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество точек X0(I) c У = 0 нахо­

дится в биекции с множеством орбит свободного действия груп­
пы Н порядка h — (qn—l)i(q—\) на множестве JR корней E(x) 
МОЩНОСТИ | R\ = (fm—. l)/(g-— l). 

Обозначим' через Нх подгруппу в Н, порожденную образом 
элемента ТеЛ, и пусть hx = \H\], h2 = h/hx = [H:Nx]. 

23. Лемма. Многочлен F (х) разлагается над F-* на tth%. 
множителей, каждый из которых имеет степень hx. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что образую­
щая X (образ Т) группы Я- следующим образом действует на 
точках Хх:К:(х, */)->{х^+х^у, xq'ly + y<i) при (л:, y)QXx. Это 
непосредственно следует из определения соображения р и. 
действия Н на точках X. Отсюда следует, что на точках 
с у = 0 действие % совпадает с действием образующей fpynnbi 
Gal(F-/F--). Замечая теперь, что действие Нх на множестве R' 
свободно, получаем утверждение леммы. 

Следствие , а) Каждая орбита Н при действии на R. 
является объединением множеств корней неприводимых над F--
сомножителей F(x), число которых равно h2. б) Множество R' 
лежит в поле L = F гл,. 

24. Реализация кода С. Все сказанное выше позволяет-
дать удобную реализацию кодов, возникающих на кривой, 
Х0 СО- Как объяснялось выше, алгебро-геометрический код С 
над F-- задается порождающей матрицей М = (та^, где а про­
бегает множество индексов F .-«-рациональных «су пер сингуляр­
ных» точек {Ра} на Х0(1\, Р — множество индексов базиса {фр} 
пространства &(F)®FQ> над FQ>, или что то же, базиса ^ ( E ) 
над F.-; 

Wa.B — MPateF-.. 
Учитывая описание пространства & (F), данное в лемме 7,. 

реализацию пространства &(p*F), данную в предложении 20,. 
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а также описание множества «суперсингулярных» Г---радиональ-
ных точек на Х0(1), данное в пп, 21 — 23, теперь можно легко 
доказать основной результат данного параграфа, 

Рассмотрим следующие F---линейное отображение: 
l:Vb®Fn^{Fq,f, n = (qm+l)/{q+l), 

Z : / ~2 /(a'°)' °eS, 
где SczL — множество представителей орбит действия группы Н 
на множестве корней RczL многочлена E(x), |5|—/г, а через 
Ra при 06S обозначена орбита элемента а при действии / / . 

28. Т е о р е м а . Образ / в (Fy)" совпадает с <72-ИЧНЫМ 
алгебро-геометрическим кодом Ст,ь и, следовательно, имеет 
параметры k>b—g-\-\, d>n — b, где g=f>(X0(I)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что отображение /пропускается 
через отображение Ku®F~-->W®F~2{subset}F,~-(X); по предложению 20 
образ Vb®Fq* в W<2>Fq» равен -27(p*F)®F.7«. TaK как в опреде­
лении I суммирование ведется по орбитам действия Н, то 
образ I совпадает с образом в (F,~«)" пространства a(3?{p*F))® 
<8>Fq*, где а = (1 + е + . • • +0A"'')6Z[F/]. Flo по лемме 7 это про­
странство совпадает с образом S?\F)®Fqi в (F-.)", что и требо­
валось доказать, 

§ 4. Формулы 

1. В данном параграфе даются формулы, задающие объек­
ты, необходимые в процессе построения порождающей матри­
цы кода С. Для того, чтобы сделать изложение в этом и после­
дующих параграфах независимым от содержания § 2 и § 3 , 
мы дадим описание этих объектов, не апеллирующее к алгеб­
раической геометрии. 

Пусть р (Г) = ^ a A r A e F - [T] — неприводимый над F„ унитар­
но 

ный многочлен степени пъ. 
а) Через L обозначается поле F' 2UJ, где hx—некоторый 

делитель h — (-7"1+l)/(i?+1); число hx находится в процессе 
вычислений, описанных в § 5. 

б) Через Г обозначается граф Г = Г1иГ2 , где Ti -дерево , 
каждая вершина которого помечена набором 

<P,(-*-. '-). (-V Р.). (-*- -".), ~U 
гдег,, ^-переменные, Ps(zs, ts), Zs=Zs(zs, ts), Ts^Ts(zs, ts)e 
•GFff [2Я, ifj, as, p^eF^, ЛД0, 1}, Корень wx дерева Г1 помечен 
набором 

(F* (z, t), (0, 0), (z, t), 0), 
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корень w2 дерева Г2—набором 
(.F* (г, *).(•--1,0), (.3+1, 0,0), 

где 

E*(z, t) = t{q*m-W{,1*-l)F(z/t, l/t), 

F(x, У) = 2 а№ь{х, к), 
Й.--0 

90(x,i/)—l, Ф/е+г — л-Ф/г(л,1/К + у-Ф/Дх,{/)<7, &>0. 
Через Vi обозначается множество вершин дерева Ti, У== 

= V1UV2, через V/ — множество его висячих вершин, |Vi'| + 
+ | V2'| = | V'| =h. Множество Vs потомков вершины sGVW' и 
их пометок строится по набору пометок s. В п. 2 приведены 
формулы, дающие выражения пометок вершин ыбУа через по­
метки s. Это позволяет рекуррентно строить деревья Гь Г2, ис­
ходя из заданного набора пометок корней wu w2 деревьев 
Г., Г2. 

в) Следующий объект, фигурирующий в наших рассужде­
ниях,— конечномерное векторное пространство V многочленов 
от двух переменных х, у над полем Fg степени не выше е= 

V={p (х, у)е?<7 [х,у}\ deg p (х, у) < <?}. 
Мы будем рассматривать в пространстве V базис {фа,ь}, 

<pa,b = xayh, а = 0, 1 , . . . , е; Ь = 0, 1 , . . . , е—а, и будем считать, 
что фиксировано какое-либо его упорядочение ерь . . . , ср., / = 
==1/2е(е+1). Нам понадобится рассмотрение набора Г^-линей-
ных функционалов {A-.,.{}, на V, элементы которого нумеруются 
парами (о, i), где v&Vr — висячая вершина Г, i — целое число, 

Av, t:V-±Fq, 
В п. 3 даются формулы, дающие выражения для коэффициентов 
{a-viabh aviab£Fv функционалов {Avi} в базисе {фа6}. 

г) Кроме этого, нам понадобится рассмотрение множества 
т 

корней уравнения E ( x ) — 2 с1кх^!1-'1)/^г~'1'>=0 и действия на нем 
группы H = (A/I)X/FI!

X. Группа Я является циклической, ее 
•образующая обозначается через 6. В п. 4 дается явное вьТраже-
ние для действия 9 на элемент a£R. Содержательные определе­
ния L, Г, {Av, t} и действия Я на R даны в § 3 в терминах 
алгебраической геометрии. Однако для понимания того, как 
работает алгоритм, доказывающий основную теорему данной 
главы, достаточно воспринимать формулы пп. 2 — 4 как опреде­
ления. 
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2. Деревья Г1, Г2. Пусть sGViXVj —невисячая вершина Vir 
помеченная набором (Ps(zs,ts), (as,$s), (Zs> Ts), As). Тогда 
а) Множество Vs потомков вершины s находится в биекцин 
с множеством Ms\jls, где 

M,--{PeL|-Pe(0,p)-=0}; (L> 
Ps(y, t)&F<i[y, t] определяется равенством 

Ps (У + «„ yt + P,) «= <Л • j 3 , (У* t) (2> 
и требованием y-\Ps{y, t); 

j \0, если Р,(0,0)-^0, 
[состоит из одного элемента, если Р,(0, 0)=0; {Щ 

многочлен Ps(y, t)6F-[y, ]̂ определяется равенством 

Pa{yt + a„ t + h) = f'P,(i/,t) (4> 
и требованием t-\Ps(y, t). Далее мы отождествляем Vs и Ms\jls* 

б) Если vQVs, ТО для пометок v имеют место формулы: 
61) 

если -об/И/, 
Pv(Zv, <e)--=-^-(---.> <*). е с л и •»<-/,; (б> 

б2) 
а —0, p.GM.cF- при v£Ms (7> 

р. —р^-0 при ч>е/,; (8> 
б3) 

Z - ( ^ ' ^l-\Zs{zJv + as> *„ + р,), если •."€/,; ^yj" 
т (у M - F - ^ « " l " a " 2 Л + Р - ) . е с л и °6MS; , , n v -"(*«" Г ' М - ^ (•*,*, +а , , *,+ РЛ если v&Is; 1-и> 

б4) 

ll, иначе. 
* Доказательство непосредственно следует из определения IV 

пометок его вершин, описания процесса разрешения особен­
ностей Хг при помощи последовательных моноидальных преоб­
разований и формул, задающих моноидальное преобразование 
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o\F'-*-F в локальных координатах на F и F' (см. [18, с 141 — 147], 
[15, с. 488]). v i » 

Следствие . Пусть dv — длина пути в Г-, ведущего 
из корня TIDJ в вершину VQV/. Тогда 

а) 

d eg^]<(d„+ l)(^_l); 
б) 

d e g ' A • 
deg-7J<(d„+i){cdot} 
teg,/-. 

3. Функционалы {A.-.,;}. Пусть ^б1/', 0<г<<?г6т. Коэффи­
циенты {а̂ гиг,}, й==0, 1, . . . , .? , Ь = 0, 1 , . . . ,е — а линейной фор­
мы Л•», i в базисе {xai/u} пространства V вычисляются по фор­
муле 
- W - - V * (xVHQi(<-U/* (u*)ttv+h)a-T*{fe(uv)t «„ + pe)--e-*), 
где и, = !!..,-Р- и для многочлена p (#-,)6Г<7 [и©1 через Q; (p) 
обозначается коэффициент при uj, Zv, Tv — многочлены из набо­
ра, которым помечена вершина v, 

fe{uv)=PS(lPv,e)eFg[Kl (12) 
где PS — стандартная процедура, описанная в п. 6.6; по опре­
делению, deg/.,(«„)< е. 

*Чуть менее формальное определение fe (uv); 
fe{uv) = Re(fv{av)), 

в обозначениях п. 3,18. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула (12) непосредственно следу­

ет из определения функционалов {A-u,it} и свойства операторов 
Q-m, Rn (лемма 3.17).>J< 

4. Действие группы Я на множестве R. Порядок группы 
Fg

x, равный (<7— 1) взаимно прост с порядком h~(qm—1)/ 
/\q—1) группы Я (так как т и ((7—1) взаимно просты), по­
этому в группе (A//)x существует единственная подгруппа Н' 
порядка А такая, что при отображении факторизации (Л//)—>Я 
подгруппа Н' изоморфно отображается на Я. Элементы (А/1)х 

представляются как ненулевые многочлены степени не выше 
(т—1), рассматриваемые по модулю р(Т). 

/л—.1 

Пусть г (Т)=-2 ГЙГ" —многочлен, образ которого в (А/— /)х 
ft-О 

является образующей .подгруппы Н' (а образ в И- образующей 
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9 в Я). Тогда для действия Q на элемент «б-^ имеет место 
форму ла 

(т—\ \ < 7 2 - 1 

0а = а. ^ r ^ 2 * - ' ^ - 1 ' . (13) 
\ft=o У 

• Д о к а з а т е л ь с т в о , Это следует из описания «супер-
сингулярных» точек X!, данного в пп. 3.22 — 3.24 и леммы 3.* 

§ 5. Вычислительный процесс 

1. В данном параграфе мы даем описание вычислительного 
процесса, реализующего алгоритм построения «модулярных» 
кодов с параметрами, указанными в основной теореме из § 1, 
и оцениваем его временную и пространственную сложность, по­
лучая таким образом доказательство этой теоремы. Вычисли­
тельный процесс использует формулы § 4 и основывается на 
стандартных процедурах, описанных ниже в § 6. Описание 
каждого шага вычислительного процесса ведется по следую­
щей схеме: указывается информация, подаваемая на вход дан­
ного шага, информация, получаемая в результате его работы, 
временная Т и пространственная S сложность данного шага, 
метод вычисления (включая список стандартных процедур, не­
обходимых для реализации вычислений на данном шаге), кро­
ме того, в том случае, когда это не совсем очевидно, приводится 
доказательство того, что указанные ресурсы Т и S достаточны 
для выполнения вычислений на данном шаге. Описание метода 
вычисления ведется полуформально, но так, что перевод опи­
сания на язык программирования достаточно высокого уровня 
не доставляет трудностей. 

Используемый вычислительный процесс разбивается на 
восемь шагов. На первом шаге строится неприводимый много­
член pi(T) степени ш, являющийся образующей идеала I. На 
втором строится многочлен г(Т), образ которого в группе Н 
является ее образующей; на третьем шаге осуществляется по­
строение деревьев Ti, включая наборы пометок их вершин. На 
четвертом шаге вычисляются коэффициенты функционалов 
{Av,i}. На шаге 5 вычисляется набор неотрицательных целых 
чисел {«-,}, занумерованный элементами vGV, 0{le}n-,{le}-?2m. 
Формулы, используемые на шаге 5 можно воспринимать как 
определение п„ ( ^ напомним, что, содержательно говоря, nv 
есть порядок функции t в точке Qv, см. п. 3.20^). Шестой шаг 
посвящен вычислению базиса в ^'.--пространстве Vt, 

(«я-,-*) 

V - П П KQtAv,t, 

VbcV={p(x, «/)6F-[x, y] |degp<e=7 4"-}. На седьмом шаге 
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осуществляется построение множества S представителей орбит 
т 

действия Н на R — множестве корней F (x) = ^)akx{9 _ 1 ) / ( 9 l - 1 } 

А=0 
и самих орбит этого действия. На последнем, восьмом шаге 
строится порождающая матрица М искомого ^--ичного кода С. 
В качестве основного поля, над которым ведутся вычисления 
на шагах 1 — 6 и 8, используется поле F-, на седьмом шаге — 
поле L = Vq2ht. 

2. Шаг 1. Построение р(Т). 
Вход: m6Z+1 m нечетно, (m, q — l ) = l. 
Выход: неприводимый над F ? унитарный многочлен степени An: 

^?(Т)----2a*7,*^ a-eF*- a « - = L 

А=0. 

Ресурсы: T — 0(qm- tn6-\ogbq), S = 0(m3Aogzq), 
Метод: Перебор всех qm унитарных многочленов степени т , 

проверка их неприводимости над Fg при помощи процедуры 
FAC(s,-). 

3. Шаг 2. Построение образующей в Я. 
Вход: m<iZ+, p(T)&A = Fq[T]. " '" «' 
ВЫХОД: а) Многочлен r(T)£A, deg г (Т) < m — 1 такой, что 

образ г (Г) в H является образующей, б) Целые hu h2, hx = 
•=1 G| = [L:F--], Л — [# :G] , где G — подгруппа в Н, порож­
денная образом TQA, 
^ Ресурсы: r=Ci'(^-"-.m2.1og2(7), S=<?(m1og.?). 

Метод: а) Перебор всех {qm—1) элементов стандартного 
множества представителей {/"(-Г) 6Fg[T] \ {0} j deg f-i^m—1} для 
(A//)x c проверкой порядка в Н образа каждого элемента. 
б) h2 — h/hu где h-(qm—-\)/{q— 1), hi —порядок образа Т в Н. 

4. Шаг 3. Построение графа Т. 
Вход: тот же, что и на шаге 2. _ 
Выход: помеченные деревья Гг, Г2; r = f i U r 2 . 
Ресурсы: Т = 0{ql&m-m3Aogzq), S = 0(ql&m-m3-\og3q). 
Метод: Построение Г, осуществляется индуктивно, а именно, 

строится поддерево ТсТ{, в начале процесса построения Т( 
совпадающее с корнем wt дерева Т{ который помечен набором 

(E*(z, t), (а„р,), (z-a., t - p , ) . 0 ) . 
(061,p1) = (0,0), ( ' а 2 , р - ) - ( - 1 , 0 ) . 

Предположим, что уже построено поддерево ГсГ*. Тогда воз­
можны две ситуации: а) Для всех висячих вершин v£Vr дерева 
Г имеем Av=\, В этом случае |Уг|----1V. 1. поддерево Г сов-
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падает с Tt и построение Tt окончено, б) Существует висячая 
вершина VQVT дерева Г такая, что Л..----0. В этом случае про­
должается индуктивное построение Г с помощью формул п. 4.2: 

1°. Полагаем l / r = ( V r \ M ) U(Mv{jIv), Vr = Vr\J{Mv\JIv). 
2°, Пометки вершин u£J\iv U L» вычисляются по формулам 

(4.3) —(4.11) с использованием процедур SUBST, SR, ROOT, 
^Оценка ресурсов: согласно лемме 3.13, для числа вершин 

ni дерева Гг имеет место неравенство Wi+U2<-?4m; оценка ре­
сурсов, необходимых при работе с отдельной вершиной, полу­
чается из оценок сложности процедур SUBST, SR, ROOT, дан­
ных в § 6 и оценок степеней многочленов Pv, Zv, Tv, данных в 
п. 4.2..4С 

5. Шаг 4. Вычисление коэффициентов функциона­
лов AVli. 

Вход: набор пометок (Pv {zv, tv),(av, fiv), (Zv, Tv), Л-,) для 
каждой висячей вершины ю&/' графа Г. 

Выход: набор коэффициентов {avlab}, a, b = 0, 1, . . . , e = qim, 
« + & < б линейных форм {AVti}, i = l, ...,qem, v£V в базисе 
{хауь} пространства V, aviab^fq. 

Ресурсы: J — C(qS2m-m2-log2q), S=^0 (q2°m-m2-\og2 q). 
Метод: Для v&/' полагаем: 

nv ---- v v p..,, 
fe(uv):~PS(S,Pme)£?q[uv]\ 

P:=SUBST{s,Zv, fe(uv), uv + $v)zFg[uv]\ 
Q: — SUBST (s, Tv, ft (uv), и-, + р-,)еГ- [«-,]; 

a*iab-=Qi {SUBST (s, Xx«Xta-\ P, Q)&FQ. 
6, Шаг 5. Вычисление набора {tiv}. 
Вход: тот же, что и на шаге 4. 
Выход: набор {nv}, vQV, 0<.tiv<q2"', *nv есть порядок 

функции t в QV£X. * 
Ресурсы: T = 0{q24m-m2-\og2q), S = О (qi&m-m2-log2 q). 
Метод: Для v&Vf полагаем: 

fq>m (uv): = P S (s, Pv, q2m)eFq [av\; 
Fv:~ SUBST (s, Tv, и„ + рг, / > m {uv))& „ [av]; 

ttv\ =min {n£Z+ | Q„ (Fv) ф 0}. 
7. Шаг 6. Нахождение базиса в Vь. 
Вход: набор {nv\, v£V, набор коэффициентов {avlab}, <v£V', 

iz=0, . . . , qm, a=6, 1, ..., I, b=0, l, ..., / — a линейных форм 
{Av.i}, целое число b>0. 
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Выход: набор {p..}, r = \, . . . ,dlmV6 базисных многочленов 
ЕВ подпространстве V baV. 

Ресурсы: T==0{q2m-m2-log2q), S — О (qx%m • да-• log2 q)• 
Метод: Применение LEQ(s,M). 
8. Шаг 7. Построение множества орбит действия Н 

ма R. 
ВХОД: р (Т), г (Т)бА-МТ] . 
Выход: а) Множество SaL представителей орбит действия 

группы Н на множестве R корней многочлена F(x)-= 
- - ^ a i ^ " - 1 1 ' 1 ' ' - 4 . б) Для каждого o6S список элементов 

ft-О 

•RoC-R, лежащих в одной а орбите. 
Ресурсы: T*=0(q*l"+V), S-=0 (<?4(m+2))-
Метод: а) Полагаем (Ри ..., Рппг): =-FAC (2s, F). где 

^ = /"•-, n.--=(^m-f-l)/(i7+l) (* то, что получится tih2 сомножите-
•лей, доказано в лемме 3.24), degPy —hi, у" = 1- ...,n-h2. Для 
у = 1, . . . , tih2 полагаем 

Л;.-=К-> • •., alhiy.=ROOT(2s, Р•), ai;eL. 
•Упорядочиваем набор {Рь . . . , Py, . •., Лл-} так, чтобы Vi, Vy, 
i== l, . . . , A1, / = l, .. .,nh2 выполнялось соотношение 

/ m - l \ ? 2 - l 

e«i;=ai;(2r'Mf""l)/(9,"1)J ел;ил;+1 

.(т, е. чтобы при действии образующей 8 группы Н на элемент 
'С б̂Лу получался либо элемент из Ау, либо элемент Лу+i, * см. 
•описание орбит действия Н на R, данное в п. 3.24 '*)• Далее 
•полагаем 

5: ={«!/(,, аииг, • • •• ai.nA,}' 
б) При a-=-a1]ft/,2eS полагаем 

Ro:"={-*«,ЙЛ,+/}> i = l, . . . ,Ai, /--=1, . . . , й 2 . 
9. Шаг 8. Построение порождающей матрицы кода. 
Вход: множество S = R/H; набор {/?--}, a&S; набор базисных 

многочленов {pr} в пространстве V6. 
Выход: порождающая матрица М*=Мт,ь кода С — С„1,ь, 

MeMat^Xft-F.,.), /г-=(-7m+-)/(<?+1), A>ft — g + l . 
Ресурсы: Т=0(g17m.iog-<7), S.-=0(.7lo",-log^). 
Метод: строится матрица 

M'eMatadimV^Xtt, Г,*); 
M' = (mrft), r = l t . . . , dimV6> k = 1 , . . . , n ; 

ft, /<•> 
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где <тб5 в первой сумме соответствует k-тому элементу 5. 
Матрица М получается из М' вычеркиванием строк, являю­

щихся линейными комбинациями других строк (это делается,-
например, при помощи метода Гаусса). 

На шаге 8 алгоритм заканчивает свою работу. На рис. I 
изображена схема логической зависимости шагов алгоритма.-

РИС 1. Схема логической зависимости шагов алгоритма 

§ 6. Стандартные процедуры 

1. В данном параграфе мы даем краткое описание стандарт­
ных процедур, используемых в вычислительном процессе § 5 
(одна из них, — PS — фигурирует также в п. 4.3). В качестве-
модели процесса вычислений мы выбираем ЛРАМ, т. е. равно­
доступную адресную машину (машину с произвольным досту­
пом к памяти) с логарифмическим ограничением на длину яче­
ек; описание этой модели вычислений содержится, например, в 
обзоре [14]. Оценки СЛОЖНОСТИ процедур даются для ЛРАМ. 
При этом не стремимся использовать алгоритмы с наилучшими 
известными оценками и при наличии альтернатив выбираем 
алгоритм с более простой структурой при условии, что он имеет 
полиномиальную (в нужном нам смысле) оценку сложности.. 
Можно проверить, что использование наилучших известных ал­
горитмов при сохранении общей схемы процесса вычислений 
не приведет к принципиальному улучшению оценок в нашей 
основной теореме. Далее мы употребляем слово «алгоритм» 
как синоним буквосочетания «ЛРАМ». 

Выбор ЛРАМ в качестве основной модели вычислений в 
значительной мере произволен и диктуется соображениями 
удобства. Основной результат данной главы о возможности по­
линомиального процесса вычисления «модулярных» кодов со­
храняется для любой разумной модели вычислений, например, 
для машины Тьюринга МТ, так как для любого вычисления на? 
ЛРАМ с временной сложностью Т существует его моделирова-
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ние на МТ со сложностью Ci>(T'21og3r) (см., например,. 
[1. §1-6]). 

Описание процедур ведется по следующей схеме: название 
процедуры, МАМЕ — имя процедуры, входные данные, выход­
ные данные, метод работы, оценка временной T(NAME) и 
пространственной 5(NAME) сложности в принятой нами моде­
ли вычислений. Описание метода работы процедуры приводят­
ся лишь в том случае, когда эта процедура не описана (или ее 
описание требует существенной модификации) в книге [1] или 
обзоре [14]. Кроме того, мы не приводим описания очевидных 
процедур типа арифметических действий над элементами ко­
нечных полей и многочленами над конечными полями. Един­
ственное, что нам представляется разумным сказать по этому 
поводу, состоит в том, в каком виде мы задаем элементы ко­
нечных полей. 

2. Представление констант. Под константами мы понимаем 
элементы фиксированного конечного поля Fp<- (в нашем случае 
в качестве такого поля можно взять поле F A , h = (qn— \)l(q—1)-, 
a=hs). Такое поле мы будем задавать набором структурных 
коэффициентов {cijk}, i, j , к = 1,..., a, cijk£Fp, для некоторого 
базиса {аг,..., аа} поля Fa над Fp: 

а 

k-i 
Вообще говоря, нам понадобится переходить к расширениям 

внутри поля ¥ра полей вида Fp*, где Ь\а, 
3. Переход к расширению. Для описания перехода от поля 

F' ь к полю Fp-, Ъ/г, вводится следующая процедура, 
Расширение конечных полей: EXTFF(b, F). 
Вход: 66Z+ унитарный неприводимый многочлен F&F рь [X], 

uegF = s. 
Выход: набор структурных констант {d.;/.} поля Fpr, r — bs, 

i, j , k = l , . . . , r, 
Метод: заметим сначала, что так как на входе процедуры 

фигурирует поле F *, то нам задан набор его структурных 
констант {Cijk} i, j , k=l,..., b в некотором базисе {аи..., аь} 
над Fp. В качестве базиса Fpr над Fp выбираем {аГ[У},. 
i = l , . . . , b, 7 = 0, . . . , s - 1, р-корень E; E(p) = p-+a„,1P"-1+... 
. . .+c 0 -=0 , а0рь, i = 0, . . . , s—\. 

Сначала индуктивно вычисляем $s,..., p2-~2: если 
P^-=ao, ; -h . . . -ba-_ , , ; r 1 . . /-=0,.. . , s - 2 , 

то 
p.-+;+i = _ (a 0 + . . . + a^p*"1) at-u + ao.yP + . . . + as-2,3 -*-.•; 
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•причем при /==0, aij — ait i -=0 , . . . , s— l, Далее вычисляем 
произведения {aip/ .a^}: 

а$1а,$* •. 
2 е."0. J (2a"-*+/-*PB) при k + y>s; 

2c'«°< P*+; ПРИ * + / < -
Сложность: 

T (EXTFF) - О (-53s3i (pY); 5 (EXTFF) = 0 (&3s3J (p)). 
Здесь и ниже через 1(п) при /z6Z+ обозначается [1og2 («.)]-f-1, 

4. Решение системы линейных уравнений. 
Линейная система: LEQ(b, M). 
Вход: 66Z+, M6Mat(sXn, Fpi). 
Выход: базис в пространстве решений системы линейных 

уравнений Мх=Ъ, jcG(F й)л. 
Сложность: 

Т (LEQ) = О (зЧЬЧ (p)2); S (LEQ) = © (s/z£/ (/?))-

5. Операции над многочленами. Кроме процедур арифмети­
ческих действий и алгоритма Евклида, нам понадобятся еще 
четыре процедуры, задающие действия с многочленами. 

Подстановка: SUBST (b, P, Q1, Q2). 
Вход: 6€Z+5 PeFpb [Хи Х3], Qb Q&Fpb [Х\. 
Выход: Q-P(Q 1 ( .Y) , Qt (Х))&рь [X]. 
Сложность : Т {SUBST) = О (s*r*Pl (p)-}, S {SUBST) —. 

= 0(s'2r2bl(p)), где 5 —degP, r=max(degQ 1 , degQ-). 
Нахождение корней: ROOT (a, P). 
Вход: b£Z+, неприводимый многочлен .PgFj-eJX]. 
Выход: набор {(J1, . . . , р .} корней Р в Fp*-, где s-=degP. 
Метод: использование EXTFF (b, Р), нахождение {{5-°'} 

i = l- . . . , s - 1 , где Р (р)=0 . 
Сложность: T(ROOT)=0{p-s-№-l{pY+b*-s*-l(pY)\ S(ROOT)= 

*=Оф*»з*-Цр)). 
Очищение от кратных корней: SR(b,P). 
Вход: 6eZ+, PGFp/nlX], deg/> = s. 
Выход: JR=HOD(P, Px), Рх = дР/дХ. 
Сложность: T{SR)=0(s3-b3-l(pY); S (SR) = 0(sbl(p)). 
Разложение: FAC(b,P). 
Вход: &6Z+, P6FP* [X], Р не имеет кратных корней, 

•degP = s, 
Выход: набор (Pi, . . . , . - , ) неприводимых над Fp» сомножи­

телей Р, Р0рь [X]. 
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Метод: пусть ф—- Е^-линейный оператор Фробениуса 
в полупростой алгебре /?=-Fps[X]/(P), c p : ^ a<X-mod/-•-••• 
^^afX^modP. Найдем сначала матрицу M-gMat (г X г, Fp), 
r = bs, действия ф в базисе {a.X-/modP}, i — l, ..., b, j—0, . . . 
. . . , s — l алгебры R над Fp, где {а;}-базис FPU над Fp. Для 
этого достаточно вычислить {<V;}, i — \,...,b\ {X-^modP}, 
j = 0 , ...,s — 1, как это делалось в п. 3 при описании про­
цедуры EXTFF, а затем вычислить {afX*?}, что и дает мат­
рицу Мф. Применяя теперь процедуру LEQ(1, M,„ — Ir), где 
/ r6Mat (r Xf, Г р ) - единичная матрица, находим базис в Fp-npo-
странстве R9 инвариантных относительно ф элементов R. Пусть 
r\, r 2--два линейно независимых (над Fp) элемента Р ф (если 
таковых не существует, то Р не приводим и i = l). Перебирая 
элементы / 6 Г Р , находим такое / , что a+fb является делите­
лем нуля в алгебре Р ф (для того, чтобы a-j- fb было делителем 
нуля, достаточно потребовать обращения в нуль детерминанта 
матрицы умножения на (а-\-/Ь) в R'"). Многочлен И (X) такой, 
что d e g / / < d e g P и ^(X)modP-й.-|-/<?>, имеет сомножителем 
нетривиальный делитель Р(Х). Далее продолжаем действовать 
индукцией по степени P(X)lQ (X), где 

G(X)=HOD(P(X), fi{X)). 

СЛОЖНОСТЬ: Т (FAC)^Q{s4s-l{p)2-{-р-8л-1{р)2); 
S{FAC) = 0(s2-b3-l(p)). 

Нам понадобится еще одна специфическая простая процедура, 
насколько нам известно, не описанная в литературе (имеется 
в виду ее описание как процедуры, а не как метода вычисле­
ний, являющегося общеизвестным). 

6. Разложение в степенной ряд. 
Степенной ряд: PS(b, P, d). 
Вход: b, dGZ+, абсолютно неприводимый многочлен Р [X, К)б 

•&pb\X,Y\ такой, что Р ( 0 , 0 ) = 0 , Рк (0, 0 ) ^ 0 , s—degP, 
Выход: отрезок fdQFpb[X], d e g / t f < d длины d степенного 

ряда / , получающегося при разложении Y по степеням X, 
•если X я Y связаны соотношением Р(Х, У )=0. 

Метод: рекуррентное вычисление многочленов / 1 , ...,fd, 
где 

fl=—a1Q-a-1X; 

/ y + 1=/ ; . -a- 1 .X-+ 1 .Q y + 1 (P (X , / y ) -a- / y ) ; 
/==1, . . . , d - 1 ; 
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-°(X-n=- Je^ i 
i,]-o 

a00----0, <з=-а10-=Як(0,0)-~-=0. 
Сложность: Г (PS) = © (s2d46-/ (p)2); 

S(PS) = 0(s44*-l(p)), 
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