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Closedness of basis surfaces invariant with respect to the group H3.

Ternovskiy, V. A.

Abstract. In the real m-dimensional Euclidean space Em the group G is generated by
orthogonal reflections with respect to N(G) hyperplanes with common point O. In a rectangular
coordinate system, we assign the algebraic hypersurface of order n to f(x) = 0, where f(x) is a
polynomial degrees n with respect to the coordinates of the vector −→x = (x1, . . . , xm). The set of
all hypersurfaces invariant with respect to the same group G corresponds to the set f(x), which
forms the algebra IG. The description of the algebra IG is a fundamental problem in the theory
of invariants.

Each method for obtaining such polynomials refers to their important properties, but in
practice it is not always possible to explicitly write down all the basic polynomials. In this
connection, it is of interest to find the basis invariants of even degrees that belong to the algebra
θG of polynomials

θ2r (
−→x ) =

N(G)󰁛

j=1

η2rj (−→x ) ,

where ηj(
−→x ) = 0 are normalized equations of all hyperplanes whose reflections belong to G. For

any natural r, the invariant θ2r has a simple geometric interpretation: the surface given by the
equation θ2r = c is the set of all such points in the space En, the sum 2r-th degrees of distance
of an arbitrary point of which from the planes ηj(

−→x ) = 0 is equal to the constant c.
Finding explicitly the basic invariants of finite groups generated by orthogonal reflections

in Euclidean spaces, V. F. Ignatenko set the problem in his work: to obtain the equations of all
basic closed surfaces other than a sphere. For groups A3 and B3 this problem is solved by the
author.

In this article, we study the structure of the basis surfaces invariant with respect to finite
groups generated by reflections in real space. Sufficient conditions for the closure of all basis
surfaces of the algebras of invariants for the symmetry group of the icosahedron H3 in three-
dimensional space are obtained.

Keywords: invariant, symmetry groups, basic invariant, algebra of invariants, groups generated
by reflections.
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Введение

Пуст󰑭 G󰯹 неприводима󰑱 конечна󰑱 группа, поро󰑨денна󰑱 ортогонал󰑭ными отра-
󰑨ени󰑱ми относител󰑭но (n−1)󰯹 мерных плоскостей в вещественном n-мерном евкли-
довом пространстве. Мно󰑨ество всех многочленов, инвариантных относител󰑭но G,
обра󰑬ует алгебру IG, ба󰑬ис которой состоит и󰑬 многочленов IGmt

степени mt (t = 1, n).
󰑪адача нахо󰑨дени󰑱 ба󰑬исных многочленов 󰑱вл󰑱етс󰑱 одной и󰑬 основных в теории ин-
вариантов. Однако на практике не всегда удаетс󰑱 󰑱вно 󰑬аписат󰑭 все IGmt

. В св󰑱󰑬и
с этим представл󰑱ет интерес нахо󰑨дение ба󰑬исных инвариантов четных степеней,
которые принадле󰑨ат алгебре θG многочленов

θ2r (
−→x ) =

N(G)󰁛

j=1

η2rj (−→x ) ,

где
ηj (

−→x ) = 0 (1)

нормированные уравнени󰑱 всех гиперплоскостей, отра󰑨ени󰑱 относител󰑭но которых
принадле󰑨ат G [1]. При л󰑧бом натурал󰑭ном r инвариант θ2r имеет просту󰑧 геомет-
рическу󰑧 интерпретаци󰑧: поверхност󰑭, 󰑬адаваема󰑱 уравнением θ2r = c, ест󰑭 мно󰑨е-
ство всех таких точек пространства En, сумма 2r степеней рассто󰑱ний прои󰑬вол󰑭ной
точки которого от плоскостей (1) равна посто󰑱нной c. Получена ва󰑨на󰑱 теорема [2].

Теорема. Многочлены θGmt
, 1 ≤ t ≤ n, четных степеней mt = 2rt 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба-

󰑬исными инвариантами группы G при всех mt, если G = An, H3, H4, E6, E7, E8 и
тол󰑭ко при m1 = 2, m3 = 8, rt ∕= log2(1 +

√
4n+ 1), log22

√
n, если G = [N ], F4, Bn,

Dn соответственно.

При дока󰑬ател󰑭стве теоремы найдены в ра󰑬вернутом виде соответству󰑧щие ба-
󰑬исные инварианты. Далее в этой работе В. Ф. Игнатенко поставил 󰑬адачу: полу-
чит󰑭 уравнени󰑱 всех ба󰑬исных, отличных от сферы, 󰑬амкнутых поверхностей. Дл󰑱
групп A3 и B3 эта 󰑬адача решена в работе [3]. В данной стат󰑭е получены достаточ-
ные услови󰑱 󰑬амкнутости всех ба󰑬исных поверхностей алгебр инвариантов группы
симметрий икосаэдра.

1. Постановка 󰑬адачи и основной ре󰑬ул󰑭тат

󰑪ададим в трехмерном евклидовом пространстве E3 пр󰑱моугол󰑭ну󰑧 систему ко-
ординат Oxi, i = 1, 2, 3. Пуст󰑭 G󰯹 конечна󰑱 группа, поро󰑨денна󰑱 ортогонал󰑭ными
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отра󰑨ени󰑱ми относител󰑭но плоскостей симметрии с общей точкой O. Уравнение дву-
мерной ба󰑬исной алгебраической поверхности имеет вид

ϕα (Ij(G)) = c, α ≥ j, (2)

где c = const, Ij(G), j = 1, 2, 3󰯹 обра󰑬у󰑧щие алгебры всех инвариантов группы G.
Предполо󰑨им, что поверхност󰑭 (2) не 󰑬амкнута, тогда существует действител󰑭-

ный асимптотический конус этой поверхности, то ест󰑭 существует по крайней мере
одна действител󰑭на󰑱 точка, отлична󰑱 от O, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 уравнени󰑧

ϕα (Ij(G)) = 0.

Отметим, что дл󰑱 л󰑧бой группы G поверхност󰑭, 󰑬аданна󰑱 уравнением

ϕ1 (I1(G)) = c,

󰑬амкнута.
Приведем достаточные услови󰑱 󰑬амкнутости ба󰑬исных алгебраических поверхно-

стей конечной группы симметрии H3.
Некристаллографическа󰑱 группа симметрий H3 пор󰑱дка 120 󰑱вл󰑱етс󰑱 группой

симметрий правил󰑭ного икосаэдра (или додекаэдра). Геометри󰑱 икосаэдра очен󰑭 по-
дробно описана в классической книге Клейна [4]. Правил󰑭ный икосаэдр в E3 󰑬ададим

вершинами Vr(±λ,±, 0), где r = 1, 12, λ =

√
5− 1

2
и координаты мен󰑱󰑧тс󰑱 цикличе-

ски. Этот икосаэдр имеет 15 плоскостей симметрии с уравнени󰑱ми

xi = 0, xi ± λxj ± µxk = 0,

где индексы i, j, k = 1, 2, 3 (циклически), µ = −
√
5 + 1

2
.

Флатто [5] дока󰑬ал, что многочлены

Ψ2s =
󰁛

r

󰀓−−→
OVr

−→x
󰀔2s

при s = 1, 3, 5 обра󰑬у󰑧т ба󰑬ис алгебры I(H3), которые с точност󰑭󰑧 до посто󰑱нного
мно󰑨ител󰑱 име󰑧т вид:

I2 =
3󰁛

i=1

x2
i , I6 = 4

3󰁛

i=1

x6
i + 3

󰀓
5−

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x4
ix

2
j + 3

󰀓
5 +

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x2
ix

2
j ,

I10 = 5
3󰁛

i=1

x10
i + 9

󰀓
5− 2

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x8
ix

2
j + 9

󰀓
5 + 2

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x2
ix

8
j+
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+21
󰀓
5−

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x6
ix

4
j + 21

󰀓
5 +

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x4
ix

6
j .

Причем Игнатенко [6] пока󰑬ал, что име󰑧т место следу󰑧щие соотношени󰑱:

θH3
6 = 18I32 − I6, θH3

10 = −21I52 + 21I22I6 − 5I10.

Рассмотрим ба󰑬исну󰑧 поверхност󰑭 шестого пор󰑱дка, котора󰑱 󰑬адаетс󰑱 уравнени-
ем

I6 + aI32 = c,

где a󰯹 прои󰑬вол󰑭на󰑱 константа. Имеем

I6 + aI32 = 4
3󰁛

i=1

x6
i + 3

󰀓
5−

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x4
ix

2
j + 3

󰀓
5 +

√
5
󰀔 3󰁛

i,j=1

x2
ix

4
j + a

󰀣
3󰁛

i=1

x2
i

󰀤3

=

= (4 + a)
3󰁛

i=1

x6
i + 3

󰀓
5−

√
5 + a

󰀔 3󰁛

i,j=1

x4
ix

2
j + 3

󰀓
5 +

√
5 + a

󰀔 3󰁛

i,j=1

x2
ix

4
j+

+6ax2
1x

2
2x

2
3 = c.

Поло󰑨им x2
i = yi, i = 1, 2, 3 и c = 0, получим

b0y
3
1 + b1y

2
1 + b2y1 + b3 = 0, (3)

где
b0 = 4 + a,

b1 = (15 + 3a)(y2 + y3)− 3
√
5(y2 − y3),

b2 = (15 + 3a)(y22 + y23) + 3
√
5(y22 − y23) + 6ay2y3,

b3 =
󰀃
(4 + a)y2 +

󰀃
15− 3

√
5 + 3a

󰀄
y3
󰀄
y22 +

󰀃
(4 + a)y3 +

󰀃
15 + 3

√
5 + 3a

󰀄
y2
󰀄
y23.

Найдем 󰑬начени󰑱 a, при которых уравнение (3) не имеет поло󰑨ител󰑭ных корней. Ес-
ли a ≤ −5 (a ≥ −2, 5), то при л󰑧бых неотрицател󰑭ных y2 и y3 получаем bi ≤ 0

(bi ≥ 0), i = 0, 1, 2, 3. Следовател󰑭но, по правилу 󰑬наков Декарта уравнение (3)
при a ≤ −5, a ≥ −2, 5 поло󰑨ител󰑭ных корней не имеет. Но это правило не утвер-
󰑨дает, что ест󰑭 поло󰑨ител󰑭ные корни при −5 < a < −2, 5. Поэтому найдено
тол󰑭ко достаточное условие: ба󰑬исна󰑱 поверхност󰑭 шестого пор󰑱дка 󰑬амкнута при
a ∈ (−∞;−5)

󰁖
(−2, 5;∞).

Тепер󰑭 рассмотрим ба󰑬исну󰑧 поверхност󰑭 дес󰑱того пор󰑱дка, котора󰑱 󰑬адаетс󰑱
следу󰑧щим уравнением

I10 + a1I6I
2
2 + a2I

5
2 = (5 + 4a1 + a2)

3󰁛

i=1

x10
i +
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+
󰀓
9
󰀓
5− 2

√
5
󰀔
+ a1(23− 3

√
5) + 5a2

󰀔 3󰁛

i,j=1

x8
ix

2
j+

+
󰀓
9
󰀓
5 + 2

√
5
󰀔
+ a1(23 + 3

√
5) + 5a2

󰀔 3󰁛

i,j=1

x2
ix

8
j+

+
󰀓
21

󰀓
5−

√
5
󰀔
+ a1

󰀓
49− 3

√
5
󰀔
+ 10a2

󰀔 3󰁛

i,j=1

x6
ix

4
j+

+
󰀓
21

󰀓
5 +

√
5
󰀔
+ a1

󰀓
49 + 3

√
5
󰀔
+ 10a2

󰀔 3󰁛

i,j=1

x4
ix

6
j+

+(68a1 + 20a2)
3󰁛

i,j,k=1

x6
ix

2
jx

2
k + (90a1 + 30a2)

3󰁛

i,j,k=1

x4
ix

4
jx

2
k = c.

Поло󰑨ив x2
i = yi, i = 1, 2, 3 и c = 0, получим

b0y
5
1 + b1y

4
1 + b2y

3
1 + b3y

2
1 + b4y1 + b5 = 0,

где
b0 = 5 + 4a1 + a2,
b1 =

󰀃
9
󰀃
5− 2

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
23− 3

√
5
󰀄
+ 5a2

󰀄
y2 +

󰀃
9
󰀃
5 + 2

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
23 + 3

√
5
󰀄
+ 5a2

󰀄
y3,

b2 =
󰀃
21

󰀃
5−

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
49− 3

√
5
󰀄
+ 10a2

󰀄
y22+

󰀃
21

󰀃
5 +

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
49 + 3

√
5
󰀄
+ 10a2

󰀄
y23+

+(68a1 + 20a2) y2y3,

b3 =
󰀃
21

󰀃
5−

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
49− 3

√
5
󰀄
+ 10a2

󰀄
y33+

󰀃
21

󰀃
5 +

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
49 + 3

√
5
󰀄
+ 10a2

󰀄
y32+

+(90a1 + 30a2) (y
2
2y3 + y2y

2
3) ,

b4 =
󰀃
9
󰀃
5− 2

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
23− 3

√
5
󰀄
+ 5a2

󰀄
y43 +

󰀃
9
󰀃
5 + 2

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
23 + 3

√
5
󰀄
+ 5a2

󰀄
y42+

(68a1 + 20a2) (y
3
2y3 + y33y2) + (90a1 + 30a2) y

2
3y

2
2,

b5 = (5 + 4a1 + a2) (y
5
2 + y53)+

󰀃
9
󰀃
5− 2

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
23− 3

√
5
󰀄
+ 5a2

󰀄
y42y3+

󰀃
9
󰀃
5 + 2

√
5
󰀄
+

+a1
󰀃
23 + 3

√
5
󰀄
+ 5a2

󰀄
y43y2+

󰀃
21

󰀃
5−

√
5
󰀄
+ a1

󰀃
49− 3

√
5
󰀄
+ 10a2

󰀄
y23y

3
2+

󰀃
21

󰀃
5 +

√
5
󰀄
+

+a1
󰀃
49 + 3

√
5
󰀄
+ 10a2

󰀄
y22y

3
3.

Так как y2, y3 неотрицател󰑭ные действител󰑭ные числа одновременно не равные
нул󰑧, то bi ≥ 0 (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5), если

a2 ≥ −19

4
a1 −

155

16
, при a1 < −355

48
,

a2 ≥ −83

20
a1 −

21

4
, при −355

48
≤ a1 < −11

2
,

a2 ≥ −23

5
a1 − 9, при a1 ≥ −11

2
.

Система неравенств bi ≤ 0 (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5) имеет следу󰑧щее решение

a2 ≤ −17

5
a1 −

9

8
, при a1 < −20,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 2
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a2 ≤ −139

40
a1 −

21

8
, при −20 ≤ a1 < −17

3
,

a2 ≤ −23

5
a1 − 9, при −17

3
≤ a1 < −55

12
,

a2 ≤ −19

4
a1 −

155

16
, при a1 ≥ −55

12
.

Таким обра󰑬ом, ба󰑬исна󰑱 поверхност󰑭 дес󰑱того пор󰑱дка 󰑬амкнута; если a1 и a2
удовлетвор󰑱󰑧т следу󰑧щим неравенствам

a2 ≤ −17

5
a1 −

9

8
, a2 ≥ −19

4
a1 −

155

16
, при a1 < −20,

a2 ≤ −139

40
a1 −

21

8
, a2 ≥ −19

4
a1 −

155

16
, при −20 ≤ a1 < −355

48
,

a2 ≤ −139

40
a1 −

21

8
, a2 ≥ −83

20
a1 −

21

4
, при

−355

48
≤ a1 < −17

3
,

a2 ≤ −23

5
a1 − 9, a2 ≥ −83

20
a1 −

21

4
, при −17

3
≤ a1 < −11

2
,

a2 ≤ −23

5
a1 − 9, a2 ≥ −23

5
a1 − 9, при −11

2
≤ a1 < −55

12
.

󰑪акл󰑧чение

В стат󰑭е продол󰑨ена, начата󰑱 в [3], работа по и󰑬учени󰑧 строени󰑱 ба󰑬исных по-
верхностей инвариантных относител󰑭но конечных групп отра󰑨ений в трехмерном
евклидовом пространстве. Найдены достаточные услови󰑱 󰑬амкнутости ба󰑬исных по-
верхностей шестой и дес󰑱той степени алгебры инвариантов группы симметрии ико-
саэдра.
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