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где z = (z1, z2, . . . , zn), α = (α1, α2, . . . , αn), µ = (µ1, µ2, . . . , µn),

Γ(αk + µ) =
n∏

i=1
Γ(αik + µi).
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ

Аппроксимация функционально-дифференциальных уравне-
ний как средство эффективной реализации вычислительных про-
цедур, а также моделирование процессов с дискретным време-
нем приводят к необходимости рассмотрения разностных анало-
гов краевых задач.

В линейном случае разностным уравнением является уравне-
ние

x(t+ 1) =

t∑

i=0

A(t+ 1, i)x(i) + f(t+ 1), t = 0, 1, . . . , N − 1, (1)

x(t) ∈ R
n для любого t = 0, 1, . . . , N .

Обозначим через x = {x(0), x(1), . . . , x(N)} матрицу разме-
ром n×(N+1) со столбцами x(0), x(1), . . ., x(N). Множество таких
матриц обозначим символом Mn

N+1.
Уравнение (1) может быть записано в виде Lx = f , где x∈Mn

N+1,
f ∈Mn

N , L — линейный оператор, действующий из Mn
N+1 в Mn

N :

(Lx)(t) = x(t) −
t−1∑

i=0

A(t, i)x(i).
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Линейной краевой задачей для разностного уравнения (1) бу-
дем называть задачу

Lx = f, lx = α, (2)

где f ∈Mn
N , α ∈ R

n, l : Mn
N+1 → R

n — линейный вектор-функцио-
нал.

Для линейных краевых задач (2) получены критерии и при-
знаки разрешимости, допускающие эффективную проверку с ис-
пользованием вычислительных средств. На основе представления
задачи (2) с помощью разностной матрицы Грина получены при-
знаки разрешимости квазилинейных краевых задач для уравне-
ния Lx = Fx, где F : Mn

N+1 → Mn
N — вообще говоря, нелинейный

оператор.
Квазилинейной краевой задачей называется система

Lx = Fx, lx = ψx (3)

с нелинейным, вообще говоря, вектор-функционалом ψ:Mn
N+1→R

n.

Теорема 1. Пусть:
а) оператор F : Mn

N+1 →Mn
N непрерывен, вектор-функционал

ψ : Mn
N+1 → R

n непрерывен;
б) для всех решений семейства задач

Lx = λFx, lx = λψx, λ ∈ [0, 1],

имеет место общая априорная оценка

‖xλ‖Mn
N+1

6 d <∞.

Тогда исходная краевая задача имеет по крайней мере одно
решение x ∈Mn

N+1.

Теорема 2. Пусть выполнено условие а) теоремы 1. Пусть,
далее, det [lx] 6= 0, где X — фундаментальная матрица уравнения
Lx = 0, а нелинейные операторы F и ψ удовлетворяют условиям

lim
‖x‖Mn

N+1
→+∞

‖Fx‖Mn
N

‖x‖Mn
N+1

= 0, lim
‖x‖Mn

N+1
→+∞

|ψx|Mn
N

‖x‖Mn
N+1

= 0.

Тогда задача (3) имеет по крайней мере одно решение x ∈Mn
N+1.
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В нелинейных краевых задачах динамика переменных описы-
вается уравнением

x(t+ 1) = (Fx)(t), t = 0, 1, . . . , N − 1 (4)

и краевыми условиями
ηx = 0. (5)

Здесь F : Mn
N+1 → Mn

N и η : Mn
N → R

n — нелинейные непре-
рывные операторы. Для исследования таких краевых задач ис-
пользуются схемы с построением и использованием априорных
неравенств вида

‖x(t)‖ 6 M(t, ‖x(0)‖). (6)

Обозначим через ϕ(t, α) решение задачи Коши

x(t+ 1) = (Fx)(t), t = 0, 1, . . . , N − 1; x(0) = α.

Тогда разрешимость краевой задачи (4), (5) эквивалентна разре-
шимости уравнения

η(ϕ(· , α)) = 0

относительно α ∈ R
n. Разрешимость этого уравнения можно уста-

новить, используя неравенство (6).

Теорема 3. Пусть

‖x(0) − ηx‖ 6 µ(‖x(·+1)‖, ‖x(0)‖), ∀x ∈Mn
N+1,

‖ϕ(t, α)‖ 6 M(t, ‖α‖), ∀t = 0, 1, . . . , N, α ∈ R
n,

причем функция µ : M1
N × [0,∞) → R1 не убывает по каждо-

му аргументу, а функция M : {0, 1, . . . , N} × [0,∞) → R
n не

убывает по второму аргументу.
Тогда задача (4), (5) имеет решение, если ограничено множе-

ство
{δ > 0 : δ 6 µ(M(·+1, δ), δ)}.
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В данной работе доказывается однозначная разрешимость кра-
евой задачи для уравнения третьего порядка с кратными харак-
теристиками в неограниченной области. Единственность решения
доказывается методом от противного, а существование методом
разделения переменных (методом Фурье).

В области D = {(x, y) : 0 < x <∞, 0 < y < b} рассматривает-
ся уравнение

uxxx − uyy + µu = 0, (1)

которое при µ = 0 рассматривалось во многих работах. Среди
последних работ в данном направлении отметим работу [1], где
доказана однозначная разрешимость первой краевой задачи для
уравнения (1) при µ = 0 в неограниченных областях.

Для уравнения (1) рассмотрим следующую задачу.
Задача А. Требуется найти регулярное в области D решение

уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям

uy(x, 0) = u(x, b) = 0, 0 < x <∞, (2)

u(0, y) = ϕ(y), 0 < y < b, (3)
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