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ТЕОРЕМЫ УСРЕДНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ВКЛЮЧЕНИЙ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ

Исследование экономических процессов и систем часто свя-
зано с построением моделей, описываемых дифференциаль-
ными уравнениями. Более общий подход, учитывающий неточ-
ность информации о свойствах системы и множество вариан-
тов ее поведения без использования вероятностных характе-
ристик, приводит к дифференциальным включениям [1]. В тео-
рии усреднения дифференциальных включений рассматрива-
лись задачи аппроксимации моделей, возникающих в теории
управления, физике [2, 3]. Условия теорем из [2, 3] огра-
ничивали возможность применения теории усреднения для
анализа экономических систем. В [2] рассматривалась задача
усреднения дифференциальных включений с полунепрерыв-
ной сверху по x, 2π−периодической по t правой частью. В [3]
был обоснован принцип усреднения для дифференциальных
включений с быстрыми и медленными переменными и лип-
шицевой правой частью.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциальных включе-
ний (ДВ)

d x/d t ∈ µF (t , x), x(t0) = x0, (1)

где µ ∈ (0, a], a > 0, — малый параметр, x ∈Rm
+ , F : D0 → K v(Rm) —

выпуклое компактнозначное отображение, D0 =R+×P, область
P ⊂Rm

+ . X (t0, x0,µ) — множество всех решений типа Каратеодо-
ри задачи (1), определенных на отрезке T (t0, µ) = [t0, t0 + 1/µ],
µ> 0.
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Поставим задачу аппроксимации сверху для (1) с помощью
более простой задачи

dξ/d t ∈µF0(ξ), ξ(t0) = x0, (2)

где отображение F0 : P → K v(Rm).
Задача (2) аппроксимирует ДВ (1) сверху, если ∀ε> 0 ∃µ0 > 0:

∀µ ∈ (
0, µ0

]
выполняется условие: для любого решения x(t )

задачи (1) существует решение ξ(t ) задачи (2) такое, что
‖x(t )−ξ(t )‖ < ε ∀t ∈ T (t0, µ)

Для построения правой части аппроксимирующего диф-
ференциального включения будем использовать усредненную
опорную функцию [3]

M
{
c(F,ψ)

}
(x0) = lim

∆→∞
1

∆

t0+∆∫

t0

c
(
F (t , x0),ψ

)
d t . (3)

Задача аппроксимации сверху для дифференциальных
включений с полунепрерывной правой частью рассматрива-
лась в [4]. Принцип усреднения дифференциальных включе-
ний в моделировании экономических процессов применялся
в [5]. На пути ослабления условий, накладываемых на пра-
вые части аппроксимируемого дифференциального включе-
ния, возникают задачи с нелипшицевыми правыми частями [6].
В связи с этим рассматривается вопрос об применимости соот-
ветствующих теорем в задачах с экономическим содержанием.

В докладе приводятся примеры усреднения дифференци-
альных включений, демонстрирующие применение теорем из
[4], [6]. На основе примеров проводится сравнение теорем.
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ПОСТАНОВКА КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ПЕРЕНОСА ДЛЯ
СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД∗

В работе рассматривается новый подход, позволяющий ис-
следовать процесс распространения и оседания загрязняющих
веществ (ЗВ) с учётом неоднородности приземного слоя атмо-
сферы. При оценке концентрации на поверхности принима-
ются во внимание индивидуальные способности подстилаю-
щих поверхностей различного типа аккумулировать ЗВ. Ме-
тод позволяет быстро получать необходимые параметры для
моделирования природного или техногенного процесса про-
стым экспериментом.

Современная теория турбулентной диффузии показыва-
ет, что распространение загрязнений в виде концентраций
тех или иных веществ осуществляется за счет переноса их
сносящим потоком и диффузии, обусловленной турбулентны-
ми флуктуациями скорости сносящего потока. Молекуляр-
ным потоком, обусловленным тепловым движением молекул,
можно пренебречь. В процессе переноса ЗВ может претерпе-
вать изменения, вступая в физическое и химическое взаи-
модействие с частицами окружающей среды и другими при-
месями, которые изменяют механические, физические и хи-
мические свойства ЗВ. Свойства подстилающих поверхностей

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (гранты № 06-01-96805, 06-01-96803, 06-01-
00295).
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