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КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР 

(Комплексный случай) 
В. П. Маслов, Б. Ю. Стерши 

В статье предлагается метод получения «в большом» ква­
зиклассических приближений решений уравнений с комп­
лексной функцией Гамильтона. Интерес к этой проблемати­
ке неслучаен- Целый ряд задач математики и физики сво­
дится к исследованию асимптотических свойств решений 
уравнений с комплексным гамильтонианом (символом). 
К ним относятся задача о распространении волн в среде с 
поглощением (например, радиоволн в ионосфере), исследо­
вание устойчивости разностных схем и др-

Попробуем вкратце охарактеризовать суть проблемы, с 
которой мы будем иметь дело в настоящей статье. Как и в 
вещественном случае, основным моментом в построении 
асимптотики является конструкция некоторого оператора 
(который мы называем каноническим) на специально по­
добранном многообразии Лагранжа [2]. При этом, однако, 
в отличие от вещественной ситуации, объектом, с помощью 
которого строится канонический оператор, является пара: 
(Mfn. g)—многообразие Лагранжа Мп, 2п-векторная функ­
ция g, называемая комплексным ростком. Последнее назва­
ние продиктовано тем обстоятельством, что компоненты 
функции g будут входить как комплексный добавок к основ­
ному лагранжевому многообразию, и тем, что в действитель­
ности мы будем интересоваться лишь инфинитезималы-юй 
окрестностью множества Q 6 Мп нулей функции g. 

Достаточно популярное изложение теории канонического 
оператора на лагранжевом многообразии с комплексным ро­
стком, зависящего от набора иекоммутирующих операторов, 
содержится в книге (в печати1)) В. П. Маслова, Оператор­
ные методы, «Наука», 1973 т. 

•> Подготовлен к печати также цикл статей В. В. Кучеренко, Б. Ю. Стер-
нина, В. Е. Шаталова, обобщающих и углубляющих теорию канонического 
оператора на лагранжевом многообразии с комплексным ростком. 
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Имеет, однако, смысл отдельно рассмотреть важный спе­
цифический случай, когда росток является чисто мнимым, а 
множество Q—многообразием. Такая ситуация встречается 
во многих приложениях, например, для так называемых волн 
Рэлея- Особое рассмотрение такого случая нам представляет­
ся также полезно с методической ТОЧКИ зрения. 

Дело в ТОМ, ЧТО большая часть доказательств, приводимых 
для «чисто мнимого» ростка, переносится почти автоматически 
на общий комплексный случай, а, как показал опыт, воспри­
нимаются слушателями и читателями значительно легче, чем 
в ситуации комплексного ростка. 

Центральным моментом теории, обусловливающим при­
менение метода канонического оператора нахождением 
асимптотических разложений решений уравнений, является 
теорема о коммутации канонического оператора и операто­
ра Гамильтона (гл. III). Мы вводим понятие ассоциации 
канонического оператора и оператора Гамильтона и, в слу­
чае, когда операторы Гамильтона и канонический ассоцииро­
ваны, устанавливаем почти тривиальность оператора Га­
мильтона—Якоби и предъявляем инвариантный оператор пе­
реноса. 

Глава J 
К А Н О Н И Ч Е С К И Й О П Е Р А Т О Р 

§ 1. ЛАГРАНЖЕВЫ МНОГООБРАЗИЯ 
С МНИМЫМ РОСТКОМ 

1. Определения. Пусть Мп — лагранжево многообразие 
размерности п в гамильтоновом фазовом пространстве с коор­
динатами {q, p) = {ql,...,q'\ ри...,рп) и структурной формой 
dqf\dp. 

Рассмотрим отображение 
g-:M"{to}R"©R„, (1.1) 

обращающееся в нуль на некотором многообразии Qc.M". 
Компоненты отображения g мы обозначим (у, r\); yQR", 
'/]6R„; так что у = (у\...,уп), Kj.= ({cdot}-j1I...,{cdot}v.if). Пусть Is(g) — 
идеал функций /бС--(Жл), для которых в некоторой окрест­
ности множества Q справедливо неравенство 

1/К-У, 
и п 

где р»=2 У* + 2 ^ -
Введем на М" две T-формы: 

<01 = yd71, 
^ = T[dq—ydp. 
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О п р е д е л е н и е 1.1. Отображение (1.1) называется мни­
мым ростком на многообразии Мп, если в некоторой ок­
рестности множества 2: 

1) существует решение сравнения 
d/sa^mod/'-te)), (1.2) 

•обращающееся в нуль-на множестве S; 
2) существует решение сравнения 

fit.Fs(D2 (mod /2(g)), (1,3) 

обращающееся в нуль на 2 и положительное1) вне 2. 
ТОЧНЫЙ смысл условий 1) и 2) следующий: 
1) при некоторой функции <?£l2(g) существует решение 

уравнения 
df=(01 + cp-d-.-, 

обращающееся в нуль на множестве 2; 
2) при некоторых <?'2<cl2(g), Ъ&2(ё) существует решение 

уравнения 
dF— u>2 + ^dq + %dp, 

обращающееся в нуль «а множестве 2. Более того, все та­
кие решения положительны вне 2. 

2. Три леммы. 
Лемма 1.1. Пусть симметричный 2-те-нзор йщ аннули­

руется на некотором векторе XQ(TMn)a> «{in}---: 
d.-0-(X, X)=0. (1.4) 

Тогда на этом же векторе X 
dg(X) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (1.4) выполнено, но 
dg {X)=(dy1 (X),..., dy (X), аъ (X),..., dT.„ (X)) Фо. 

Для-определенности предположим, что dy1(X)=fcO. Пусть т — 
кривая, касающаяся вектора X в точке а, / — параметр на 
кривой. Тогда 

уЧО —С- + 0(/2) (С-7--0). 
Теперь уже нетрудно построить функцию F, удовлетво­

ряющую условию (1.3) и меняющую знак в любой окрестности. 
начала координат. 

Пусть [я] = {1,2,..., п}, Icz[n] произвольно, / = [ n ] \ / . 
Покроем достаточно- малую окрестность множества 2 канони-

-> Для комплексного ростка все неравенства для F заменяются на те 
же неравенства для Im 5. 
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ческим атласом [2] и обозначим через (U, -Опарту с коорди­
натами 

(x', p r ) = ( x v . . , A pik+1,---, Ptn), -r,=-{ii..... I*). 
l — {i-k+i,- • • > W -

Обозначим через g7 отображение 

Лемма 1.2. На множестве (U, /)Ц2 спектр оператора dg^ 
не содержит числа L 

(Заметим, что мы можем отождествить множество v в 
заданных локальных координатах с R". Тогда dgt можно рас­
сматривать как элемент End(R"), и поэтому можно говорить 
о его спектре). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ct£(U, 1)Ш. В силу опреде­
ления 1.1 квадратичная форма dco2(X,X) (Хв(ТМп)а) неотри­
цательно определена. Обозначим через Ек подпространство 
(7\М")а, на котором эта форма аннулируется, и через Еп'п его 
ортогональное дополнение в (ТМп)а- На En'k форма dco2 по­
ложительно определена. Пусть тс: (TM'l)a->En~'i — каноническая 
проекция. Рассмотрим сначала два частных случая. 

1) dgj имеет собственное значение I, соответствующий 
которому вектор X лежит в Ek. Тогда по лемме 1.1 

iX=dgI(X) = 0, так что X=-=0, 
что невозможно. 

2) Докажем, что dg; не имеет собственного значения I, 
отвечающего некоторому вектору X из En~k. 

Рассмотрим матрицу отображения dg, в координатах (q!, рг). 
Она равна 

С=- HS.pj) 
Докажем, что HessF является правым симметризатором 

для О. Для этого вычислим HessF. Из (1.3) 

^ Г ~ * * - * % + * % <ffl0d/2te))-
Отсюда в точке аб-2 имеем 

J! .^ .=^+^!_^L--_^L _£ 
dqKdqL dqL dqL dqL dqL ' aqK 
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daF &)к , дПТ dq' dq1 dPl 
dqKdpr •% T dP]- dqK dpr dqK • 

d*F __ дуК ду' dp, dr\T dqT 
dpT<dqL dqL dqL dp^ dq^ dp-' 

d*F __ дУТ< .9i/_^/_ , ^ V dqT 

dp-dp- dPj- dp-dp- dpTdpT<> 
этому Hess F = Q--R*G, где 

П —.————— /?—- d(Pr — i') 
д (<77. PT) ' д {q'> PT) 

•метим, что в силу лагранжевости многообразия dqf\dp = 0 
Мп, откуда следует симметричность матрицы R. 
Д а л е е докажем G:1:Q--=Q:,:G на S. Обозначив для простоты 

'. Рт) = {а-ъ- • •>a«)- и м е е м 

ду1 d"!\j drij- ду1 

(0*Ц)и — —-- - ; - - - - - - 1 

5i-- д(/7 V .1Э1-— 
(Q'bG)y ^да^ — Щ^Щ 

следовательно, 
[(G*Q) ; — ( Q * 0 ) y ] da , Ad*,=dy Ас1щ. 

Результат теперь с л е д у е т из требования 1) определения 
1 (заметим, что рассмотрение проводится при agQ). 

Теперь можно записать 
G*HessF = G*Q-G*jRQ, 

куда следует , что О* Hess E симметрично, то есть 
Hess EG = (G* Hess E)* = G* Hess F, 

требуемое доказано. 
Выберем теперь базис (Хи...,Хп) в касательном прост-

нстве (ТМ'% так , чтобы Хи...,Хк было базисом в E / e , а 
ft+1,.. . , X „ —базисом в Еп~к. Матрица О относительно тако-

базиса будет иметь вид 

G = 

Рио. 8 
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(мы использовали лемму 1.1). В силу свойств разложение 
HessE имеет вид 

Рис., 9 

а в силу симметрии матрицы HessE в некоторой системе ко­
ординат A1----(0), A2 = (0). Из этого следует, что ограничение 
матрицы HessE на Е'гк есть симметрмзатор ограничения G на 
Еп~к. Матрица HessE на Еп"к невырождена. Пусть F и Gx — 
ограничения Hess/7 и О на Еп~к соответственно, а Т — матри­
ца перехода от старого базиса к (x-... .,x,,). Тогда 

det(E +iG) = det(7'Er-1 + i7 ,Gr1)-=det (E+i'G)—det(E +iGj) . 
Матрица F + iFG- невырождена: так как F > 0 , FGj симмет­
рична, то существует преобразование, приводящее F-. к еди­
ничной матрице, a FG1--к вещественной диагональной; опре­
делитель полученной матрицы не обращается в нуль. Поэто­
му, воспользовавшись еще раз невырожденностью F, получаем 

det(E-HG)7--0. 
Утверждение 2) доказано. 

Заметим теперь, что ic0dgJ = dglov:. Предположим, что 
X— собственный вектор dgr отвечающий собственному зна­
чению I. Тогда dgjX = iX, и 

^dg,X= dgfiX) = fax, 
откуда кХ=0,ХЕЕк и X=0 в силу 1). Лемма 1.2 доказана. 

• Обозначим теперь через с:М'г->С"®С,1 отображение, зада­
ваемое формулой 

с (а) == (г (а), С (а)) = (^ (а) + 2у (а), р (а.) + щ (а)), 

a c/:M"{to}Cl-*l®C|{cdot}-| — формулой 

С/(а)=-Иа),С-(а)). (1.5) 

С л е д с т в и е . Отображение dc,:TM®Q->On®Qrn c мат-
R R 

рицей l + tdgj невырождено на 2. 
Лемма 1.3. Пусть / (x) (xeR") — функция с ограниченным 

вторым дифференциалом, неотрицательная на некоторой глад­
кой кривой у. Тогда на этой кривой выполнено неравенство 
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2 

<2max dP / • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, достаточно рассмотреть 
функции на R1. Имеем для любых х, y6R1 неравенство для 
квадратного трехчлена относительно (х — у): 

df, , , , - - , -/ ( y - ) + - ^ ( x - y ) + 4 - m a x ^ ( x - y ) 2 > 0 аа/ 
dx* 

Из ЭТОГО соотношения следует неотрицательность дискрими­
нанта. Лемма 1.3 доказана. 

Следствие . Пусть /(х) —гладкая функция на R1, при­
чем f (x0) = f'(x0) — Q. Тогда в некоторой окрестности х0 

|/'(х)|2 < const |/|. 
Доказательство. Функция |/ | имеет ограниченную вторую 

производную, и можно применить лемму 1.3. 
3. Квантованные лагранжевы многообразия с мнимым 

ростком. Введем теперь на многообразии Мп два характе­
ристических класса—-одномерных класса когомологий много­
образия Мп (ср. [1]): 

1) S — oacc, определенный формой pdq\ 
2) ind—класс, определяемый в каждой координатной ок­

рестности с координатами (а:, ...,ап) формой 
det и • din 
det и 

дг , . dt где a = y f i s - - i черта ооозначает комплексное сопряжение. 
(Заметим, что в каждой карте канонического атласа такая 
форма определена в силу следствия из леммы 1.2). 

Определение 1.2. Лагранжево многообразие М'1 с 
мнимым ростком g- называется квантованным, если его ха­
рактеристические классы тривиальны. 

§ 2. ДЕЙСТВИЕ 

1. Оператор Т.ц<1). Пусть (U, /) — некоторая карта канони­
ческого атласа на Мп, ag(U,/) — произвольная точка Q. 
С помощью отображения (1.5) в комплексифпкащш 
[7\М'!®С]с,-= [ТМп]а®С касательного пространства, помимо 
базиса 

можно выбрать базис 

J_ д_ 
dq> ' dpj 

_d d_ 
dz1 ' d£7 

(1.6) 

(1.7) 
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При этом переход от базиса (1.6) к базису (1.7) осуществля­
ется матрицей dcv которая невырожденна в силу следствия 
из леммы 1.2. Приведем явные формулы связи: 

d _ д .ду^_^ - дШ d 

dZj~ ~"дрТ ~ l dpi dzK dP'l d -V 
Введем теперь в карте (С/, I) оператор T{UtI), полагая для 
/(,-./>_) еС09 (£/,/): 

•Оператор Т.ип обладает следующими свойствами: 
1) 

a 7 7 ^ ' s ^ ( m o d / ( g ) ) ' (-•->) 

2) 
T{U,n(fg)=Tlt/il)f-Turnout (g)), (1.10) 

•3) оператор T{UiJ) mod / (^-обратим. 
Доказательство утверждении 1) — 3) дается прямым вы­

числением. 
2. Действие. В пространстве [Т*М]а®С задан базис 

•(dx\dp-.\. В карте (U,I) определим 1-форму собЛ1 (M) <8>С 
формулой 

"lu.n^'Tv.nW— TV,-) г'dp-. 
Действием S(UJ) назовем решение сравнения 

^V/)sV./)(mod/°fe))- (-•!-) 
принимающее в отмеченной точке а, карты (U, I) значение 

5(а7)= J pdq-pT{c,I)qT{a.I). (U2) 

.Здесь г[а0, а;] — некоторый путь из отмеченной точки а0 мно­
гообразия Мп в отмеченную точку а; карты (U, / ) . 

Предложение 1.1. Решение задачи (1.11), (1.12) су­
ществует, единственно по модулю функций из /2(,g), не 
зависит от выбора пути y[ao, a-] и отмеченной точки ах. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование решения (1.11) 
(1.12) следует из требований 1) и 2) определения 1.1 и лаг) 
ранжевости Мп. Единственность решения в указанном классе 
очевидна. Независимость от выбора а; следует из замкнуто­
сти по mod/(g) формы ю (£/,/), а независимость от f следует 
из квантованное™ многообразия Мп. 

Определим теперь действие как коцепь S канонического 
покрытия с коэффициентами в пучке ростков гладких комп-
лекснозначных функций, принимающую в карте (U, I) значе­
ние s{UiI). 

Предложение 1.2. Мнимая часть действия 5 неотри­
цательна и обращается в нуль лишь на Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Матрица второго дифференциала 
функции S{ul) (в базисе (-—-I лГГ" П 1^ess $ в точке а равна 

д (S/-z r) 
Hess5(c/,/)-= dfrtj.)' ( 1 Л З ) 

Докажем сначала, что1) d-lmS-=d2E-(дифференциалы симмет­
рические!). Имеем2) 

а (с-,--Г) a (c / , - - r ) f - , K.- r 
HessS = — ' d(zl,tT) 4Q'>PT) H<?7. РГ) J "' 

Далее, 
д fo, -zT) д (p-, - / ) . э(-п-, - / ) •--• _ • ; n 
— T — — - - " " m — ~ V + 1 ' ~ ^ T I — " т - " - -x+*--•• 3 w7. py) a(q>pr) sty>.°r) 

Поэтому 
HessS = (/? + iQ)(E+ tO):1== 

= (R + iQ)(E - Ю)(Е - iOY1 (E + Ю)"1 — 
----(R + iQKE-iGKE + G-r1. 

Следовательно, 
ImHess5 = (Q-/?G)(E + G2)-1. 

Элементы • матрицы HessF мы уже вычисляем в § .1. Видно 
что 

Hess E-Q-R*G==Q-~/?G 
(матрица Q симметрическая). 

1) Индексы (U, I) у функций S m n и G,v> -•, мы для краткости опускаем. 
kz1, I,) 

2) В силу леммы 1 ..1 ..• матрица—• — обратима. 
Щ > РГ) ' ' 
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Поэтому справедливо следующее представление для мат­
рицы lm Hess .S=Hess lm S: 

HessImS,yi,)==HessE(E + G2)~1. (1.14) 
Пусть теперь [ТЖ}а=-£*©£Л~* —разложение касательного 

пространства, описанное в лемме 1.2. Различаем два случая: 
1) uQ.En~k. Покажем, что 

(1m Hess Su, й)>0. 
Имеем (с учетом 1.14) 

(HessImSe. «) = (HessE(1 + G2)~1 ,̂ и)--= 
= (HessE'<y, v) + (Hess Fv, G2v) = 

= (HessFv, v),-?(G*HessFv, Ov) = 
= (HessFv, v) + (HessFGv, Gv)>0 

(здесь обозначено v = (l +G2)"*1«7-=0, поэтому первый член 
положителен в силу положительности Hess/7 на En~k\ второй 
член неотрицателен по той же причине). 

2) wgE*. Прямым подсчетом с использованием следствия 
1.1. леммы можно показать, что в некоторой окрестности 
точки agQ по переменным, соответствующим пространству E*, 
справедливо сравнение 

dImS=dF(modP
2). 

Отсюда следует, что существует окрестность точки a 
в которой функция 1т5 обращается в нуль одновременно с 
функцией F.\ Исходя из 1), 2), можно получить нужное 
утверждение и в общем случае. Предложение 1.2 доказано. 

Предположим1) теперь, что для функции F справедливо не­
равенство 

|VF|>cp 
с некоторой константой с > 0. Тогда из предложения 1.2 
извлекается 

С л е д с т в и е 1.2. 
Vim 5 = 0(р). 

Замечание 1Д. Очевидно, что для приложения разви­
ваемой теории полезно иметь явное решение уравнения (1.11). 

Введем некоторую новую коцепь —р,-действие— комп-
лекснозначную коцепь, для определения которой удобно 
ввести три матричные коцепи В, С и F, равные в карте 
(U, I) соответственно 

•> Как известно, из неравенства Гординга следует, что V " F > C | A F | . 
В. Кучеренко обратил наше внимание на то, что высказанное предположе­
ние можно ослабить, положив У F^cp. 
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в —-_-._ с -д^^т) ф Jy' 
D(u,i)— да ' u(u,i)— да. ' 0Л-) ^Л--

Теперь (--действие определяется как коцепь, равная в карте 
{U, I) функции 

Во введенных выше терминах справедливо следующее 
П р е д л о ж е н и е 1.3. Функция S ( f / / ) удовлетворяет срав­

нению (1.11). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим матрицу A — 

<=В ц^С^ц^у Эта матрица равна 

а» \ з« / э /2/, —-s_\ 

Поэтому 

Используя соотношения (1.7'), мы можем вычислить производ­
ные функции \?-,Uil) 

Поэтому 

+ '17< 

+ 7к' 

a s ( f / , / ) 

аРг 

+ 1(7)/< ар 

- « - - V | 

- У 1 ; 

d£ 
dzs 

ук-

dzs 

dys dts 
dz1 

dys 

дрт 

dys 

dys 

dz« 

--qr + y'-

к 
Г 

,дрт 

-f-

— i-

-y1 

dys 

3pr 

• + v 

* dpT 

-+"4/ 

дц-
У dq> 

dX]j ' 

ЭРГ 

dpr) 

dzs 

<-•% dzK . 
dpT dls • 

dq1 d.ts 

f dZs' 

дуЖ , ч* 4 + 

i+ .^( f ' - ) — 1 + . epr 

1 dPT % ,' + 
12* • ' 179 



, • , Э*« • d4s dz* dys dz* 

-= _ 2;/ + fy/ _— + ^ —— — - Т(£,,-,г/ . 

9.5 

Аналогично вычисляются производные ---^-т-- • Предложение 1.3 
доказано. 

§ 3. ЯКОБИАН И ИНДЕКС 
Пусть на многообразии Мп задана некоторая мера 

aQAn(Mn). Определим две коцепи канонического покрытия с 
коэффициентами в пучке ростков С°°-вещественных функций — 
модуль и аргумент якобиана. 

а) Модуль якобиана в карте (U, I) совпадает с модулем 
функции 

'V'-Vi-r (1Л5) 
За \ да 

да где --• плотность меры а в координатах а. 
б) Аргумент якобиана определяется индуктивно. Пусть в 

карте (if, I) выбрано значение ArgJ^j) аргумента якобиана 
и пусть а —некоторая точка в пересечении Uf]V. Тогда опре­
делим 

ArgJiU,n(a) — ArgJ(V,J)(a) = 2arg-4(a), (1-16) 

где ).й(a)-—собственные значения матрицы 
д (g-, —z') з ' , . . . л 

D=~ d(zJ, £-) И -Т«<&гёЫ*)<-2-
ЭТО соотношение выделяет одну из ветвей многозначной 

функции ArgJ(y,j) в карте (V, / ) , если такая ветвь уже бы­
ла выделена в карте (U, / ) . Очевидно, что всевозможные 
значения аргумента могут отличаться лишь на кратное 2я. 
Мы индуктивно определяем выбор ветви. Обоснуем теперь 
корректность определения. 

Предложение 1.4. Функции агеЫа) непрерывны в 
UOV. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 1.2 форма 
lm(Dv,v) отрицательно определена и поэтому lm^(a)<0. 
Поскольку %ъ.(а) терпит разрыв на верхней половине мни­
мой оси, то утверждение доказано. 
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Доказанное предложение позволяет индуктивным обра­
зом определять аргумент якобиана вдоль некоторого пути 
у на Мп. Именно, если у — путь c начальной точкой а0 и ко­
нечной точкой а, то определен 

Argvy((7,;) (а), 
где (С/, /)—-карта канонического покрытия, содержащая а. 

Докажем теперь, что на квантованном многообразии аргу­
мент не зависит от пути т (и, следовательно, определен как 
коцепь). Для этого достаточно показать, что Argv./(-/,/)(а0)=0 
для любого цикла т на M". Такое доказательство основано 
на предложении 1.5, которое мы лишь сформулируем. Дока­
зательство этого предложения носит чисто топологический 
характер и будет опубликовано в другом месте. 

Предложение 1.5. Для любого гладкого цикла 
76Hi(S,.z)' на Мп, проходящего через а0 

X Var Argfvy (t/, i) К) — < ind, [(т)] > , 

где ind—характеристический класс, введенный в пункте 3 
•§ 1, и VarArgv/(C/, 7) означает изменение аргумента J(u,i) вдоль 
(замкнутого) пути т. 

В силу предложений 1,4, \,Ь на квантованном многообразии 
корректно определена коцепь Arg./(u, /, (a). 

§ 4. КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР 

Пусть 
А:Е-УЕ (1.17) 

— положительный неограниченный самосопряженный оператор, 
•обладающий ограниченным обратным. В силу спектральной 
теоремы мы можем реализовать A как оператор \jh (hG [0, 1])> 
действующий в пространстве У2 [0, 1]. 

Определение 1.3. Элементарным каноническим опера­
тором, действующим в карте (U, У), мы назовем оператор вида 

•Ls 
%,/)T = ^ _ V - 4 (и'%У?,Т<..л.)<Р. (1.18) 

Заметим, что в каждой карте существует целый класс кано­
нических операторов К(и,п, зависящий от выбора представи­
теля в S(Uti). Можно показать, что канонические операторы, 
отвечающие различным представителям, отличаются на опера­
тор порядка1) О (А1/2). 

•> Заметим, что если в,карте (U, I) якобиан J{u,i)¥=0, то можно опреде­
лить канонический оператор и без перехода к преобразованию Фурье. 



Таким образом, семейство Кщ, -. можно рассматривать как 
оператор 

К(и, 1). С? ( U W 2 (R«, E)/tf i/2 (R«, E) 

(обозначения см. [2]). Дадим теперь определение каноничес­
кого оператора. 

О п р е д е л е н и е 1.4. Пусть {<?(у,/,}—• локально конечное 
разбиение единицы, подчиненное каноническому покрытию 
U, / ) . Определим оператор 

iC:C^(M«){to}L2(R",E) 

формулой 
K<?=ZK{Uil){e{UtI)v). 

В следующей главе будет показано, что К можно пони­
мать как оператор 

К:С™(М») -> L-(R", E)/HI/2(Rn, E), 

и что в этом понимании он не зависит от выбора каноничес­
кого атласа и разбиения единицы на М". , 

Глава II 

И Н В А Р И А Н Т Н О С Т Ь 
К А Н О Н И Ч Е С К О Г О О П Е Р А Т О Р А 

§ 1. ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ 

Т е о р е м а 2.1. Канонический оператор на квантованном 
лагранжевом многообразии M" с мнимым ростком есть 
отображение 

K:C%{M")-+L№,E)IHV№,E), 
и при этом он не зависит от выбора канонического атласа и 
разбиения единицы. 

Доказательство этой теоремы следует из двух предло­
жений. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть носители U, V карт {U, У"), 
(V, J) имеют непустое пересечение (U[)V). Тогда для любой 
функции <p6Go°(UnV) справедливо сравнение 
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Предложение 2.2. Пусть на многообразии Мп выбрано 
оторое покрытие U-={UJ, в каждом элементе которого 
еделен линейный оператор 

KU-.C-{U)^H 
— линейное пространство), причем для /6G3°(U£nUj) 

Kif=
I<ujf- (2.1) 

да существует единственный линейный оператор 

<ение которого на пространство C™(Ut) совпадает с Кц . 

§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 2.1 

л нужно сравнить две функции 

-V . /)<Р-=^7-^-е J(J!i)T(u, /)Ь 

K(V,J)9=PpT^qJe J<y,J)TW,J)4 

. cpgCg t̂/fiV). Отметим, что по mod h2 мы можем заменить 
г,/)<Р и T(VtJ)<f на т-
Введем следующие подмножества множества [я]: 

Л = / П У , / 2 - / 4 / 1 , / 3 = - / \ / i , /4-=М\(/1П/2п4) 
(H-/lUj2Uj3U/4)-

Поскольку 7fi7 = /4, то достаточно сравнить выражения 

и 
F P / V - e f t ( K ' % ! ^ T ( / . P 7 ) . 

эейдя в последних двух выражениях к обратному преобра-
анию Фурье q''-^-р^ получим, что задача сводится к 
внению двух выражений 
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Рассмотрим выражение /?1. В более подробной записи ОНО 
есть 

(-.)"-"г(4),,",+1"",2й><"/""""")+ 
L 

+ 5( £ / , / / i ! / )>< cP^A ' ^> - V Pi)dPil
d(lh-

Метод стационарной фазы дает следующую асимптотическую 
формулу: 

где С (x) — решение уравнения с1Ф(х, р) =0. 
В формуле (2.2) использованы обозначения 

/<"> (С) = (A<'V) (Q - / (С<Х)) + Kf $ (С») -

1 Г ( 2 ) г ( 2 ) Э а / 
~ 2 ̂  ^Й fy-'' 

где C = C(I) + iX(2), причем С(1>, С(2) — вещественные, функции,. 
и разложение выписывается до порядка п включительно' 
Нам потребуются, как это видно из (2.2), лишь А{1) и A(2). 

Для интеграла (2.2) стационарную точку следует искать 
из уравнения 

def 

Имеем (в силу (1.9) и (1.10)) dS(UJ)=T(VAf*Tdql — 

—- г \U ,D Z ' dp— Уравнения для стационарной точки принимают 
вид 

q'*-TJ*(q!tpT) = Q, 

-ph + nh(g', Pj)-0. 
Эта система уравнений разрешима, если ее определитель от­
личен от нуля. Проверим: 

д (Тг1', ТЪ) д( г1*, I, ) 
det У . bJ:-/ .----det \ ' "*{ . (2.3) 
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Как было доказано в лемме 1.2, определители 

ОТЛИЧНЫ от нуля. Поэтому определитель (2.3), равный их 
отношению, также отличен от нуля. Разрешимость системы 
вблизи Q доказана, при этом можно показать, что координа­
ты стационарной точки суть 

4h-T{VJ/'{qJ, Pj), Р / — Г ^ ^ (У , Pj). (2.5) 

Перейдем теперь к вопросу о совпадении действий и якобиа­
нов у /?2 и получившихся в результате применения метода 
стационарной фазы к выражению /?-. 

1. Действие. Вычислим 

-̂ -̂ v-i+ -̂л--------
• dS(V,J) дР/, • dS(U,l) dq1' _ 

dPl, dcli, dq1' dq1' 

и, учитывая -V,/)C-, = p13, TV,/)»7» =-?-•-, T{l/,ifa = pIt, 
имеем 

—u-=T(V,J)4a = - и 
Аналогично 

dq1' - . - • • ' • ' • • а<? 

аф(2) „ _, -,-J
(v,/) - = - — Г ( ^ ) 2 ^ = 

dp,, -•"••"' ~ дРи • 

Совпадение производных по остальным независимым перемен­
ным проверяется тривиально. Нужно теперь доказать совпа­
дение S(U,D и Ф(2) в некоторой точке на 2 . Рассмотрим точку 

ay6snUni/ 
а/ 

S(v,j) («х) = J P[n]dqW - Рт (aj) f (а,), 

«/ 

Рассматривая разность 5(у../) —Ф2 и учитывая соотношение 
« / и / з = / и / 2 , получаем совпадение 5(1/,./) и Ф<2) в точке а . 
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Совпадение этих выражений следует теперь из предложения 
1.1 (в смысле данной там формулировки). 

2. Якобиан. Нужно доказать формулу 
(—l)-W/{C/,/)detHess(-#(0)) — V, / ) (2.6) 

и проверить правильность определения аргумента в левой и 
правой частях этого равенства. Имеем 

/(и,/)-det- det - , 

/ ( W ) , - « t - - — — d e t - , 

' Hess(-O (0 ))-Hess(—S (a,/))^^"j / a; 'a-(mod/(g)). 

Формула (2.6) проверяется теперь элементарно, совпадение 
правой и левой части есть прямое следствие определения 
аргумента. 

Дальнейшие доказательства в точности повторяют рас­
суждения, приведенные после определения 1.3. 

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 2.2 

Доказательство предложения 2.2 мы разобьем на ряд 
лемм. 

Лемма 2.1. Для любой функции /6С§° (М) и для любого 
покрытия {UJ многообразия М существуют такие функции 
ft, i = l , . . . , r , что выполнены следующие два условия: 

l )Supp/ ,cU i , . • • 

2) /-2/,. 
Доказательство леммы 2.1 следует из существования 

разбиения единицы на гладком многообразии. 
Определение. Пусть A-Go^M). Тогда 

' ' > / = 2'/0-/„ (2-7) 
где /;-функции, определенные в лемме 2Л. 

Лемма 2.2. Определение (2.7) корректно, то есть ие 
зависит от выбора функций {/.}. 

Доказательство леммы 2.2. Покажем, что если Supp ffiUt> 

i—\,...,r, и 2 / j = 0, то справедливо равенство 
t-i 

2AV<==°-
lee 



Доказательство последнего утверждения проведем индук­
цией по числу г. При г--= 1 нужное утверждение, очевидно, 
следует из линейности оператора К- Пусть оно справедливо 
для r = k — l. Рассмотрим функцию/1, Supp/jCU,, множество 
- Л \ U Ui = V. Поскольку 

т к 

2Л—/1+2Л-0, 
1=1 ' i_2 

М—О. 
Следовательно, - . .• 

S u p p / i C U / i , 

где 1/г = U-flt/^. Тогда по лемме 2.1 существуют такие функ­
ции g„ что 

к '• • " . 

/ i = 2g7. Suppftc^. 
.•=2 

Поэтому . ' ' . . ' • ' ' 
Kuf\ — (т. к. оператор AT линеен), 

/• 

Sj^i-g"/—(п0 условию), (2.'8) 

Л ' , : . ' • • • " ' • 

Следовательно, " . " . . . • 

2 j^ t / / / / - (по определению), 
1т1, 

к • : . . 

^ / i + U V ^ f 8 СИЛУ l 8 ) ' 
к к 

2 KuMi +' 2 j^tf-// = О3 СИЛУ линейности' К), •••• 
/ - 2 ; - 2 . . . • ) ; . . - . ;• 
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1 f. 

2 ^ ( f t + //)---(ft + / i = A*). 
/-2 l 

k 

2-W<-
1-2 

Заметим теперь, что из построения функций gt и свойств 

функций /1 следует, что ^ Л — О . По предположению нндук-
/=-2 

ции отсюда следует, что 

к 

{.=2 

Нужное утверждение доказано. 
Для доказательства корректности мы предположим теперь-

что функция / представлена двумя разными способами 
г I /=2//-2&. 

i-i /-1 
Тогда 

к I 

2 Л - 2 Й - О 
1 - Х Л - 1 

и линейность оператора вместе с доказанным выше утверж­
дением показывает, что 
Корректность определения установлена. 

Лемма 2.3. Существует не более одного оператора, 
удовлетворяющего условию (2.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.3. В самом деле, пусть К' —-
другой такой оператор и пусть /6Go°(M). Тогда по лемме 
2.1 существует набор функций {/,}; /=--~>]/-, Supp/,cU. 

*/-2-Vi-2-V«. 

Поскольку 
Kut=Kut, 

то и 
Kf~K'f. 

Лемма 2.З, а вместе с ней и предложение 2.2 доказаны 
ПОЛНОСТЬЮ. 
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Глава III 
КОММУТАЦИЯ 

КАНОНИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 
И ОПЕРАТОРА ГАМИЛЬТОНА 

§ 1. АССОЦИАЦИЯ КАНОНИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 
И ОПЕРАТОРА ГАМИЛЬТОНА. 

ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 

1. Определение 3.1. Будем говорить, что канониче­
ский оператор К ассоциирован с оператором Гамильтона 
L — H (х, р) + Ш (х, р), если: 

1) многообразие Мп и мера а инвариантны относительно 
гамильтонова векторного поля 

l /(H) = j - / P ^ r - H ^ = -.F' 
2) мнимый росток g удовлетворяет системе уравнений1) 

£ •== Hqpy + Hppt]+Нр, 

dF L(x°, р°) = 0 для некоторой точки (x°, p°)QQ, — =0(р2), 
3) функция о и Н связаны неравенством 

|Hess Н\ < ср, 
где с—некоторая постоянная. Сформулируем теперь нашу основ­
ную теорему. 

Теорема 3.1. Пусть канонический оператор К ассоции­
рован с оператором Гамильтона 2. Тогда существует такой 
представитель Д" в классе смежности (состоящем из операто­
ров, отличающихся друг от друга на оператор порядка 0(h1/2)), 
что справедливо сравнение ( 

П<= - IhR \V{H)- l/2Lw](mod h3'2). 
В дальнейшем мы все время будем предполагать, что ка­

нонический оператор К а ссоциирован с оператором 2. 
2. Операторы ( | , | ] . Пусть А": С°°(R"©RJ{to} C=° (С"®СЯ) 

— семейство операторов почти аналитического продолжения, 
так что Anf (q, p) = f(q,p)+iy$z+i4l£ + • • • (разложение 

•> Для комплексного ростка надо заменить в этой системе Н{х, р) на 
L (х, р), а условие 3) опустить 
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ведется до порядка л включительно). Тогда, если Р(Mnie):Ca>m 
(СИ©СП) {to} С°° {Мп) — сужение функции /6С"6С„ на лагран-
жево многообразие с мнимым ростком, то определены 

операторы ^=>Р{Мп,я)'Ап'щ, ц~Р(м«,я°Аа%- ПРИ э т о м о п е " 
раторы —,»—-• введенные в гл. .1 и выше, связаны соотноше-

йг "£j 
ниями 

d п , йг д , dt, д 
-тоР(£,,г)оА--7 s + ^gg. 

d n л dz д , dt д 
^ ( W l ' ^ H - f e T - j r - - , 

доказательство которых без труда устанавливается на основе 
теоремы о дифференцировании сложной функции. 

3. Две леммы. Обозначим 

z*=u(.q + ly) = 'q+iy, 

Z=AlH(x,p) + iH(x, р). 
Лемма 3.1. A(2)L(x, р)^0 (modp2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливы соотношения 
1) H(q,p) = 0, , 
2) Hqy + Hpri + H=0 (mod/-(£)), 
3) Нду + Нр-ц^О (mod/~(g)). 

Первое из этих условий проверяется исходя из условия 1) 
пункта 1,два других —исходя из условий 2), 3). Из этих трех 
соотношений очевидно, что лемма справедлива. 

Заметим, что доказано, по существу, соотношение 
A(2)L(x,p) = 0 (mod / - (я))-

Лемма 3.2. Справедливы соотношения (система Гамиль­
тона для комплексных векторных полей) 

* - | » С -£<mod/Ce)). 
Доказательство очевидно. 

§ 2. НЕКОТОРЫЕ ПОДГОТОВИТЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
Из леммы о действии оператора Гамильтона на быстро­

действующую экспоненту^ имеем 

') Оригинальное доказательство следующей ниже формулы было дано 
недавно В. В. Кучеренко (в печати). 
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-U. p. p_*I? 

I I I 

-F
P^«rL\q',¥, h, p,)e'*sw'-T\<,q<, - r ) = 

•V«^ i s (''"T){ i , ! ,('' 
dS dS . , 

-> - J > />r + 

+ *Л ai \(0) a 

дрт dq-

dL \(0) a 1 / 9-S / a2i \(0) 
ag' i -V \3P- I W 2 1 « V * l a,7 a<?« 

g»s / aaz, yo) _ 2 a-s / э-£ \ cr, 

+ 

+ (_5__у0)'цср(тоал3/2). 

Таким образом, получаем 

где 
/ -(£/ ,«-=P0+-A-°b 

P = Г - - /С-)/'/7' _ _ _ • -—- И-Л Г-1) 

-o — V > / r f<7> ap_, dqnPty vj.iy 

_ i _ / 9'S / d2L \(Q) Э-5 / Э-Z, \(Q) 

2 ( ^ Р Г ^ ~ ^ ^ " a ^ j V 9 / c W x ) 

(3.1) 

— 2 e-s _ i _ \ ( 0 ) 
+ 

d*L \ (0) 

a.7 ;ap-
JTu4i)T^t)' (3.2) dpr.dqK [dq'dpK) j \U4vPl 

П р е д л о ж е н и е З.1. Пусть канонический оператор К 
ассоциирован с оператором Гамильтона 1. Тогда для любой 
функции -p6Cg-(U, I) существует такой оператор К(и,п> что 

^ ( ^ — - ^ ( m o d h 1 / 2 ) , 
2) ZK ( u, / ) ? s_ i /^( ,7 , / ) [ l / (^ -1 /2IJcp (modA^) . 
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§ 3. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ 

О п р е д е л е н и е 3.2. Оператором Гамильтона—-Якоби на­
зывается оператор (3.1). 

Лемма 3.3, Оператор Гамильтона — Якоби сравним с ну­
лем по mod I2(g), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим 

= T~[}il)LW(T(u,i)Z', Tlu,i)Z/, Т(С/,/)С/, Тщ,1){.т)Т(ц,1) = 
^W(z, C) = 0 (mod/-(^)). 

Здесь использовано определение S^j), свойство 3) оператора 
F(u,i) и тот факт, что 

Tw^z^g1, -n
(y,/)C7-"p7. 

Лемма доказана. 
§ 4. ОПЕРАТОР ПЕРЕНОСА 

О п р е д е л е н и е 3.3. Оператор (3.2) называется операто­
ром переноса. 

Л е м м а 3.4. Существует такой оператор Q, сравнимый с 
нулем по modi(g), что 

-K{u,n(v(H)-jLpx)(modfi^). 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Рассмотрим сначала выражение 

in -I (MLT — i-^т _ 1 /-V2_ 
^ ( м ц г ' р . . ) ^ dp/ w.n^y ~ 

,1/2 „-г \dl „ d dL rp d } , _ i / 2 

ri/2 [7 A j JL) r-v2— 

= -dT + ¥l ln/(^/)(mod/fe))-
Выберем специальную меру а таким образом, чтобы 

JW,l)~~ d(t, а) ' 

и применим лемму Соболева. Имеем 

|(W(„,o)=divHl>=*{f, -£}-.v{f, _ f | 
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(на последнем шаге использовано соотношение L(2) — L. 
= 0(mo6.Ii(g)), вытекающее из леммы ЗЛ. Далее 

К а С / dz' ) \ ^ д1]>дг1 dz1 ^ 

, d*L& ^ к 32L<2> r3-L<2> d ^ a-L<2) --С-

Преобразуем оставшуюся часть 
d ' V . l ) Э^(2>_ &S{Utn 3-L<2> 
dPTdpKdqTdqK dq'dqK др,дрк 

d*s(u,D a=L<2' 

A/2 T - l ' j 1 

2 
b^dqfdpx dq1 dp-\ 

1 /" aaL<2) d2;< , 32L(2> dlK 
2 I a2/ a2K d£,j dZjdix dz' 

dzrdz*dzKJ dtTdz'у 

Складывая последние два выражения, получим требуемое 
утверждение. Отметим, что, поскольку все рассуждения под. 
знаком канонического оператора проводились по modi (g),. 
то остаток оценивается с помощью следствия 1.2 

Г in S \ I \mS\ 

0[pe A )=u[^\mSe h ) = 0(hl"). 
Нетрудно найти оператор Q порядка р, который «уничтожит» 
остаточные члены оператора Г а м и л ь т о н а - Я к о б и и оператора 
переноса, если воспользоваться условием 3). 
Предложение 3 .1 доказано. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.1 д л я е д и н и ч н о й 
п л о т н о с т и м е р ы. 

Покажем, что для любой функции <р справедливо сравнение 

LK = - ihK [V (Я) — — Lxp) (mod /г3/2). 

В самом деле, пусть <oQC™(Mn): Тогда 

L/^cp = (определение) 

/:2/С(с/,/)с(у,1)ср = (предложение) 
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• тК(и,1) [V(H)-~ Irp}e(t/,i)?-(очевидно) 

• ifiZK, (U,I) Lxp) 8(11,1)4— 

-Ui2K(V,i)V{H) e(i/,/)«p — (формула Лейбница), 

— ik-l—2"L.vp' >}—ih2K(Ul. 
de 

dt * 
dtp. - thZKiu.new.n --jr = (очевидно), 

~ihK{U,i) V(H)—±LXi xp —- ihZKiuj) 
de .(£/,/) 

d* <P-

de (£/./) Нетрудно видеть, что функция — - j — - сосредоточена лишь 
на пересечениях карт. Рассмотрим, например, пересечение 
карт (U, /) и (V, J). Имеем 

К, (£/./) -^>+^ ( ^ ) ^> 
d(! d* 

ср = (КОцИКЛИчНОСТЬ •/?), 
ft>/2 

#... „ ide(u.n 
• (U.I) + ^ 1 \ ^ 0 . dt ' d* 

Пусть теперь авАп(Мп)—произвольная положительная 
инвариантная мера. Тогда ее производная Ли вдоль векторного 
поля V (Н) равна нулю: 

^V(H)a=0. 
Поэтому, если (t, а. , . . . , а„)—локальные координаты, то 

о = [л (a) dt /\dax Д , . . /\dan, I- > 0. 
Из свойств якобиана следует, что 

•/(c/,i),n-={cdot}/(y,/),i(̂ (a))~1, 
где через J^.D.V. и J(u,n,\ мы обозначили якобианы, отвечаю­
щие плотности р и единичной ПЛОТНОСТИ .соответственно. 
Аналогичные обозначения мы применим и к каноническому 
•оператору. 

Получим теперь теорему коммутации. Имеем 

•itikx 

1ЛГц(р=(определение Кц) 
LKi[p (a)]ер-- = (теорема 3.1 для KilV) 

J jx (a) cp = (поскольку (A (a) не зависит от t) 

--ШС.ИсО]-'^ ' 

r__JL / 
dt 2 - - P 

_d_ 
d* I ^ p 

- гЛД'ц 

Теорема 3.1 доказана полностью. 

Г d. 1 r 
dt "T *P 

<P=(определение К0) 
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о минимальных гиперповерхностях, а именно для пространств такой размер­
ности максимальные гиперповерхности являются гиперплоскостями. Дается 
описание применяемых методов исследования. 

УДК 517.613.88:530.145.6 
B. С. Владимиров, Преобразование Лапласа обобщенных функций медлен­

ного роста. «Современные проблемы математики», 1972, 1, 61—84 
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ным математическим аппаратом некоторых направлений современной кванто­
вой теории поля. Попутно изучаются свойства некоторых специальных алгебр 
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