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Введение 

Активно развивающаяся в настоящее время теория особен­
ностей дифференцируемых отображений находит большинство 
своих приложений в задачах механики, математической физи­
ки, оптимальном управлении, связанных с особенностями кау­
стик или фронтов. 

Каустика — это множество критических значений проекции 
на конфигурационное пространство системы лучей (лагранжева 
подмногообразия) фазового пространства гамильтоновой дина­
мической системы. Фронт в момент времени t образуется со­
вокупностью точек начального подмногообразия конфигураци­
онного пространства, переместившихся за время t вдоль системы 
лучей. Фронт является проекцией лежандрова подмногооб­
разия контактного расслоения на базу этого расслоения. Осо­
бенности движущегося фронта заметают каустику соответству­
ющей системы лучей. 

Подробное введение в симплектическую и контактную гео­
метрии, теорию лагранжевых и лежандровых расслоений, лаг-
ранжевых и лежандровых отображений проекций на базу рас­
слоения МОЖНО найти в монографиях В. И. Арнольда [2],. 
В. И, Арнольда, А. Н. Варченко, С. М. Гусейн-Заде [12], в лек­
циях Вейнстейна [66], в работах [64, 41!]. 

Здесь мы изложим имеющиеся результаты в задачах описа­
ния особенностей перестроек распространяющегося фронта, 
зависящего от одного параметра — времени, особенностей пере­
строек каустик в однопараметрических семействах и связанной 
с ними теории эквивалентностей семейств функций и отображе­
ний, зависящих от параметров, относительно различных групп 
преобразований. 

В отдельные моменты времени движущийся фронт или кау­
стика имеют особенности не типичные для фронтов или каустик 
общего положения в пространствах такой же размерности. Од-
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нако для описания этих особенностей удобно пользоваться нор­
мальными формами особенностей фронтов и каустик общего 
положения в пространствах на единицу большей размерности 
(пространстве—времени). Классификация таких нормальных 
форм, полученная в работах [1, 21] для пространств не более 
10 измерений, опирается на классификацию В. И. Арнольда 
|[9, 10] критических точек гладких функций. Остановимся более 
подробно на важной для дальнейшего изложения связи лаг-
ранжевых и лежандровых проекций с семействами функций, 
зависящих от параметров. 

В подходящей локальной канонической системе координат 
лагранжево подмногообразие симплектического пространства 
является графиком градиента некоторой функции, а лежандро-
во подмногообразие контактного пространства является графи­
ком 1-струйного расширения некоторой функции. Однако учи­
тывая расположение лагранжевых или лежандровых подмно­
гообразий по отношению к слоям соответствующего расслоения, 
приходится к части аргументов этих функций относиться как к 
параметрам. 

Нам потребуется следующая локальная конструкция, при­
надлежащая Л. Хермандеру [48, 40]. Лагранжево расслоение 
можно локально отождествить с кокасательным расслоением 
-T*R" к пространству R". Пусть F (q, и)-—семейство функций 
переменных «6Rft c параметрами qGR'1 из базы лагранжева рас­
слоения. В пространстве С0(и) ростков в нуле гладких функций 
от и рассмотрим подмножество функций, имеющих в нуле осо­
бую точку. Если отображение *г, сопоставляющее точке (q0, 
и0) росток в нуле функции F (q0, u-\-u0), трансверсально 
этому подмножеству, то в пространстве (q, и) возникает глад­
кое n-мерное подмногообразие У, заданное уравнениями ^-—0-
Отображение р многообразия Y в лагранжево расслоение, за­
данное формулами (q, u)^(q, —Л, переводит Y в гладкое лаг­
ранжево подмногообразие L. Лагранжево отображение, состоя­
щее в проектировании L на базу R", совпадает с композицией 
р-1 и проекции n:(q, u)^q. Семейство F (q, и) называется про­
изводящим для L. В пространстве ростков С0(и) действует 
группа замен координат и, оставляющих ноль на месте (^-эк­
вивалентности). Пару, состоящую из семейства ^-эквивалент-
ностей, гладко зависящего от параметров q, и замены пара­
метров q, действующую на семейства F (q, и) называют ^-экви­
валентностью семейств. Все производящие семейства, отвечаю­
щие одному ростку гладкого лагранжева подмногообразия, по­
лучаются друг из друга -R-эквивалентностями, добавлениями 
произвольных функций параметров и, возможно, добавлением 
невырожденной квадратичной формы дополнительных перемен­
ных и. 
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Лежандрово расслоение локально представим как проекта-
визацшо PT*U.'1 кокасательного расслоения r*R" с координата­
ми q в базе расслоения и б —сопряженными однородными коор­
динатами в слое. В пространстве С0(и) рассмотрим квадрат 
максимального идеала Ш2(и). Если отображение *F:R,n+k-+CQ(tt), 
построенное по семейству F ^ , и), трансверсалы-ю W(u), то в 
R"+ft уравнение F— 0 задает гладкую гиперповерхность Х0, и 
критические точки проекции Х0 на пространство q вдоль и. 
образуют гладкое подмногообразие Хи заданное уравнениями 
F = 0, з -̂ = 0. Отображение т многообразия Х1 в PT*Rn, задан-

д F 
ноеформулой x:(q,u,)>-*-(q, 6), {cdot}3==—-, переводит Хх в лежандрово 
подмногообразие M. Фронт М, ЯВЛЯЮЩИЙСЯ образом M при 
проекции p:P7'*R'-{to}R'-, совпадает с множеством критических 
значений сужения проекции n\{q, u)*-*q на XQ, т. е. совпадает 
с образом Хх при проекции л. Сужение я\ха будем обозначать 
через /. В пространстве С0(и) действует группа V-эквивалент-
иостей, состоящих из замен координат и, оставляющих ноль на 
месте, и умножений на не равные нулю ростки функций. Пара, 
состоящая из гладко зависящего от q семейства ^-эквивалент-
ностей и замены параметров q, действующая на семейства 
F(q, а), называется V-эквивалентностыо семейств. Все произ­
водящие семейства одного ростка лежандрова многообразия 
получаются друг из друга V-эквивалентностями семейств и, 
ВОЗМОЖНО, добавлением невырожденной квадратичной формы 
дополнительных переменных и. 

В первом параграфе мы рассматриваем алгебру 'векторных 
полей, касающихся фронта лежандрова многообразия. Для 
фронтов, с некоторым дополнительным условием невырожден­
ности, всякое векторное поле, касающееся фронта, порождает 
инфикитезимальную V-эквивалентность соответствующего про­
изводящего семейства с самим собой. Этот факт позволяет най­
ти образующие алгебры вещественно-аналитических полей, 
касающихся фронта устойчивой квазиоднородной лежандровой 
локальной особенности. Рассматривается действие этих полей 
на невырожденные функции, заданные на пространстве, со­
держащем фронт. Доказывается теорема о выпрямлении век­
торного поля диффеоморфизмом, сохраняющим фронт устой­
чивого квазиоднородного ростка лежандрова . многообразия. 
Обсуждается связь алгебры полей, касающихся фронта, с ин­
вариантами групп, порожденными отражениями. 

Во втором параграфе задачу о перестройках фронтов мы 
сводим к задаче о нормальных формах невырожденной функ­
ции относительно группы диффеоморфизмов, сохраняющих 
фронт в расширенном конфигурационном пространстве. При­
водится список перестроек общего положения при размерности 
фронта, не большей 4. 
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В третьем параграфе приведен список нормальных форм од-
нопараметрических перестроек каустик, не более чем трехмер­
ных. С помощью алгебры инвариантов группы, порожденной 
отражениями, типа Д., мы находим образующие модуля век­
торных полей, касающихся каустики Dh, вложенной во фронт 
D... Эти поля позволяют получить нормальную форму, содер­
жащую конечное число модулей, типичной перестройки каустик 
типа Dk. Нормальная форма перестройки каустики Е6 содержит 
функциональный модуль. 

В четвертом параграфе дается краткий обзор различных 
обобщений теоремы о том, что из инфинитезимальной вер-
сальности следует версальность. 

§ 1. Векторные поля, касающиеся фронта 

В этом параграфе дается описание алгебры векторных по­
лей, заданных на базе лежандрова расслоения и касающихся 
фронта лежандрова отображения. С помощью таких полей по­
лучают нормальные формы различных геометрических объек­
тов, заданных на этой базе, относительно группы диффеомор­
физмов, сохраняющих фронт. Гладкое векторное поле, задан­
ное в окрестности фронта, мы считаем касающимся фронта, 
если оно задает дифференцирование алгебры функций на этом 
фронте. 

1.1 Ростки лежандровых многообразий общего типа. Росток 
(_, m) лежандрова многообразия L, вложенного в PT*Rn, на­
зовем ростком общего типа, если в некоторой окрестности точ­
ки т плотны в L регулярные точки лежандрова отображения 
p\L и это отображение в этой окрестности собственное. 

У т в е р ж д е н и е . Росток (p(L), p{m)) фронта лежандрова 
ростка общего типа однозначно определяет росток лежандрова 
многообразия, фронтом которого он является. 

Для доказательства вблизи т рассмотрим точку mi, в кото­
рой проекция p\i, регулярна. Росток фронта в точке р{.т{) 
содержит росток гладкой гиперповерхности. Рассмотрим некото­
рую окрестность ViczL ТОЧКИ mi и полный прообраз ее лежаид-
ровой проекции W-=p~1(p(t/i)). Поскольку лежандрово отобра­
жение собственное, то W можно считать относительно компакт­
ным множеством. По теореме Сарда в W найдутся точки т2, 
прообраз проекции p | L которых состоит из конечного числа ре­
гулярных точек. Фронт p\L В малой окрестности т2 является 
объединением конечного числа гладких гиперповерхностей. Ле­
жандрово многообразие, регулярно проектирующееся на базу, 
однозначно определяется регулярными функциями /, обращаю­
щимися в ноль на фронте. Действительно, в системе координат 
(-7,6) такое лежандрово многообразие задается уравнениями 
f(q)=0, i6---gradf(<7). Следовательно, всякое лежандрово мно-
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гообразие М, имеющее в окрестности точки т2 фронт, совпа­
дающий с фронтом p{L), само совпадает c i в некоторой ок- i> 
рестности тг. Поскольку точки m2 плотны в окрестности т, то 
всякое гладкое многообразие М, имеющее в окрестности т ( 
фронт p(L), совпадает с L. Утверждение доказано. }* 

Примером лежандрова ростка общего типа служит ле- \, 
жандров росток (L, т ) , заданный V-устойчивым производящим . 
семейством (E(-7,u),0). Действительно, ввиду устойчивости ' 
-F(<7,«), отображение *F: R"+"{to}C0(«), *F : (qQ, u0)^{F(q0, $ 
ы+ио), 0) трансверсально орбитам действия группы V-эквива- i 
лентностей ростков из С0(и). Точкам лежандрова многообразия f* 
L соответствуют точки (<~о>ио)> в которых *F(q0,Uo) принадле- \< 
ж и т Ш2(и) (имеет нулевую 1-струю), а точки L , в которых л е - » 
жандрово отображение р |ь невырождено, соответствуют точ- f 
к а м {qo,Uo), в которых *F(q0, и0) Ш2(и) и *F(q0,u0) имеет не- 1 
вырожденную 2-струю. Подмножество ростков, имеющих вы- ) 
рожденную 2-струю, V-инвариантно и имеет коразмерность 1 в v 
JW2(u). Поэтому и на лежандровом многообразии L точки, в ко- ? 
торЫ'Х проекция р\ь не регулярна, имеют в L коразмерность I. \ 
Дополнение к множеству этих точек плотно в некоторой окрест- [ 
ности нуля. Функция F(0, ы) имеет в нуле изолированную кри- i 
тическую точку. При q0-+Q критические точки F(q0,u), лежа- • 
щне в некоторой окрестности нуля, стремятся к нулю. Таким •, 
образом, в некоторой окрестности т отображение р | ь собст- : 

венное. ? 
Пусть g : N-WW — гладкое отображение гладких многообра- t 

зий N и М. Пару диффеоморфизмов Т: N-+N и V : М-*-М на- \ 
зовем g-согласованной (при этом Т назовем ^-поднимаемым, а ' 
Т — ^-опускаемым), если g°T—T'°g. ) 

Т е о р е м а . Псевдогруппа ростков диффеоморфизмов, остав- } 
ляющих инвариантным фронт p{L) ростка (L, m) общего ти- ! 
па, заданного производящим семейством F(q,u), совпадает с I 
псевдогруппой ростков, поднимаемых при отображении / : Xo—>- t 
{to}Rn, / : (q, и) •-> (q) диффеоморфизмов Rn. [ 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы вытекает из того, что всякий f 

диффеоморфизм 9 : Rn{to}R" базы единственным образом продол- f-
жается до лежандровой эквивалентности Г0 : PT*Rn-+PT*Rn, 
сохраняющей слои расслоения. Диффеоморфизм 9, переводя­
щий в себя росток фронта p(L) общего типа, порождает ле- t 
жаидрову эквивалентность расслоения PT*Rn, переводящую L р 
в L. Поскольку лежандрова эквивалентность двух ростков ле-
жандровых многообразий соответствует У-эквивалентности их * 
производящих семейств, то для диффеоморфизма 8 найдутся i 
диффеоморфизмы О : Rn+k->-Rn+ft и ненулевая функция H(q, и) 
такие, что 9 - i t = i t o G и F = H(F°G). Получаем, что диффео- ? 

м о р ф и з м G\x„ : Xo-^-Xo я в л я е т с я / -поднятием д л я 0. О б р а т н о , т 
если G : Xo-^-Xo я в л я е т с я / -опускаемым, то л ю б переводит ^ 
ф р о н т р (L) в себя. 
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Сформулируем следствия теоремы. 
1. Если ростки двух фронтов общего типа диффеоморфны, то 

соответствующие ростки производящих семейств У-эквива-
лентны. 

2. Всякое гладкое векторное поле и; касающееся фронте 
p{L) лежандрова ростка общего типа, является /-поднимаемым! 
т. е. на Xo существует векторное поле w такое, что v — Lw. 

3. Поле v = vx (q) 1- . . . + юп (q) —-- касается фронта 
OtJ-i- ОЧп 

ростка общего типа с производящим семейством E(-7, и) тогда 
и только тогда, когда существуют гладкие функции h0(q, и), 
hi(q, и), . . . , hk{q,u) такие, что0=-F.A0 + | £ -A 1 + . . . + ^ £ h f e + 

Докажем следствие 3. Пусть поле w, заданное на Х0, есть 
/-поднятие поля v, существующее в силу следствия 2. Рас­
смотрим tsa (и;) производную вдоль to от координатной функ­
ции и-. Обозначим через ht{q,vC) произвольные гладкие про­
должения на JRn+!l функций т(щ), заданных на X0. Поле 
wt = ЕА,-——fE^-—--- касается XQ, поэтому .ги, (.F)|̂  — 0 и, 
следовательно, найдется такая гладкая функция h0(q, и), что 
w-(E)= — h0F. Координатная запись этого уравнения и есть 
соотношение следствия 3. 

1.2 Поля, касающиеся фронта устойчивого ростка ле­
жандрова многообразия. Рассмотрим росток в нуле деформа-

п 
ции E(<7, и) = / ( и ) + 2 <7гФг (̂ ) многочлена /(и), имеющего 
в нуле критическую точку кратности |х, зависящей от пара­
метров qdR'K Пусть при t = 1, . . . , р. мономы Ф-(и) образуют 
•базис локального кольца Q — С0(и)/С0(и)]—Л и Фц+i •=-... 
. , ,=Фп -=0. Семейство F (q, и) является производящим для 
лежандрова ростка общего типа. Этот росток устойчив. 
Семейство F является ./ч'-в ер сальной деформацией ростка f(ti), 

У т в е р ж д е н и е . Вещественно-аналитические поля, каса­
ющиеся фронта SP лежандрова ростка с производящим семей­
ством F, образуют свободный модуль над кольцом ростков в 
нуле вещественно-аналитических функций от q, имеющий п 
образующих, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По подготовительной теореме Маль-
граижа—Вейерштрасса всякий росток вещественно-аналитиче­
ской функции h(q, и) представляется в виде суммы 

А (<7, и)«Фг (и)gt (с?) + . •. + ФЦ (a) gn (q) (l) 
•с вещественно-аналитическими функциями gt(q). Здесь знак « 
указывает на принадлежность одному классу смежности по 
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идеалу в кольце вещественно-аналитических функций от (q, и) 
с образующими |-|—-[• И з ацикличности комплекса Кошуля 
градиента функции f (и) вытекает [12], что функции gt (q) одно­
значно определяются функцией h (q, и). Обозначим через е.Д<7) 
при г\ ./ = 1, . . . , р. функции, определяемые из разложения 

- F (q, и) • Ф, (ft)« еп (q) Ф, (и) + . . , + е^ц» (а). 

Покажем, что поля <?,<=еп — - + • • • +ет~- и поля --£-, 

у = (.1+1....,«, являются образующими модуля полей, касаю­
щихся фронта. Пусть ноле г» касается фронта и функции 
h0, A1, . ..,ЛА задают ^-поднятие, согласно формуле следствия 3 

O„ M H^M- . . .+J£ / .H - |£ •-.+ .. .+£,.. -
Функцию А0 разложим по формуле (1), получим 

•~~ F(q, к)й„(-7. Й ) « * 
« - F (С/, К) (Ф, («) Л(11 (-/) + • • . + фц (М) hOH (<?)) » 

~ I'т (ч) [ „ еч (-./) фу (й) J + . . . + /г0Д (?) ( {sum} eN (q) Ф - (и) J. 

Из однозначности в классе вещественно-аналитических функ­
ций этих разложений вытекает, что щ , - - - ^ . ^ , - ! - . . . - ^ , ^ ^ . , , 
т, е, а=--йЦ1е,-|- • • • +Л»ц.?ц. Утверждение доказано. 

Заметим, что модуль /-поднимаемых полей класса С°°, во­
обще говоря, не является конечно порожденным. Пример этому 
можно найти н [12]. Необходимым и достаточным условием то­
го, что поля <?,. образуют базис модуля гладких /-поднимаемых 
полей является существование некоторого открытого в тополо-
гии Зарисского множества, в замыкании которого содержится 
О в пространстве параметров, для точек qQ из которого функ­
ция F(.7o, и) имеет ровно \i критических точек. 

1.3 ПОЛЯ, касающиеся фронта ростка с устойчивым ква-
* зиоднородным производящим семейством. Пусть (/(а), 0) — 

росток квазнодиородиой конечнежратмой функции [12], т. е. 
существует набор рациональных чисел a,u.,.,ak такой, что 
f(t""ttu . . . , taHt^^=tf(w). Весом монома ф = а Г ' . . . и ^ назы­
вается число а(ф)~~ { а, т > ----«./№1 + ... + « А . ЕСЛИ МОНОМЫ 
Ф1(и), ...,фц(«) являются базисом над /-? локального кольца Qf, 
то семейство F {q, и) =- / («) + cpt (и) qx + . . . + фц (и) qy. является 
версальной деформацией ростка (/ (и), О) с параметрами qeR^ 
минимальной размерности, причем F (q, а) является квазиодно-
родной функцией переменных q% и. с весами а,-— 1— а(ср.)г 
и &], Квазиоднородность F(q, и) равносильна условию: 
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^ ¥ ^ + . . . Т « А | + ЗД|+...Т^^ (2) 
Укажем некоторые свойства локального кольца Qf см. [12, 29]. 

Среди мономов ф; имеется моном, который будем обозначать фм, 
порождающий аннулятор максимального идеала Шу в Qf, т. е. 
9К--фд--0. Моном сри имеет наибольший вес и фц—-Hess(/) 
(здесь и далее символ ~ означает принадлежность одному 
классу смежности при получении локального кольца Qf факто-
ризацией кольца С0(и) по градиентному идеалу С0(й) Ц Ц . 

Для произвольных §1, §2GQ/ рассмотрим разложение произ­
ведения gj.^ по базису локального кольца фг 

gi.g-~.fi(gi, &)Фи + ^-1Фм-1+-.-+.-'1Ф1. В, Ь&Я. 
Отображение (gj, g2)i-^5(fii, У определяет невырожденную били­
нейную форму на R-модуле Qf. В частности, для всякого фг 
найдется такой моном ф̂ , что ф.-Ф./~#Фц., a6R, афО. 

Пусть фт., т&{\, ...,\i} набор мономов, лежащих на диаграм­
ме Ньютона функции /(и) , т. е. имеющих вес равный 1. Коор 
динатное подпространство {qtlli} пространства параметров, 
отвечающее этим мономам, будем называть нейтральным 
и обозначать qN. Дополнительное координатное подпространст­
во будем обозначать q.i:. Обозначим через CQ{q){e^ модуль 
гладких векторных полей с образующими ех и коэффициентами— 
гладкими функциями от q. Эти поля касаются фронта, соответст­
вующего производящему семейству F, 

У т в е р ж д е н и е . Производные любой функции g(q) по на­
правлениям векторных полей из Cu(q){et) принадлежат идеалу 
C0(q){q:i}. Идеал в C0(q), образованный производными коорди­
натной функции <7|1 по направлениям всех полей из С0(<7){е.}, 
совпадает с идеалом Ca(q){q.J. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функции ед1(<~) разложим в нуле 
на линейную часть a^qj и функции е/ц и з ^2(.?)- Матрица (а^) 
ра.вна произведению матрицы В формы В (%и fa) в базисе Фг 

"и Е — диагональной матрицы с собственными числами а-,. Дейст­
вительно, по определению е^ 

-F(<7> и)-Ф|(а}~ (^aijqj+einig) Фц(а) + 2 elJ(q)-^](u). (3) 

С другой стороны, из формулы (2) следует 

-F(q,u)<ft(u)&\^aqj'qr4}(u)Ut(fl)- (4) 

Поскольку в кольце C0(q, и) — — —6Go (•?, u){q},To 
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U - l 

4i<9j-B(4>t<PJ)%a'%6i(q)(P,(u) + g(q, It), g(q, u)eC0(q, u){q}. 

Получаем 
и " д - i 

—E (q, и) <p, «. ̂  ^fli3 ( W "Pii + 2 * ; (?) Фу (и) +i(-7, «). (5) 

где bj (q) — некоторые вещественно-аналитические функции 
и функция g (q, и) принадлежит идеалу C0(q, u){q2}. Сравнивая 
разложения (3) и (5), все функции в которых определены одно­
значно, получаем, что (аи) = В-Е. Заметим, что правая часть (4) 
содержится в идеале С0 (q, и) {qj, что и доказывает первую 
часть утверждения. Матрица (atj) имеет ранг ц - dim {qN}, 
и преобразование A:R.i.->R]X', заданное матрицей (a.;.), невырож­
дено. Следовательно, найдется линейное преобразование Q/.R^-y 
^{qN = 0} такое, что q,j. = Qr(en[l — eni). Получаем, что C0(q){etv,}+ 
-\-C0{q){q./} = C0(q){q:i}. Применяя лемму Накояма к идеалам 
Go (-?) w*} и Go(-7){--/n}. получаем, что они совпадают, что 
и требовалось доказать. 

Рассмотрим убывающую фильтрацию в пространстве фор­
мальных степенных рядов R [[q]] от q, заданную градуировкой 
ад переменных q 

Здесь Ап образовано формальными рядами, состоящими из мо­
номов, сс-вес которых не меньше п, и /г пробегает множество 
рациональных чисел вида п= ( а-, т > , mQN^. Формальный ряд, 
состоящий из мономов а-веса п будем называть квазиоднородным 
веса п.. 

Теорема [22]. Функции е^, i, / = 1, .. *, Ц-» квазиоднородны. 
Поля et квазиоднородны, т. е. имеются числа nt такие, что для 
всякого г е|(.Л-)с=Л^+„-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Градуированное кольцо JR [[q]] естест­
венно вложено в R[[q, и]], наделенное фильтрацией, отвечаю­
щей градуировке ад и а, переменных q и и. 

и 
Функция Ki(q, tt)=F-4i-\-'^el}(pj квазиоднородна веса at — 

7 = 1 

= 1+а(ф;). Обозначим через (g). сумму мономов степени г, 
входящих в формальный ряд g. По определению полей еь функ­
ция Ki (q, и) принадлежит идеалу С0 (q, а} J-----J. Поскольку функ-
ции =— квазиоднородны, то и функция (Kt (q, ti))r принадлежит 
этому идеалу. Положим r—at, тогда 
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> где mij = at — a(^j). Получаем, что 
> • - • 

j В силу однозначности разложения формального ряда в линейную 
комбинацию мономов Фг(а) с коэффициентами, зависящими от q, 
по модулю идеала С0{<7, и) {-—-}, получаем, что eij = (ei])m 

Таким образом, функции etj квазиоднородны степени а- — а(Фу). 
Поля е. — 2<згу. ---, очевидно, квазиоднородны степени а( — а(ср-) — 
— а-,. Заметим, что а1 — а(Ф1) — а-1 —0 и при i> 1, стг—-1 > 0 . 
Теорема доказана. 

Изменим градуировку переменных q так, чтобы вес каждой 
из них стал положительным и наименьший вес функции из 
CQ(q){q2} превышал максимальный вес линейных функций от q. 
Для этого положим р-( = а» -f-i, где &6R, # > l + 2 | a ~ , J . Одно­
сторонняя фильтрация JR [[<?]] = BQZD ... гэ5,— . . . —5oo==0 
определяется пространствами Вг формальных рядов, состоящих 
из мономов, р-вес которых не меньше, чем г. 

Заметим, что р-вес любого монома ф отличается от его 
а-веса на b-k, где k — обычная однородная степень этого моно­
ма. Действие полей et па МОНОМ ф повышает «-степень и не 
понижает обычную степень, поскольку компоненты etJ полей et 
принадлежат $R(q). Следовательно, поля et являются р-квази-
однородными, причем ех не изменяет р-веса мономов, а поля 
е2, ..., % повышают р-вес. 

1.4. Действие полей, касающихся фронта на невцрождеи-
у- ные функции. 
^ Т е о р е м а [22]. Пусть /:(R^\ 0) {to} (R, 0) —росток гладкой 
' функции, заданной на пространстве параметров миниверсальной 
t деформации F (q, и) — / (и) + ^ 1 ( « ) + . . . +^Фц(и ) квазиодаю-
Т родной функции f (и). Пусть (--—] -^0. Тогда существует ро-

сток в нуле диффеоморфизма Я , сохраняющий фронт 2.? и пере-
*• водящий функцию t в функцию ±qy.-\-tN(qN). Здесь tiv(qjv) — 
^ сужение t на -у... = 0. 
1 Д о к а з а т е л ь с т в о проведем гомотопическим методом. 
if- Рассмотрим семейство функций ts = aqp.-{-s (t—tN—aqix)Jr t.v, где 
f- а=-л— > зависящее от параметра s6[0, l ] . При s = l семей-
t "^U 0 
Г ство совпадает с t при s = 0, t0 = aij'n+t.v. и при всех sG[0, 1] 
"•*• функция 4—eGo(-7){-7j- Кроме того, р-вес при всех s формаль-
i OS 
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ных разложений функции t — tQ по переменным q превосходит 
Рд. Покажем, что найдется гладкое векторное поле •»- — 
= hl{q,s)el-\- . . . Jrhv,{q,s)ev, такое, что — + vs-ts = 0. Тогда 
семейство диффеоморфизмов е-.(-^1, 0) {to} (/?•-, 0). порожденное 
полем •».,, будет переводить ts в t0, причем сужение 9-|Vil!=o при 
всех s будет тождественным, поскольку с*; — 0 при -7-..-—0.. 
Существование поля •»,, вытекает из следующей леммы. 

Л е м м а . Пусть •-.-•—«ft.+ ti (<7. S), где гладкая функция 
/1 (0, s)—-0, и при всяком 5б[0, 1] р-вес формального ряда по q 
в нуле функции tx больше рМ. Тогда существует гладкое век­
торное поле v, из алгебры {<?•} ростков на множестве [0, 1]Х 
X{0}czRXR'1 гладких векторных полей вида A, (q, s)ex-\- . . . 
. . . -\-h,i(q, s)<?n c гладкими коэффициентами, такое, что ,vlts = 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Согласно утверждению 
п. 1.3, имеется поле юу"> из {е.} такое, что •v^)qyi = qi. Подей­
ствуем этим полем на функцию ts, vy")ts = qi-\-vy'4l. Функция 
•v[lH1 при всяком s имеет р-вес больший, чем р-степень qh и 
vpii£{qj- Следовательно, найдется такое поле vpe{et}, что 
vfiqv—'• — ,o{1){cdot}-i> тогда, действуя на ts суммой полей г>(-) и •ар), 
получим {vy">-\-,ofi)ts = ql-{-'ofHl. Заметим, что р-вес функции 
vfHi еще повысился. Повторяя процесс прибавления к полю v\l> 
полей из {е;}, больших р-весов, за конечное число шагов, мы 
получим поле v^, для которого разность •Vi4s — q-i имеет р-вес 
настолько большой, что при всяком s6[0, 1] эта функция при­
надлежит идеалу $R(q){q:l}- Это рассуждение по существу 
является применением спектральной последовательности 
В. И, Арнольда [5] для приведения функций к нормальным фор­
мам. Мы получили, что выполняются следующие включения 
Co('7){̂ *}c=Co({cdot}.7){ei}t, + aRto){^}c=C0^){^1.,}. Применяя лемму 
Накояма к конечно базируемым идеалам Cu{q){el}ts и ЭК(q){qj, 
получаем, что C0(q){ei}ts = C0(•/){•?*}• Лемма доказана. 

Вернемся к доказательству теоремы. Диффеоморфизмом,. 
сохраняющим фронт, функцию t мы привели к виду aq^-^-tiv. 
Если моном фц не лежит на диаграмме Ньютона функции / (и), 
то с^-т-.О, и растяжением осей (qu.. .,qp)*+(qiea*in, ..., q^e""^ ),, 
порожденным эйлеровским полем е,, функцию aqy,-\-tN приводим 
к виду ±<j'n+2..v(<?'.v)- Если же а,-.—0, тогда особенность /(и) 
параболическая и фц—единственный моном, лежащий на диа­
грамме Ньютона. Полученную функцию a<7(i + t.v (<7и) можно 
записать в виде + .7н. + '(-.7м). Теорема доказана. 

Заметим, что в точках нейтрального подпространства {qN} 
поля е, равны 0, следовательно, функция tN(qN) является ин­
вариантом действия группы диффеоморфизмов, порожденных; 
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полями е.. ПОЛЯ е. образуют базис модуля всех вещественно-
аналитических полей, касающиеся фронта, поэтому для группы 
диффеоморфизмов класса С", сохраняющих фронт 2 Л по край­
ней мере, формальное разложение tN(qN) будет инвариантным. 

Рассмотрим F(q, и)i=f(u) +<?rcpi(u) + . . . +<7.,-qv(") квази­
однородную версальную деформацию ростка f(u), размерности 
пространства параметров большей, чем \i. Обозначим через 
У — (<7ь .. •, <7и, 0,. - . , 0) и Б = (0,.. ., О, с7.-,+ 1. . . ) координатные 
подпространства в базе q&Rn. Фронт такого семейства является 
прямым произведением фронта .Sj, в пространстве R11 на коорди­
натное подпространство R""". Заметим, что все диффеоморфиз­
мы вида (у, е) .{to} (у, Е(у, е)) сохраняют этот фронт. 

Пусть функция i:(R", 0){to}(R, 0) такова, что в нуле либо 
•—--Y--0 для некоторого i = ц-|- 1,.. .,п, либо --—--=0 для всех 
г>[л, сужение t на подпространство у —0 является морсовской 
функцией е и —— =--=0. Тогда диффеоморфизмом, сохраняющим 
фронт, функцию t можно привести в первом случае к виду qu 
а во втором случге к виду + q^ + tN {qN) ± -?2+1 ± . . . ± q„2. 

Действительно, в первом случае достаточно рассмотреть 
диффеоморфизм R", заменяющий координату qt функцией t и 
оставляющий без изменения остальные координаты. Во втором 
случае, по лемме Морса для функций, зависящих от парамет­
ров, существует диффеоморфизм вида (у, в)<-+(у,Е(у, &)), приво­
дящий функцию t к виду t1 (у) + q2

l+l ± . . . + q,h причем в нуле 
——=---0. Диффеоморфизмом '\ввда (у, Б) .{to}(Y (у), s), сохраняющим 
фронт, функцию tj можно привести к виду ±q\i,-J

rtN(qN). 
L5 Выпрямление поля общего положения в окрестности 

квазиоднородного устойчивого фронта. Выберем образующие 
фг (it) локального кольца квазиоднородной функции /(ц)вШ(и) 
так, чтобы Ф.----1 и Ф.бЖ(и) при i > 1 . Фронт £,-• лежандрова 

ростка с производящим семейством F = f-\-^ сР(<7г имеет в ну-
i=i 

ле касательную гиперплоскость <7i-=0. Действительно, на под­
многообразии Хь задающем фронт, выполняются уравнения 
---—• = 0, не зависящие от qv При #{to}0 критические точки и, 
удовлетворяющие этим уравнениям, стремятся к нулю не мед­
леннее некоторой положительной рациональной степени q. Урав­
нение F — 0, которое ввиду квазиоднородности F на многообра­
зии Хи можно записать в виде аа.ах-- и . . . . + а #Ц.4-—-== 0, 

' о(?1 чу.'* (jq 
также выполняется для точек из Xv Следовательно, если точка 
(<7-, q2,.. .,.7^) принадлежит фронту, то ql = 0(q)q, где 
q = (q2,- . .><7и)> т- е- расстояние от точки q до гиперплоскости 
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.71 = 0 равно o(<7)|.7|i rAe I й\— расстояние от q до нуля. Это и 
означает, что -71=0 является касательной гиперплоскостью 
к фронту в нуле. 

Рассмотрим векторное поле v, заданное в окрестности нуля 
в R̂ 1, трансверсальное этой гиперплоскости. 

Теорема. Диффеоморфизмом, сохраняющим фронт, вектор­
ное поле -v можно привести к виду ----— (см. [24]). 

Для доказательства рассмотрим диффеоморфизм В:(В?, 0){to} 
{to}(Rtl,0), выпрямляющий поле v, который выберем так, чтобы 
его можно было включить в однопараметрическое семейство 
диффеоморфизмов в{ B^R11, 0){to}(RM', 0) с б0-тождественным, 
61 = 0 и при всяком 6̂ [0, 1] в точке 0 •—-(<7i°0;)-r-0{cdot} Диффео­
морфизмы Q{ переводят фронт ЪР в семейство фронтов 6; (S/-), 
заданных производящими семействами Ft=F (671 07)> tt)- Дока­
жем, что семейство Ft семейством V-эквивалентаостей, гладко 
зависящих от t, можно привести к семейству F так, что эти 
эквивалентности порождали бы семейство Tt диффеоморфизмов 
пространства параметров вида Tt:(q1, q)h+(ql

Jrgt(q), Q*(<?)). 
Такие диффеоморфизмы сохраняют поле •--— и переводят фрон­
ты О* (Ер) во фронт S/r. Композиция Г-oQ будет искомым диф­
феоморфизмом. 

При всяком te [0, 1] семейство F,(q, и) является устойчивой 
деформацией квазиоднородной функции /(«). Следовательно, 
для Ft выполнено условие инфинитезимальной версальиости 
для группы jR-эквивалентностей, т. е. для всякой гладкой функ­
ции {g(u), 0) существуют гладкие функции h((u), i = l k, 
и числа mjt j=l,..., |я, определяющие разложение 

«w-ii&u-'+iist.-'" го 
t-i i - i 

Многообразие X0(t)> заданное уравнением Ft — 0, при всяком t 
трансверсально полю --—, поэтому сужение т на X- проекции 
я,: (-у, u)-+(q, и) является диффеоморфизмом. Для функции !i(q, 
и) обозначим через (h)x функцию переменных ~q, и, полученную 
композицией диффеоморфизма хг1 и сужения функции А на X0(t). 
Заметим, что (A)T|.f-=o отличается от функции А|?=0 на функцию, 
равную нулю на пересечении X0(t) с координатным подпрост­
ранством с7-=-0, т. е. эта разность равна произведению функции 
/ (и) на гладкую функцию. Следовательно, операция ( )т сохра­
няет принадлежность функции h (0, и) определенному смежному 
классу в локальном кольце Qf. Значит, условие инфинитези­
мальной версальности сохранится, если в формулу (6) вместо 
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функции J - - 1 H , ^fl=o подставить функции у w (--j-j |.=o. 
По подготовительной теореме Мальгранжа для гладких функций 
из этого условия будет следовать, что всякая гладкая функция 
g(q, и, t) разлагается в сумму 

i»". «.')-2 &»' 6. «.e+i g£)4 6.') <7) 
с гладкими функциями ht (q, и, t) и nij (q, t). Рассматривая 
функции от q, и, t как сужения на Х0 функций от q, и, t, по­
лучаем, что всякую гладкую функцию переменных (q, а, г.), в 

д Ft 
том числе и функцию —----- можно представить в виде 

-#-v,+2i2*.+2S&--.{cdot} т 
с гладкой функцией hu=h0(q, и, t) и функциями hh m,, опре-

д F t деленными разложением (7). Заметим, что функция ------ равна 
нулю при (7 = 0, поэтому в формуле (7), а значит, и в формуле 
(8) функции ht, /tij можно выбрать обращающимися в ноль при 
д—0. Эти функции определяют векторное поле i» — /г.—- -f 
- j - %—> порождающее однопараметрическое семейство диффео­
морфизмов Tt некоторой окрестности нуля в Rn+!l, имеющее вид 

Tt:(qu q, U)^{qx + q(q, t), Q(q, t), U(q, tt, t)), 
при t = 0 диффеоморфизм T0 —-тождественный. Дифференциаль­
ное уравнение 

с начальными условиями Ф 0 = 1 определяет семейство ненулевых 
функций Ф, (q, и), заданных в некоторой окрестности нуля. 
Формула (8) является координатной записью того, что полная 
производная по t семейства Ф, (.Fie-,.) равна нулю. Диффео­
морфизмы Т;и функции Ф{ задают семейство V-эквивалентнос-
тей нужного нам вида, переводящих фронты Б.» во фронт Б.-, и 
сохраняющих поле —-. Теорема доказана. 

Аналогичная теорема доказана О. В. Ляшко (см. [4]) для 
случая фронта простой особенности, а также если вместо фрон­
та рассмотреть многообразие нерегулярных орбит групп по-
рожденных отражениями. 

L 6 Один класс неверсальных деформаций и 1-ое условие 
Уитни. Рассмотрим квазиоднородную версальную деформацию F (<7- « ) — / ( и ) + Ф 1 ( ^ 1 + . . . + Ф | х ( и ) ^ , для которой размер­
ность нейтрального пространства параметров {-jw} не превосхо-
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•дит 1. В этом случае из классификации особых точек гладких 
функций [12] следует, что росток f (и) либо прост (эллиптичен), 
{-7w}-—0. либо унимодален (параболичен, если qv. = qN и гипер­
болический, если af7jl<0), либо бимодален ({alpha}̂ <̂0 и а?м,_1~0). 
По теореме пункта 1.4 невырожденную функцию общего поло­
жения z-:(R.-\ 0)~>(R, 0) на пространстве параметров q такой 
деформации можно привести к виду ± -уи+^^лг) диффеомор­
физмами, сохраняющими фронт £.-.. Действуя на t заменами 
координат в образе, оставляющими ноль на месте, легко полу­
чить, что в простом или унимодальном случаях эту функцию 
можно привести к виду qlh а в бимодальном случае к виду q^ ± q^-i. 
Отсюда вытекает, что гладкие гиперповерхности, заданные 
уравнениями t — О в пространстве параметров q, проходящие 
через ноль — самую сложную особую точку фронта, и трансвер-
сальные направлению —- (в бимодальном случае еще трансвер-

сальные —• ], можно перевести одну в другую диффгоморфиз-
мом, сохраняющим фронт. Такие гиперповерхности будем на­
зывать g-гиперповерхиостями. Сечения фронта g-гиперповерх­
ностями диффеоморфны. С каждой g-гиперповерхностью связана 
деформация G (в, и), efiR.̂ -1 функции /(и), индуцированная из 
версальной деформации F (q, и) при вложении /:(в).->(.7), обра-

'зом которого и является эта гиперповерхность. Такие деформа­
ции G (е, и) будем называть g-деформациями. Фронт деформации 
G (8, и) есть сечение большого фронта Sj? гиперповерхностью 
-—О. Для всех g-гиперповерхностей это сечение будет являть­
ся фронтом лежандрова ростка общего типа. Следовательно, 
производящие семейства и (е, и) этих ростков будут V-эквива-
лентаы. Полученное свойство похоже на \/-версальность с одним 
дополнительным условием: g-деформация эквивалентна всем 
близким деформациям того же самого ростка функции от и. 

Рассмотрим аналог g-деформаций с большим числом пара­
метров. Всякую деформацию О (в, и) с параметрами е функции 
'/(и)=--О(0, и) можно получить из версальной деформации ми­
нимальной размерности F (q, и) с помощью индуцирующего 
отображения параметров I:(E)>-+(q). Если ранг этого отображе­
ния в нуле равен (А, то деформация G(s, ц) версальна. Почти 
всякая деформация, имеющая ранг I в нуле, равный \х — 1, и 
число параметров [Д.—-1, является g-деформацией. Если р а н г / 
в нуле равен ц - 1 и число параметров s превосходит JJ. — 1 на 
т, то отображение /1:(е)*->(/(8), И») , где П (8)— проекция в 
на ядро размерности пг линейной части / в нуле, является 
вложением и индуцирует деформацию G(e, и) из деформации 

; Eo?, б, • « ) • - / ( а ) + 2 ^ ф ^ И ) ' 
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•рассматриваемой как деформация f (и) с \х,-\-т параметрами 
.q&P, 66Rm. Образ вложения 1Х задает в пространстве (<7, S) 
гладкую гиперповерхность. Для почти всех деформаций G(e, a), 
,e6R.-+"-+-, имеющих ранг в нуле, равный \х— 1, невырожденные 
функции z.(<7, б), обращающиеся в нуль на этой гиперповерх­
ности, будут удовлетворять в нуле условиям: до-—0, <-. — l , . . . 

dt l 

...,, т, jz-ф® и сужение t на подпространство (0, б) являет­
ся морсовской функцией. Диффеоморфизмами, сохраняющими 
фронт деформации F{q, б, и) и заменами в образе функции 
t (q, б), можно привести к виду t = qtx±bx

2 ±82
2± ... ±д2

т в 
простом или унимодальном случае и к виду t == <7и + <~,i-i ± 
± б 1

3 + . . . ± б т , в случае бимодальной особенности /(и). Это 
•означает, что почти всякая деформация О (в, и), имеющая в 
нуле ранг I, равный \ь— 1, V-эквивалентна деформации / (« ) + 
+ <7icPi ( « ) + • • • + qn-tfu-i (и) + ( ± б^ + . . . ± бт)фц (а) в простом 
или унимодальном случае и деформации / (и)-j--?i9i + • • . • 
. . . -j- <7ц_1Фм._1 + ( ± qii-i ± 8i2 ± •.. ± бт)Фц в бимодальном случае-

Два открытых многообразия X, y{subset}Rn такие, что X содер­
жится в замыкании У, удовлетворяют 1 условию Уитни, если 
всякое отображение Т: (R\ 0){to}R", трансверсальное в нуле под­
многообразию X, трансверсально У в некоторой окрестности 
нуля в R\ Для полуаналитических X, У это определение совпа­
дает (см. [59]) с 1 условием Уитни из [55, 12]. Стратом \xt 
ростка функции (f(u), 0) называют множество ростков q(u)t 
имеющих такую же кратность, что и f(u). 

Т е о р е м а . Пара стратов \xft, \xh, (см. [12]), в которой 
меньший страт [Х/., является стратом |i—const унимодальной функ­
ции / 2 (и ) , удовлетворяет 1 условию Уитни. 

Доказательство этой теоремы вытекает из того, что дефор­
мация G(e, и), для которой отображение *G:(e, u)^-C0(u) 
трансверсально страту nfl, является g-деформацией функции 
/ 2 ( м ) - Поскольку все g-деформации ^-эквивалентны, (для fi{tt) 
квазиоднородной этот факт доказан выше, для / 2 (и) не квази-
•однородной, страт \xfl в окрестности /2(и) совпадает с V-op-
•битой функции / 2 , т. е. ^-деформации являются V-версальными, 
то выполняется следующее включение 

С0(8, а){ви . . . . г^}^С0(в, и){0, g?} + Co(e){^}. 

Из него можно вывести, что в точках (е, и) из некоторой про­
колотой окрестности нуля в R .деформация G (е, и) является V-
версальной, т. е. трансверсальной V-орбитам соответствующих 
ростков функций из С0(и), а значит и трансверсальной стра­
ну Wi. 
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Заметим, что в отдельных точках страты \xf унимодальных 
функций не удовлетворяют 2 условию Уитни (см. [12, 31]). 
Например, росток л ^ + л ^ + ^з3 параболической особенности 
топологически не эквивалентен близким росткам .xi3 + x23 + {cdot}x33 + 
-\-аххх2>съ, афО того же страта [j, —• 8. 

Используя обобщения теоремы о приведении невырожденной 
функции на пространстве параметров квазиоднородной версаль-
ной деформации диффеоморфизмами, сохраняющими фронт, на 
случай приводимого фронта, т. е. являющегося объединением 
фронтов семейств Ft(q, иг) i = 1, . . . , р, заданных в окрестнос­
тях точек M/gR" (случай мультиростков дефораций), можно до. 
казать 1 условие Уитни для стратов [А.-/, //>) в пространстве 
мультиростков функций от и. 

1.7. ПОЛЯ, касающиеся фронта, и группы, порожденные отра­
жениями. Фронт устойчивого лежандрова ростка совпадает с 
бифуркационным множеством нулей своего производящего 
семейства. В комплексной области бифуркационная диаграмма 
нулей 2 е для простых особенностей A,,, D^, ~й биголоморфна 
многообразию нерегулярных орбит группы Кокстера соответ­
ствующего типа A,., D,., £„, действующей в С* отражениями. 
Другими словами, комплексификация фронта 2° совпадает с 
множеством критических значений отображения Ф: (С1, 0)-> 
{to}(C11, 0) факторизации С-лрообраза по действию группы G 
Кокстера. Компоненты Фи . . . , Фц отображения Ф можно счи­
тать полиномиальными образующими алгебры G-инвариантных 
функций на С. 

Критическую точку х0 отображения g: С"->С" или R"{to}R" 
назовем точкой квазискладки, если в этой точке росток g 
принадлежит классу Боардмана с символом ( 1 , . . . , 1), т. е. в 
подходящей системе координат х в окрестности х0 и системе у 
в окрестности yo = g(x0) отображение g задается формулами 

Пусть g: Cn{to}Cn— биголоморфное отображение такое, что 
множество его критических точек, не являющихся точками ква­
зискладки, имеет коразмерность, большую 1. Тогда всякое век­
торное поле, касающееся множества критических значений g, 
является "-поднимаемым. Действительно, в окрестности регу­
лярной точки #o—£(xo) поле v однозначно поднимается до би-
голоморфного в окрестности х0 векторного поля. Рассмотрим 
окрестность точки у0—g(xo), являющейся образом точки ювази-
складки. Множество критических значений g в окрестности уц, 
содержит гиперплоскость yi = 0. Всякое поле v, касательное к 
этой гиперплоскости, имеет вид 

fl — / i ( y ) y i g f - + / 2 ( y ) a | + . . . + / i . ( » ) g f ; . 
где fi(y), ...,/„(£/)—голоморфные функции. В этом случае, 

ПОле « - ± x J l ( g ( x ) ) £ + f 2 ( g ( x ) ) £ t + . . . + f . ( g ( x ) ) £ m 
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является единственным поднятием поля v. Таким образом, 
поднятие v построено локально в окрестности всякой точки 
дополнения к множеству критических точек, не являющихся 
точками квазискладки. В силу единственности такого поднятия 
на пересечении двух таких окрестностей, поднятия будут сов­
падать. По теореме Римана об устранимой особенности постро­
енное поднятие г» биголоморфно продолжается на множество 
коразмерности > 2 критических точек, не являющихся точками 
квазискладки. 

Заметим, что множество точек, не являющихся регулярными 
или точками складки (k — 2) для отображения Ф, имеет кораз­
мерность 2- Действительно, критические ТОЧКИ Ф — это ТОЧКИ 
зеркал группы G. Точки С, принадлежащие более чем одному 
зеркалу, имеют в О коразмерность 2. ТОЧКИ С, принадлежа­
щие ровно одному зеркалу, являются точками складки для Ф, 
поскольку в некоторой окрестности такой точки факторизация 
по действию G совпадает с факторизацией по действию отра­
жения только в одном этом зеркале. 

Таким образом, всякое биголоморфное векторное поле vr 
касающееся 2°, поднимается до G-эквивариантаого векторного 
поля в О-прообразе. Такие поля образуют свободный модуль 
над кольцом G-инвариантных функций с образующими grad<D. 
(см. [58]). Образы полей grad Ф. при отображении Ф есть по­
ля, действие которых на координатные функции q^ е с т ь функ­
ции, композиции которых с отображением Ф равны <grad Ф., 
gradd>,.>. Здесь grad и <, > суть, соответственно, евклидов 
градиент и скалярное произведение в С1'. Разлагая скалярное 
произведение <grad®., gradФ^> по образующим Ф., мы полу­
чаем компоненты базисных полей, касающихся фронта. В [30] 
доказана теорема о том, что в каждой точке вне многообразия 
нерегулярных орбит векторы базисных полей линейно независи­
мы, на многообразии нерегулярных орбит определитель из 
компонент базисных полей имеет нуль первого порядка. 

Для групп An, D ,̂ Ер. функции Ф, можно выбрать вещест­
венными [1]. Следовательно, вещественно-аналитические поля,. 
касающиеся фронта SczR", образуют свободный модуль с \х 
образующими. 

Операция, сопоставляющая паре G-инвариантных функций 
скалярное произведение их евклидовых градиентов, называет­
ся сворачиванием инвариантов [4]. Она симметрична, билиней­
на и, при фиксированном первом аргументе, является диффе­
ренцированием второго, т. е. сопоставляет каждой инвариант­
ной функции векторное поле, касающееся фронта. 

В большинстве задач достаточно знать линейные части в 
нуле векторных полей, касающихся фронта. Оказывается, что. 
конечномерная алгебра Ли, полученная линеализацией вектор­
ных полей, касающихся фронта, просто описывается в терминах 
умножения в локальной градуированной алгебре соответствую-
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щей особенности [4] подобно тому, как в п. 1.4 линейные части 
компонент е.ц базисных полей еи касающихся фронта, выража­
лись через компоненты матрицы разложения по базису срь . . . 
. . . . ср.. произведения двух элементов локального кольца Qf. На 
касательном пространстве к фронту в нуле определено линеа-
лизованное сворачивание инвариантов, представляющее всякое 
линейное поле, касающееся фронта, как дифференцирование ло­
кальной алгебры особенности. 

Результаты об описании линеализированных полей, касаю­
щихся фронта простых особенностей, переносятся на случай 
краевых особенностей [3, 4]. Бифуркационная диаграмма крае­
вой особенности отождествляется с многообразием нерегуляр­
ных орбит соответствующей группы отражений Av, B^, С,,, L\, 
£„, Fit линеализованные векторные поля, касающиеся этой диа­
граммы, задаются дифференцированиями соответствующей ло­
кальной алгебрьк краевой особенности. 

В работе [14] получено еще одно обобщение линеализиро-
ванного сворачивания инвариантов. Для версальной деформа­
ции квазиоднородной функции построено отображение перио­
дов, позволяющее описывать линейные части векторных полей, 
касающихся фронта такой деформации в терминах дифферен­
цирований локальной алгебры. 

Изящное доказательство теоремы о нормальной форме не­
вырожденной функции под действием диффеоморфизмов, сохра­
няющих фронт простой особенности, можно найти в работе 
[30]. Оно опирается на эквивариантную лемму Морса: Если 
второй дифференциал в нуле функции, инвариантной относи­
тельно неприводимой компактной группы линейных преобразо­
ваний, невырожден, то росток этой функции в нуле превра­
щается в свою квадратичную часть эквивариантным диффео­
морфизмом. 

§ 2. Однопараметрические перестройки фронтов 

В этом параграфе задача об описании перестроек распрост­
раняющегося фронта сводится к задаче об описании нормаль­
ных форм невырожденных функций времени относительно груп­
пы диффеоморфизмов, оставляющих инвариантным фронт в 
расширенном конфигурационном пространстве. Перечислены 
нормальные формы перестроек общего положения фронтов с 
условием квазиоднородности, перестроек общего положения 
•фронтов в пространствах не более пяти измерений. Показано, 
что в гамильтрновых системах малым шевелением начального 
•фронта (не изменяя гамильтониан) можно получить последую­
щие перестройки фронта, имеющие в каждой точке типичные 
•особенности. 

2,1 Семейства фронтов. Пусть L, —семейство ростков 
лежандровых подмногообразий РТ'Щ'1, гладко зависящих от 
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igR. Тогда имеется семейство F(t,q,u), гладко зависящее 
от t, при всяком t являющееся производящим семейством 
ростка Lf. Семейство F (/, q, а), рассматриваемое как семейство 
функций от и с параметрами t,. q, является производящим 
семейством некоторого лежандрова подмногообразия 
£czPT*Rn+\ которое будем называть расширенным. Действи­
тельно, условие трансверсальности отображения *":R-+-"+--{to} 
—>C0 (и) подпространству. Ж2 (и) выполнено, поскольку такое 
условие выполнено для сужений *E|(=Const. в силу того, что 
яри фиксированном t семейство F(t, q, и)—-производящее для 
лежандрова ростка Lt. Фронт £_g, лежандрова многообразия X 
является объединением фронтов %L, каждый из которых помещен 
в соответствующую гиперплоскость Rl+n, заданную уравне­
нием t = const. 

Два семейства £/, i —1,2, фронтов лежандровых много­
образий L/ имеют диффеоморфные перестройки, если суще­
ствуют семейство диффеоморфизмов 0<:R"-->Rn, гладко завися­
щее от t, и замена времени r:R->.R такие, что В* переводит 
•фронт Е/ во фронт Ег(,). Семейство 0Г задает диффеоморфизм 
JR'1+I, сохраняющий поверхности уровня функции z.:R1+"->R и 
-переводящий расширенный фронт E_g, в расширенный фронт 2 ^ а . 

Если при всех tGR ростки L.* есть ростки общего типа, то 
из диффеоморфности перестроек фронтов вытекает ^эквива­
лентность производящих семейств F,(/, q, и), t = l, 2, причем 
индуцированный этой эквивалентностью диффеоморфизм про­
странства параметров (t, q) переводит поверхности уровня 
функции t в ее поверхности уровня. 

Таким образом, чтобы получить нормальную форму пере­
стройки фронта в семействе 2 ( можно поступить следующим 
•образом: расширенное производящее семейство ^эквивалент­
ностью привести к нормальной форме, затем функцию 
t: RH"{to}R диффеоморфизмами, сохраняющими расширенный 
фронт, привести к наиболее простому виду. 

2.2. Нормальные формы перестроек фронтов. Пусть U — от­
крытая область в Rl+n+h

l содержащая ноль. Пространство 
•С°°-функций F(t, q, и), заданных на U, снабдим топологией 
Уитни. Обозначим через W0 подмножество этого пространства, 
•состоящее из семейств, ростки в нуле которых, рассматривае­
мых как ростки семейств от и с параметрами t, q, V-эквива-
.леитны устойчивому ростку в нуле семейства G = f(u) + 
+-?1ф1(") + • • • +-7иФи(")> являющегося миниверсальной дефор­
мацией квазиоднородного ростка f(u). Из теоремы о приведе­
нии к нормальной форме невырожденной функции диффеомор­
физмами, сохраняющими устойчивый квазиоднородный фронт, 
вытекает следующая 

Т е о р е м а . Открытое всюду плотное подмножество в W0 об­
разуют семейства F(t, q, и), для которых перестройки фронтов 
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соответствующих лежандровых многообразий, зависящих от £„ 
диффеоморфны перестройкам в нуле семейств лежандровых 
многообразий, заданных следующими производящими семей­
ствами: 

1) F (t, q, it) - f(u) + 01Ф, ( « ) + . . . + q^Pnitt) - дифферен­
цируемый тип ростка фронта при переходе времени через 
ноль не меняется, ц < # . 

2) E ( / , q, ») = / ( и ) + 9'1Ф1(и)+...+^-1Ф|х-1(а) + Фц(й)^ + 
+ Q + Y). где <1*=±я1+---±Чп2 (при !-1=/г+Г Q-=0) и 
у = у(<"J

7V.)—-некоторая гладкая функция параметров qN. Если 
росток / ( и ) унимодален или прост, то y = 0, если бимодален, 
то Y—±-7„_г 

При n-^5 для типичного семейства F(t , q, и) отображение 
*F; /?1+"+"->-Co(«) пересекает только орбиты ростков, имеющие 
коразмерность, не большую 6. Такие орбиты есть орбиты про­
стых квазиоднородных ростков Ащ D„, E6. По теоремам транс­
версальности для почти всех F отображение *F трансверсально-
этим орбитам, т. е. семейство F с параметрами t, q V-эквива-
лентно версальной деформации ростка E(0, и). Получаем сле­
дующую теорему 

Т е о р е м а . В пространстве семейств лежандровых подмно­
гообразий PT*Rn при п<5 , заданных гладко зависящими от t 
семействами лежандровых вложений некоторого n-мерного па-
ракомпактиого многообразия, имеется открытое всюду плотное 
подмножество, для семейств лежандровых подмногообразий из. 
которого в окрестности всякой точки лежандрова подмногооб­
разия перестройки фронтов с течением времени t диффеоморф­
ны одной из перестроек в нуле семейства фронтов, заданных 
ростками расширенных производящих семейств из следующего 
списка: 

и — С*, S/)6R2, 
и 

оЛд: F{t, q, «)=-=.x:w-> ± ^ + 2-7*J-w 0*<«)» 

н 
0£>д; F(t, q, а) = .«-у±^-- + 2 ^ ' " 8 + 9,1-« G-«i); 

1-2 
lAvc. F (t, q, «)-=-xN-- ± г/2-f^1-1 [t ± q\ ± . . . ± qn

2) _|_ 

+ 2 ^ ~ 1 0-<л+1); 
»£>.-..: E(t,<7, u)=*j<*y±!/*-i + y»~'t(t±q*± ... ±qn*) + 

Ц-1 

+ {sum}^'2+^x 0*<«+i); 
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-Efi: F(t,q,a) = x3 + t/4 + xf • t + q5xy + ^i/2 + <7sx + «7а.У + ?i-
Помимо описанных в этой теореме локальных перестроек, 

вызванных изменением проекции ростка лежандрова многообра­
зия, возможны перестройки, состоящие в прохождении одной 
ветви фронта через другую. Для описания этих явлений рас­
смотрим мультиросток, т. е. росток в наборе точек (q0, «1), 
(<7о-И2)> • • • • (?о> иг)< имеющих одинаковые значения парамет­
ров q, производящего семейства расширенного фронта. Фронт, 
заданный таким мультиростком, есть объединение фронтов, 
образованных ростком в каждой точке (q0, и.). Если мульти­
росток устойчив, т. е. представляет из себя К-версальную де­
формацию набора ростков (fi(u), щ), ..., (fr(u), ttr), то 
V-эквивалеитностыо этот мультиросток можно привести к та­
кому, который в окрестности каждой точки (q0, и.), i — 1, ..., г, 
совпадает с семейством Fl = fl (и) + <~|

(/)Ф(
с
1
|!) + . . • + <ЭТ,)Ф1'). где 

мономы Ф{->, ...,(fW образуют базис локального кольца осо­
бенности fi(u), и пространство параметров q представлено 
в виде прямой суммы подпространств <7<f)6R'', i — 1, , . , , r , и 
подпространства q°eR.1, от параметров из которого производя­
щее семейство не зависит. В координатном подпространстве #(') 
лежит фронт E- , порожденный семейством в окрестности 
точки (q^K tit\. Рассмотрим прямое произведение £./-, на коор­
динатное подпространство всех остальных параметров. Полу­
чим фронт E. в пространстве q. Фронт мультиростка состоит 
из объединения таких цилиндрических фронтов для всех 
i==l, . . . , г. Заметим, что алгебра векторных полей, касающих­
ся фронта мультиростка, есть прямая сумма алгебр полей, ка-

д д сающихся фронтов Ef., и алгебры полей -——, . . . . —• Это 
обстоятельство, вместе с теоремой п. 1.4 позволяет доказать 
следующую теорему. 

Теорема. Невырожденную функцию t: (R", 0) -.• R (0) такую, 
¥•0 и сужение t на подпространст-что ч\ О) о - " - м мг) 

во {q0} имеет в нуле морсовскую критическую точку, диффео­
морфизмом, сохраняющим фронт мультиростка версальной де­
формации набора квазиоднородных ростков (fi(u),ut), можно 
привести к виду 

i = ± <> ± • • • ± q$ + t* [q$, • • •, q&) ± (qf)2 ± • • • ± (<7,0)2. 

При n < 5 рассмотрим набор версальных мультиростков, в каж­
дой точке имеющих особенность типа Ац, D.,,, EM, суммарная 
кратность которых не больше 6. На пространстве параметров 
рассмотрим функции двух видов: i—qi°, задающую семейство 
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диффеоморфных сечений расширенного фронта, и функцию 
t — + qty ± . • • ± q\[) ± (-?!0)2 + • . . + (<7*0)2. Перестройки в нуле 
заданные этими функциями и мультиростками производящих се­
мейств, будем называть стандартными. Для семейства фрон­
тов общего положения ростки перестроек в каждой точке 
диффеоморфны одной из стандартных перестроек. 

2.3 Перестройки фронтов в гамильтоновых системах. Пусть 
Nn~l — гладкое подмногообразие конфигурационного пространст­
ва Мп гамильтоновой системы с гамильтонианом Я : Т*М—э-R. 
Предположим, что для Н выполнены следующие условия невы­
рожденности Гукенхеймера [46]: 1) поверхность К, заданная: 
уравнением # = 1 , есть регулярное подмногообразие Т*М, транс-
версалньое слоям расслоения п : Т*М-*М\ 2) сужение функции; 
Н на каждый слой я имеет невырожденнуюагаадратичную часть,, 
не обращающуюся в ноль на векторах, касательных к поверхно­
сти /(, пересеченной со слоем. 

Обозначим через LQ подмножество касательных элементов 
к /V принадлежащих /(, Гамильтонов фазовый поток, заданный 
системой канонических уравнений с гамильтонианом Н, опреде­
ляет однопараметрическую группу диффеоморфизмов Ф, : Т*М-+ 
-+Т*М, сохраняющих поверхность К. Обозначим через Lt образ1. 
подмногообразия L0 под действием преобразования Ф.. Форма 
Idq, где q~ локальные координаты на М, g — сопряженные ко­
ординаты в слое, определяет на /< структуру контактного много­
образия. Расслоение л\к: К-+М является лежандровьш, фазовый 
поток Ф, является семейством контактных диффеоморфизмов К~ 
При всяком t Lt является лежандровьш подмногообразием К~ 
В [49] доказано, что объединение .2—UL. многообразий Lt по 
tGR является гладким лагранжевым подмногообразием Т*М. 
В лежаидровом расслоении RX-Г*-^ с локальными координатами. 
iGR, q, £ рассмотрим лежандрово подмногообразие L„={\t, q, £ )} , 
где (-7, gJG.g' и t равно интегралу от формы Idq вдоль пути, ле­
жащего в 3? и соединяющего некоторую фиксированную точку 
(•7оДо)б1о с точкой (q,l). Многообразие Ье является накрыти­
ем SB и является расширенным лежандровьш многообразием 
семейства Lt, Действительно, пересечение Le с•гиперплоскостью-
t=to диффеоморфно множеству (q, g), для которых этот интеграл 
равен t0. Поскольку интеграл от %dq вдоль пути на лежаидро­
вом подмногообразии равен нулю, то получаем, что это множест­
во совпадает с Lu. 

В 1[61] доказано, что семейство F(t, q, u)=t + p(q, и), где 
p(q, и)—оптическая длина пути от точки и начального много­
образия N до точки q конфигурационного пространства, рас­
сматриваемое как семейство функций от и с параметрами t,q, 
является производящим для L-. При фиксированных значениях/ 
мы получаем производящее семейство для L,. Оптическая 
длина пути является бирегулярной функцией аргументов q и и, 
т. е. при фиксированном одном аргументе p{q, и) — регулярная: 
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функция другого. Использование теорем трансверсальности ра­
бот [61, 65, 341, приспособленных для бирегулярных функций,. 
позволяет доказать, что малым шевелением начального подмно­
гообразия N можно добиться, чтобы в окрестности всякой точки 
(t, q) перестройки фронтов Lt были диффеоморфны перестрой­
кам фронтов общего положения, перечисленным в п. 2-2. 

Этот результат позволяет описать особенности, рассмотрен­
ные в [32], множества первых сопряженных точек вдоль геоде­
зических, выходящих из данной точки риманова многообразия. 

§ 3. Перестройки каустик 
в однопараметрических семействах 

В этсм параграфе приведен список нормальных форм типич­
ных перестроек каустик ростков лагранжевых многообразий 
размерности, не большей 4, гладко зависящих от времени. По­
лучение этих нормальных форм основано на описании алгебр 
векторных полей, касающихся каустик Dp. и Ев. 

3.1 Нормальные формы перестроек каустик. Рассмотрим 
семейство лагранжевых подмногообразий LtczT*R.n, гладко за­
висящее от t£R. Локально многообразия Lt задаются произво­
дящими семействами F(t, q,u), qER", гладко зависящими от t. 
Семейство F (t, q, а), рассматриваемое как семейство функций 
от и с параметрами t, q, является производящим семейством 
некоторого лагранжева подмногообразия £czT*R"-+l, которое 
будем называть расширенным. Действительно, отображение 
*F:R,1+n+,i-+C0(u) трансверсально множеству ростков в С0(й), 
имеющих в нуле критическую точку, поскольку этому множе­
ству трансверсально отображение *E.0:R"+/;-.-C0(u), построен­
ное по производящему семейству лагранжева ростка F \ t=tQ и 
являющееся сужением отображения *F на t = t0. Каустика 
2crR"+1 лагранжева многообразия X состоит из каустик Ef 
многообразий Lt, помещенных в соответствующие гиперпло­
скости R"+I, заданные уравнением t = const. 

О п р е д е л е н и е [19]. Два семейства каустик Е/, j = l , 2 , 
семейств L/ лагранжевых многообразий имеют диффеоморфные-
перестройки, если существует диффеоморфизм r:R-»-R (замена 
времени) и семейство диффеоморфизмов 6(:R"{to}R", гладко за­
висящее от t, такие, что Qt (Б,1) —Его-). 

Другими словами, перестройки каустик 2 / диффеоморфны, 
если существует диффеоморфизм пространства Rn+1 переводя­
щий расширенную каустику семейства L.1 в расширенную кау­
стику семейства L,2 и переводящий гиперповерхности уровня 
функции i в ее гиперповерхности уровня. Таким образом, для 
получения нормальных форм перестроек каустик можно посту-
тшть следующим образом: расширенную каустику привести к 
нормальной форме. Затем диффеоморфизмом Rn+1,-сохраняю-
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щим эту каустику, функцию времени привести к наиболее про­
стому виду. 

В случае, когда расширенная каустика имеет производящее 
семейство, являющееся версалы-юй деформацией ростка про­
стой особенности A.„ перестройки 2.< сводятся к перестройкам 
фронтов типа An-i. В самом деле, каустика лагранжева ростка 
с производящим семейством F^q, х) = x^x-\-q^{x^-x-\- .. , +<7ix 
(тип A,.) совпадает с фронтом лежандрова многообразия, за­
данного производящим семейством Fil_l(q,x) = (\\-\-\)x*-\-
+ (|i— l)c7..-ix|1"-+ •••+•71 (тип An-i). Следовательно, полями, 
касающимися каустики A,. невырожденную функцию t на прост­
ранстве параметров, можно привести к виду t=ztq^-izk 
±(.7„)2+ -.. + (q„)2 или к виду t=qli. 

При n=--S4 расширенное лаграижево многообразие общего 
положения в окрестности всякой своей точки лаграижево 
эквивалентно многообразию с версальным производящим се­
мейством типа A(l, D,„ £б, [Xs--6 (другие особенности имеют 
большую коразмерность) 11]. Из результатов п. 3.2 и 3.3 о 
приведении невырожденной функции диффеоморфизмами, со­
храняющими каустики таких особенностей, вытекает следующая 

Т е о р е м а . В пространстве семейств лаграижевых много-
o6pa;im'i, заданных семействами гладко зависящих от t лаг-
рапженых вложсшп. некоторого паракомпактного многообразия 
I, P'R", имеется открытое всюду плотное подмножество, для 
семейств из которого перестройки каустик ростков лаграиже­
вых многобразип во всякой точке во всякий момент времени 
диффесшорфни одной из следующих перестроек, заданных в 
окрестности нуля в R"+1 производящими семействами из 
следующего списка: 

и = 1 
А,: F(t, <7i, tti)=-tti8 + $ W 

A3. F(t, qu U.,)^ux\-ytit?~\~qxth\ 
Я=-=2 

A2: F(t, ql% q2, «.)=-= u,3 + 4 W 
•Аз- F( i f . -7i> -7s. Wi) — «i" + ^« i 2 + ? 1 ^ ; 

A3
l : F(t, q, al) = Ul

i + (t±qii)Ul
i + q1Ul\ 

А,: F(t, q, ttl) = a1- + tttl
8 + -3 r2»i2+№. 

£>4
Ь: F{t,qu q.lt ttu «2) = ±ihiih'[-tti3 + (i±<Ji + a^u1

2-\-
+-7i«i + <72«2. a6R; 

A2: F (t, qu q2, q3, Ul)*=Ul* + qlul; 
A3: F(t, q, a1){cdot}-=a1

4 + ?-a-2 + «fi-V. 
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As2: F(*, q, Uj — ul* + (t±q2*±qflu1* + q1u1; 

A4: F(t, q, »1) = a1
e + ^ 8 a i 8 +^ 2 a I -+^ 1 a l ; 

- V : F(*, q, Ki)-=«1
6 + ( t ± ^ 2 ) « i 3 + ^2«i2 + 9'i«i; 

£>*: F(t, q, uu u2) = ±a 2
2% + «i8 + -73«i2+-7iMi+.72«2.' 

lDt: F(t, q,uu «-)•— ±u24x + u1*-\-{t ± qi±ql + aq2) «12 + 

+ ?itti + <72«2i «6^; 
A5: F(^, •?, «i)-=«1

6 + ^i4+9'3M1
3 + ?2M1

2+c71«1; 
- Б : .-"Ч*. q, Щ, K2) — «22«i + «i4 + (.-±'3fi + a(73)«i3 + ^« 1

2 + 
•+^2и1 + ^зи2, aeR; 

л==4 
- V E(z., ?, a1).= tt1- + ? ia i , A3: F(t, g, «i)=--ai4 + ?2»i- +?-«..; 

Л3з: F(t, q, Ul)^tll* + (t±q2
2±q;?±qf)tll'> + qitlu 

A4: F(i, q, tLl) = ul
i+qztil

z + q2ul
2+qlul; 

Л42: F(t,q, U1) = U1
li + (t±q3

2±q4
2)tl1

3 + q2Ul
2+qlall 

D4*: F ( t , q, щ, и2)- ±a2
2«i + «i3+<73«i-+'72«2+<7i#i; 

-.0?: .F(t,.7, «1, «2)—±«22«i + %3 + (t±<7i + a<72±<73
2±?42)«1

2 + 
+ <7A + № , aeR; 

Л5: .F(t, «7, Mi) = Mi6 + ?4« i 4 +?3«i 3 +№ 2 +?iu- i ; 
A5

l: F(t, q, Ul) = ul
s + (t±qi

2)ul
i + qsa1

s + q2u1
2-{-q1Uu 

D6:.F(t, q, tt)^-M2
2«1 + M1

4 + ^4«i3 + 3̂M1
2 + ^«2 + -7i"i; 

Els1: F(t,q,u1,u2)^ti2
2u1-\-tl1* + (t±q3 + aq2±qi

2)tl1
3 + 

+ q3Ui2+q2u2-\-qlul, aeR; 
A6: F(t, q, u1) = a1'!+tul

!i + qiti1
4 + q3u]

!i + q2tli2-\-q1ul; 

Dt: F(t, q, »„ u2)= ± Zi22M1 + «1
B + (t .сЬ^ + а^г + ОзМл) «i4 + 

+ <741V + ?3«i2 + ?2% + <7i"i> «1. «26^; 
E6: E(^, q, au U2) = u1

3 + u2
i + (t±qi + a1q3 + a2q2 + a3qlq3+ 

+ / Ы ) « l « 2
2 + ^ l ^ + ?3«22 + ?2«l + <7A, «|6#. 

В работах [11, 25] нормальные формы перестроек каустик 
применяются в модели Я. Б. Зельдовича образования скопле­
ний вещества из малых возмущений первоначально однородной 
горячей Вселенной, Основную роль здесь играет перестройка 
типа A32: и14+(Н--7з2+-722) •"i2-Hi--i> в которой при прохожде­
нии t через ноль происходит рождение каустики в R3, по форме 
напоминающей блюдце. 
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3.2 Перестройки фронтов типа Dk, Пусть 

Ft (q, U) — ± x2
2x. + -[-•-x\~l + ..7!-1-- *f-2 + . . . 

• • • + '7/г-2Л:2 + -7/ixl 
- версальная деформация (для группы К+-эквивалентностей [12]) 
с параметрами (у-, . . . , <J7V_2, ĝ GR*"1 стандартного представителя 
Fjj; (0, и), ti = (xu x2)6R2 орбиты £>f, Каустика Ej лагранжева 
многообразия с производящим семейством Ef есть множество q, 
удовлетворяющее уравнениям 

"£_о. "t-o, «и(."£-)-о, 
из которых вытекает, что точка q = (qi, . . . , дь-2, qu) принад­
лежит S/f тогда и только тогда, когда многочлен 

*i* + <7ix?_1 + • • • + «W-i8 + а?*2. 
где a - -j для F+ и а = — — для F~, имеет вещественный не­
нулевой кратный корень или нулевой корень кратности, большей 
двух. Аналогичное утверждение верно для комплексификации 
Е/^сС"-1 каустики E,f. 

Рассмотрим отображение <D:CA{to} Сй, Ф = (Ф1, . . . , й\) факто­
ризацию по действию в С/г-прообразе с координатами уи . . . , ук 
группы G Кокстера Du~ порожденной отражениями в зеркалах 
ц1=±У]- Инварианты этой группы записываются в виде 

ф 1 — _ a (</Д ..., У и2), Ф2 — 0-2 (У!2, . . . , У к2), . . • 

Ф / м = ( — I)'1'1 Ok-i (Ух2, ••-, Уй2). Фл — 1'1У\Уч •. • г//г. 

Здесь ат — симметрический многочлен степени т квадратов 
переменных у. Множество 2Ф критических значений Ф является 
фронтом в С/г лежандрова многообразия типа Dh и совпадает 
с множеством q — {qv . . . , -7ft)6Gft> при которых многочлен х1

Л + 
+ <7ixf_1 + . . . + .y^-V + <7А-Л + <7/.2 имеет кратный корень. 
Таким образом, каустика Е-. диффеоморфиа подмножеству 
фронта. Точка (.71, . . . , qk-г, -7/{cdot}) принадлежит Sft- тогда и только 
тогда, когда точка (^н . . . , qk-ъ,®, qn) принадлежит множеству 
2 ф \ { ^ = 0 , дп^Ф% где qh^Va-qu-

Модуль голоморфных векторных полей, касающихся Еф, т. е« 
модуль полей, являющихся образами при отображении Ф G-экви-
вариантных полей, является свободным модулем над кольцом 
голоморфных функций от <7бС* с образующими ет = 

к 
—• 2 (ёгас-(-)/?м ёгабФу)---—. Компоненты этих базисных полей ет 

Pi qi 
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можно найти с помощью формул: при и, .тг</г—1 

(gradO,,, gradO„)= - 4 2 (да+»-1 —2/)Ф,*Ф«+«-1-/, 

(gradOj, gradQft) = 
= - 2 ( А + 1 - / ) Ф м . •DA(gradOft,grad©ft)=.—ФА.!. 

Здесь через Фу* при j — \,...,k — I обозначены функции 
Qj*=0Jt при / = 0 , Ф0* = 1, при отрицательных j Ф ^ = 0 и 
Ф/г*=ФА

2. Доказательства этих формул вытекают из следую­
щего соотношения для симметрических многочленов [30]. Пусть 
о j при j = 1 , . . . , k — однородный симметрический многочлен 
степени J от у-2, . . . . yk

2. Положим а0-—1 и 0—0 при отри­
цательных / . Обозначим через о}(п) многочлен с;(Я)== 
— —--о,, (г/-2, . . . , (/Л2). Тогда при т<п 

к т—\ 

2 а'« (Л °» (/) = 2 4 (№ - ОТ + 1 + 2{cdot}/') am-l-Pn+j-

С помощью отображения I-(qi, • •., {cdot}-7*-2. Чк)-^(Яь • • •» 0, #/,} 
каустику В-,с вложим во фронт Еф. Опишем поля, касающиеся 
каустики, с помощью полей, касающихся фронта. 

Теорема, Голоморфные векторные поля, касающиеся £ / 
и касающиеся гиперплоскости qk — 0 продолжаются до голо­
морфных полей, в Сй, касающихся Вф и гиперплоскости qk — 0. 

Поля из модуля О, голоморфных векторных полей, касающихся 
ЕФ, касающиеся гиперплоскости ^ = 0 образуют свободный 
модуль с образующими ,У1=---е1, щ = е3— "~ - qxe2, . . . . •oi = ei — 

— —-———-q^i, . . . , vk= qtfih — — qk-fa. Следовательно, мо­
дуль Q- полей, касающихся каустики и /̂.—О, тоже является 
свободным и имеет образующие t)1|-u_i=o. ...» 'ИА|<7/-._1=о. 

Если поле •ЙУ касается каустики, то, очевидно, поле qk<w 
принадлежит Q-. Поэтому подмодуль 81, состоящий из полей, 
обращающихся в ноль при qk = Q, изоморфен модулю Z полей, 
касающихся каустики 2 / . Образующими Z являются поля 

— "iqu-Фк) | .7-,_..=о. Пересечение Б / с вещественной частью 
R'-'-cC*-1 есть каустика 2 / . Поля гиу, т) вещественные. По­
этому поля чю,\ h-n Tll ft-i являются образующими модуля веще-

•R | К 

ственно-аналитических полей, касающихся 2,,+. Для получения 
каустики .ЕА~ рассмотрим Т подмножество Cft_I, состоящее из 
наборов (qu. ,.,qk.2, iqk) вещественных qu..., qk-2, q^ Пересе-
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чение 2;,с с Т естьЕ^. Сужения полей Wj, r\ на Т образуют 
базис модуля вещественно-аналитических полей, касающихся Е-г. 
Заметим, что сужения w}, r\ на Rfc_1 и на Г отличаются только 
знаками некоторых коэффициентов. 

Теорема . Для всякой гладкой функции t:(R*"\ 0){to}(R, 0) 
fit Di 

такой, что --— =--=0, -г— ---=0 существует С "-диффеоморфизм, 
сохраняющий каустику 2* и приводящий функцию t к виду 

t — ± <? 1 + tttfa + . . . + а,<?2'? + bxqk + b2qkq2 + .. . + bsqkq\-^, 
где ah bfiR и • = | ] - 1 , 

Доказательство этой теоремы основано на вычислении 
спектральной последовательности, заданной комплексом 

а 
Q->Z->R [[.7]]->0, где d:-}•-»•-a(t), и квазиоднородной фильтра­
цией, соответствующей градуировке 2, 4 , . . . , 2 k - 4 , к перемен­
ных «7 L , - • • • <7л • 

Замечания . Если на функцию t действовать еще и за­
менами в образе, то можно получить следующую нормальную 
форму 

^ ? 1 ± ? " + ?*(-1 + б2?!Т--+-1?Г 1) . biGR. 
Аналогично случаю перестроек фронтов, результаты этой тео­
ремы переносятся на цилиндрические каустики, диффеоморф-

- ные прямому произведению Е,,* на линейное подпространство 
и на случай мультиростков каустик. 

Числа ft, ЯВЛЯЮТСЯ модулями нормальных форм перестроек 
каустик с расширенной каустикой Е,.*. Однако при различных 
наборах Ь, топологический тип перестроек одинаков. Как по-

. казал В. И. Бахтин, для всякой невырожденной функции t 
общего положения существует гомеоморфизм R''-1, сохраняю-

"щий каустику 2..*, являющийся С°°-диффеоморфизмом в проко­
лотой окрестности нуля, порожденным векторным полем из 
алгебры Z, и переводящий функцию t в функцию .71.-fc.-72. 

3.3 Поля, касающиеся каустик устойчивых лагранжевых 
отображений. Пусть E(c7, и), qeRn, M6RA — производящее се­
мейство устойчивого ростка лагранжева отображения p:F{to} 

• ->r*R", где K=-j(.7, и)|-—-=ol. В силу устойчивости, р мож-
L I On J 

но считать алгебраическим отображением. Для комплексифика-
, ции [)° отображения р множество критических точек рс, не яв­
ляющихся точками складки, имеет комплексную коразмерность 

" > 2 . Поэтому все биголоморфные векторные поля, касающиеся 
• комплексификации каустики 2/- являются р°-поднимаемыми. 
' Отсюда следует, что все вещественно-аналитические поля, 
'касающиеся 2р, являются р-поднимаемыми. Заметим, что поле 
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dt что --— 
dqx 

t) = 2.z); •--— является р-поднимаемым тогда и только тогда, 
когда существует набор функций hx(q, и),.. .,hk(q, и) такой, 
что для каждого /==1, . . . , /г выполнено соотношение 

'^.+2Д^)ес„й,*>Ш. Р) 
Из теоремы Гильберта о нулях вытекает, что алгебра р-под-

иимаемых вещественно-аналитических полей является конечно 
порожденным модулем над кольцом вещественно-аналитических 
функций от q. Формулы (9) ПОЗВОЛЯЮТ В ЯВНОМ виде найти 
образующие этой алгебры. 

Пусть производящее семейство F(q, a), qQR6, u=(xux2) 
имеет особенность E f ;E—я, 3 + х2

4 + <7.л:.̂ 22 + .72x1x2+.73x22 + 
+ '74xi + <75-*:2- Находя по формуле (9) образующие алгебры по­
лей, касающихся каустики tE„, МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ спектральную 
последовательность для приведения к нормальной форме невы­
рожденной функции диффеоморфизмами, сохраняющими каус­
тику БЯо. 

Т е о р е м а . Пусть t:(R6,0)—.»- (R, 0) — такая гладкая функция, 
—- =7-=0. Тогда существует росток в нуле 
' • 7 - о 

гладкого диффеоморфизма, сохраняющего каустику Бя., и су­
ществует замена координат в образе функции t, приводящие 
функцию i к виду 

<7i ± q% + о>\Чь + <h.4\ + W s + / (-"s)• 
Здесь a.GR и f(<75) -—некоторая гладкая функция, являющаяся 
функциональным модулем нормальных форм перестроек кау­
стик типа Ев. 

В отличие от лежаыдрова случая, где диффеоморфность 
фронтов двух лежандровых многообразий общего типа влечет 
^-эквивалентность соответствующих производящих семейств, в 
лагранжевом случае из диффеоморфности каустик двух лагран-
жевых отображений, (вообще говоря, не вытекает ^"'"-эквива­
лентность их производящих семейств. 

В работе [47] ставится вопрос об описании алгебраических 
условий, необходимых и достаточных для диффеоморфности 
каустик. Следующие утверждения дают частичный ответ на 
этот вопрос. 

1. Пусть расширенное производящее семейство (Q (г., q,u),0) 
задает однопараметрическое семейство ростков лагранжевых 
отображений, имеющих диффеоморфиые ростки каустик. Если 
всякое векторное поле, касающееся расширенной каустики So, 
является поднимаемым при своем лагранжевом отображении, то 
тогда якобиевы идеалы С0 (и) 1 — I ' | при разных значени­
ях t изоморфны (см. [29]). 
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2. Пусть семейство G(q, u)-+q0, G(0,0)=0 является V-вер-
сальным. Тогда семейство G(q,u) является слабо лагранжево 
устойчивым, т. е. всякое близкое к G(q,u) семейство имеет в 
близкой к нулю точке росток каустики, диффеоморфный ростку 
каустшш 2<- (см. [43]). 

§ 4. Устойчивые отображения, версальные семейства 

В этом параграфе мы обсуждаем результаты об устойчиво­
сти, версальности, конечной определенности различных функ­
циональных объектов, на которые действуют бесконечномерные 
группы Ли (группы диффеоморфизмов). 

4.1. Эквивариантная теорема версальности. Обычная лемма 
Морса является простейшим примером теоремы об устойчиво­
сти ростка функции. Из инфинитезимального условия—невы­
рожденности в особой точке второго дифференциала, вытекает 
устойчивость морсовского ростка функции. Эквивариантная 
лемма Морса [30] играет такую же роль в теории особенностей, 
обладающих некоторой симметрией. 

Рассмотрим компактную группу Ли G, действующую на мно­
гообразиях М и N. На пространстве G-эквивариантных отобра­
жений / : M-*-N действует произведение групп G-инвариантных 
диффеоморфизмов М и N. В пространстве струй отображений 
F возникает G-инвариантиая стратификация [57, 42], страты 
которой содержат орбиты струй функций / под действием этих 
диффеоморфизмов. Оказывается, что правильное определение 
трансверсальности G-инвариантного отображения G-инвариант-
ной стратификации, для которого была бы справедлива теорема 
об открытости и всюду плотности множества G-трансверсаль-
ных отображений в пространстве всех G-отображений, отли­
чается от обычного определения трансверсальности (см. [33]). 

Пусть имеется семейство G-отображений, зависящее от па­
раметров. Если построенное по этому семейству отображение 
параметров в пространство струй G-отображений трансверсаль-
но указанной стратификации, то такое семейство будем назы­
вать инфш-штезималы-ю версальным. В [56, 57] доказана тео­
рема о том, что из инфинитезимальной версальности вытекает 
версальность G-семейства. 

Различные случаи действия G линейными преобразованиями 
на R'* при малых /г рассмотрены в [45]. Здесь получены вер­
сальные деформации 22-функций f: R{to}R, при тривиальном 
действии Z2 в образе, (Z20Z2) — деформации отображений 
f: R2{to}R2. Рассмотрены также группы 0(2) и 0(2)®Z2 . Такие 
семейства отображений интересны для изучения бифуркаций 
положений равновесия упругих балок, обладающих соответст­
вующей симметрией. 

4.2. (s, n) -устойчивые семейства функций. Однопараметриче-
ское семейство фронтов или каустик задает расширенное про-
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изводящее семейство F(^, q, и), которое мы рассматривали как 
зависящее от t семейство семейств функций от и с параметра-
ми q. Обобщением такой ситуации (на случай многомерного 
времени) является теория семейства F(t, q, и) функций от neR\ 
зависящих от двух групп параметров f6Rs и qGTln. Два такие 
семейства Fi и F2 назовем контактно (s, n) -эквивалентными, 
если существует набор диффеоморфизмов 6i : R-+»i+'i-,.Rs+"+'ii 
в2 : Rs+"—>-Rs+n, 63: R"{to}R, для которых следующая диаграмма 
коммутативна (горизонтальные стрелки — естественные про­
екции) 

и ненулевая функция Ф(t, q, и) такие, что .Р2-=Ф- (Fi° 61). 
Задача описания орбит (s, n) -контактных эквивалентностей 

семейств функций ПОЛНОСТЬЮ адекватна задаче описания пере­
строек фронтов в s-параметрических семействах. "Действитель­
но, если (s, п)-семейство рассматривать как я-параметрическое 
семейство производящих семейств фронтов в пространстве q, 
то при контактной (s, п) -эквивалентности каждый фронт из од­
ного семейства диффеоморфно отображается на соответствую­
щий фронт другого семейства. Обратно, по теореме п. 1,1 об 
однозначности производящего семейства ростка фронта общего 
типа, диффеоморфные семейства фронтов порождают контакт­
ную эквивалентность соответствующих (s, n) -производящих се­
мейств. 

Для (s, n) -контактных эквивалентностей справедлива теоре­
ма о том, что из инфинитезимальной устойчивости, алгебраиче­
ские условия которой легко проверяются, вытекает устойчи­
вость (см. [36]). 

Полученные в § 2 нормальные формы перестроек фронтов 
позволяют описать все (1, n)-контактно устойчивые семейства, 
а теорема п. 1. о выпрямлении векторного поля определяет все 
(п, 1)-контактно устойчивые семейства, если п не превосхо­
дит 5. Такие семейства рассматривались в работах [22, 44, 35]. 

Вассерманн рассматривал [62, 63] (s, n) -устойчивость се­
мейств для другой rpynribi эквивалентностей. 

Семейства F{{t,q,u) и F2(t,q,u) называются (s, n)-эквива­
лентными, если существует коммутативная диаграмма 

Tj^s+n+k !X R{cdot}-+n+i _v Rs+n {to} R5 

R-s+n+ft ^ R.s+nf - _•.. R-,+'" ~> R.", 

ъ. которой 9ь е2, 63, 64 — диффеоморфизмы, горизонтальные 
•стрелки — естественные проекции, и отображение -f i задается 

формулой Pi(t, «7, и) <-> (if, q, Fi(t, q,u)). 
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В [63] доказано, что из инфинитезимальной (s, «)-устойчи-
вости вытекает (s, n) -устойчивость. Расклассифицированы все 
(1,3)-устойчивые и (3,1) -устойчивые семейства. Заметим, что 
теория (5,«) эквивалентностей семейств связана с перестрой­
ками каустик. Будем рассматривать F(t,q,u) как семейство, 
зависящее от t производящих семейств каустик в пространст­
ве q. (s, п) -эквивалентности семейств соответствуют диффео-
морфным перестройкам каустик. Однако из диффеоморфности 
семейств каустик, вообще говоря, не вытекает (s, n) -эквива­
лентность производящих семейств [64]. 

(s, п) -устойчивые семейства не позволяют описать всех ти­
пичных перестроек каустик, даже в R3. Не устранимым обра­
зом встречающиеся перестройки каустик типа Dh, нормальные 
формы которых содержат модули, приводят к неустойчивым 
(1,3)-семействам. 

Приведем список из [63] (3,1) -устойчивых семейств функ­
ций, описывающих устойчивые трехпараметрические пере­
стройки каустик в R1. Здесь «eR, q£R, t=(th t2> t3) 6R3 

u3-\-u-q; u?-\-u(tx ±q2); 
Я- + « (<2 + hq + q3); U3+U(t8 + t2q-\- ttf ± q*); 

tl* -|- И2 (q + tj) -|- uq; и4 + U2 (qtx + t2) + liq\ 
Ф + и2 (*! + q) + U (t2 ± ?-); и* + И2 (tx + ?) + Я (ta + tsq + .-8); 

и4+и-(^1±172) + и(^+^+<72); 
и6 + и3(г;1 + а^ + ^ ) + и^ + и(г!з+<7), aeR, a ^ | . ; 

U6 + tt3 (tx ± q2) + V? (t„ + <7t3) + uq. 
4.3. Диаграммы отображений. Пусть D — некоторый конеч­

ный набор Mj, /•-=1, . . . , n , гладких многообразий и отображе­
ний fi:MsW->Mt{i) этих многообразий. Через s(i) и t(i) мы 
обозначаем индексы многообразий образа и прообраза отображе­
ния ft. Диаграмме D соответствует граф с вершинами Мг 
ц стрелками /V Две диаграммы Л(1) и D(2) c изоморфными 
графами называются эквивалентными, если существует набор 
диффеоморфизмов в/.М}1)-+М®\ j = 1,.. . ,n, такой, что для. 
каждого отображения 0цг)о/р-)=-/|2)о0.(/). Диаграмма называется 
устойчивой, если всякая близкая, к D, в подходящей топологии, 
диаграмма D' эквивалентна D. Заменив многообразия M. и ото­
бражения fi их ростками в некоторых точках, получим локаль­
ные диаграммы. 

В ряде задач приходится рассматривать диаграммы, в ко­
торых отображения f>f или многообразия имеют дополнительную 
структуру. (Например, ' диаграммы (s,n)-эквивалентностей). 
При эквивалентности таких: диаграмм будем требовать сохра­
нения этой структуры, ; 
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Наборы векторных полей на М$ действуют на пространстве 
наборов отображений fi. Если такими полями можно получить 
любую инфш-штезимальную вариацию данного набора функций 
fu то диаграмму D будем называть инфшштезимально устой­
чивой. 

Т е о р е м а [36]. Если диаграмма D не содержит поддиа­
грамм вида Mg-^M1-4-M2 (расходящихся) или циклов, то из 
инфинитезимальной устойчивости вытекает устойчивость D. 

Особенности расходящихся диаграмм подробно изучены в 
работах Дюфура [36—39]. В них показано, что диаграмма, со­
держащая ориентированный цикл, не может быть устойчивой. 
Для расходящейся диаграммы (R2,0)-^(R2,0){to}(R, 0), имею­
щей в координатах (x, у) 6R2 вид {х, у2) -•-. (х,у) •->- {х+ху+у2), 
из инфинитезимальной устойчивости не вытекает устойчивость 
в классе аналитических диффеоморфизмов и отображений, хотя 
в классе гладких диффеоморфизмов и отображений эта диаг­
рамма, все-таки, является устойчивой .[37]. Подобное различие 
аналитического и гладкого случаев характерно и для других 
расходящихся диаграмм, для групп замен координат в образе.. 
Приведенный пример диаграммы возник при изучении особен­
ностей огибающих однопараметрического семейства кривых на 
плоскости. Такое семейство задается парой, состоящей из. 
отображения R2 в R2 и функции на R2-npoo6pa3e, расслаиваю­
щей его на кривые из семейства. Классификацию начальных 
особенностей огибающих можно найти в [6, 3,0]. 

На языке диаграмм отображений можно описать любую за­
дачу теории особенностей. Правда, наиболее интересными слу­
чаями, как правило, оказываются случаи диаграмм специаль­
ного вида, либо диаграмм, содержащих циклы, расходящиеся 
поддиаграммы. Для таких случаев теорему устойчивости при­
ходится доказывать заново. 

Для устойчивости каустик и фронтов нужны теоремы вер-
сальности ростка, зависящего от параметров q, семейства F 
функций Rft{to}R для групп правой или У-(контактной) эквива-
лентностей. Этим теоремам соответствуют теоремы устойчивости 
диаграмм вида 

R"XR*-5-RreX R->Rn, . E.(<7, U)"t (q, f (q, u)). 
Доказательство этих и более общих (для семейств отображе­
ний, двухсторонних групп замен переменных других групп) при­
ведены в работах ![16, 20, 51, 54, 60]. 

Существование версальной деформации ростка функции 
предполагает конечную определенность некоторой струи этого 
ростка. Обобщения известных условий Мазера конечной опреде­
ленности на случаи различных групп эквивалентностей можно 
найти в работах [17, 18, 50, 26]. В [13, 67] рассматриваются бес­
конечно определенные ростки отображений, т. е. ростки, соот-
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ветствующая орбита которых определяется формальным рядом 
ростка, Эти определения важны в тех случаях, где возникают 
различия в действии групп аналитических и гладких диффео­
морфизмов. 

4.4 Некоторые замечания о каустиках и фронтах. Локально 
производящие семейства существуют для любого ростка лаг-
раюкева или лежандрова подмногообразия. Существование 
глобального производящего семейства, как показано в [52, 531, 
зависит от некоторых характеристических классов лагранжевых 
или лежандровых подмногообразий, обобщающих известный 
класс Маслова [8, 27] и связанных с классами, построенными 
в [15]. 

Рассмотрение списка нормальных форм однопараметрических 
перестроек каустик и фронтов показывает, что не все перестрой­
ки могут реализовываться как перестройки с течением времени 
каустики или фронта связного лагранжева или лежандрова под­
многообразия. Таким образом, топологические вопросы глобаль­
ных перестроек фронтов и каустик упираются в теорию лагран­
жевых и лежандровых кобордизмов (см. [7]). 

Касательные элементы к подмногообразию аффинного про­
странства образуют лежандрово подмногообразие контактного 
пространства всех линейных элементов. Выпуклая оболочка 
подмногообразия, имеющая особенности, определяется этим 
лежандровым подмногообразием. Особенности выпуклых обо­
лочек см. в [23, 28]. 
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