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ОБ УРАВНЕНИИ, ОПИСЫВАЩЕМ МОДУЛЯРНУЮ ПОВЕРХНОСТЬ 
ГИЛЬБЕРТА 

Пусть K=Q,(^p)- действительное квадратичное поле, где про­
стое psl(moolii) . j)= Ок ~ К0ЛЬЦ° целых чисел в поле К. = 0.(\[р') 
Группа Г (К) = S La (©) ~ модулярная группа Гильберта действует 
на Нг = Н*Н : если М « ^ 0 G Г (К) , то отображение 

V* 5-у4 Vz<tSr -Т*!7**/ 
является аналитическим автоморфизмом Н * Н (где Н = ̂ Z G C J — 

верхняя полуплоскость, Z\, Zz €. Н , CL Л —»- dL - сопряжение в 
К - й О р О >. Х(р) = Н У Г ( К ) = Н V S L a ( 0 > - модулярная 
поверхность Гильберта, т.е. некомпактная комплексная поверхность 
с конечным числом особенностей. Эту поверхность легко можно ком­
пактифицировать и, разрешив особенности по Хирцебруху, получим 
неособую компактную алгебраическую поверхность, которую обозна­
чим У(р). При исследовании модулярных поверхностей Гильберта 
важная роль принадлежит модулярным кривым Хирцебруха, которые 
определяются следующим образом: 
Для каждого натурального N > 1 рассматриваем все точки (£,, Z^)€. 

Н » которые удовлетворяют уравнению: 
F N : Clip Z 1 Z a + X z a - X ' z 1 + & {р* = 0 ID 

где а, 
Это множество инвариантно относительно S L2(0)• Образ этой кри­
вой на Х(р) обозначим через F N , она существует дляГ-тИ =1. 
Такая кривая определяет для каждого N неособую модель на У(р), 
которую также обозначим через F^ • 

Уравнение (I) можно переписать в виде 
(гг1)А(^) = 0 <г> 

где матрица А =( J» Rifr J - целочисленна, примитивна и косо-
\-А ОНР/ i t | 1 д м симметрична, т.е. удовлетворяет условию А = - А . (Ш, А = и . 

F^ - неприводима, если N ^0(ntod,p)H имеет две компоненты, 
если N зе 0 (wool p 2) • Количество неприводимых компонент 
на Х(р) равно количеству S L a ( 0 ) - неэквивалентных классов при-
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митивных коео-симметричных матриц детерминанта N . 
Используя связность алгебраических поверхностей Хирцебрух 

совместно с Ван не Веном доказали, что модулярные поверхнос­
ти Гильберта в зависимости от р делятся на 4 больших класса: I-
рациональные поверхности; П поверхности - бирационально эквива­
лентные КЗ, Ш - поверхности - бирационально эквивалентные эллив-
тическим поверхностям, 1У - поверхности обобщенного типа. 

В 1976 г. Хирцебрух построил минимальную модель гильберто­
вой модулярной поверхности для Q,(I[5~)H, используя топологичес­
кие инварианты, отождествил ее с кубической поверхностью типа 
КлебШа или Клейна. 

Используя этот изоморфизм, можно описать модулярную поверх­
ность Гильберта, ассоциированную с 0.(^[5~). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Модулярная поверхность Гильберта, ассоциирован­
ная с Q N 5 ) в трехмерном пространстве может быть описана куби­
ческим уравнением с коэффициентами из поля Q . ( N 5 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Известно, что любая кубическая поверхность 
определяется двадцатью коэффициентами С и К : 

F(z„za)z3) = 2 1 CijKzizK . 
CKl<j<K<5 

На этой поверхности выберем не больше трех алгебраически неза­
висимых кривых (такие кривые всегда найдутся и их количество 
всегда не больше степени алгебраической поверхности). Пусть та­
ких кривых будет две F N и Г^ (т.к. для Q ( ^ ) существуют две 
кривые Хирцебруха, которые изоморфны алгебраическим кривым F ^ 
и F*|M )• Если кривых окажется три (т. е. найдется еще такое N а, 
что Ттэ ) =1 )> т° дальнейшие рассуждения останутся такими же. 

Итак, пусть на кубической поверхности существуют алгебраи­
ческие кривые: 

FNl: aifp г, гг+ X, г г - Xj z, + 8 ^ = о 

FNa: аг{р z, z3 + Аг z3 - Х'г z, + У р - О 
Выберем на F^ и F^ столько точек, сколько их необходимо для 
определения двадцати коэффициентов. Выбор точек на кривых осуще­
ствляется произвольным образом: для каждой FNJ_ составляется та­
блица значений выбранных точек и их нумерация. 

Пусть 
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4 : z"oHpz,+x1
 (5) 

И пусть Zi принимает значения: 0,1, A^, &o, • • • » Т 0 Г Д а "i-г. на~ 
ходится из уравнения(b)и составляется 

Таблица I 

номера Примечание 
точек 

I. - i r = ^ ° ° 
о -iS-А, о 

2. Л, 

3. 

Мр+Х< _& ' ^ 0 

4. оц{р-Л'1 1 

5. г 1 аДр+А, 

6. г о,р + Л, 

8. А,(1+<Мр) 

9- Б о Л , + е .а , {р ' 

ю. _te>^=E;; &o о 
<MpVA, 

?. 
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Пусть 

P f V ^ а^^+Ла (6) 

Пусть 3^ принимает опять произвольные значения, а %г на­
ходится из уравнения (6). Составляется аналогичная таблица 2. 

Номера 
точек 

I I . 

13. 

16. 

17. 

18. 

Таблица 2 

^1 2 г Zb Примечание 

у? j / - А Е • О О 
\г 

12. О 0 - isJE-Д' 

1 0 Х'а-Мр=5,, 

Т4 _ М Е ± А ^ Р / n 

а г6 гр + Х г. 
г. 

агр+Аг 

Мр-Е г 0 ^ a - № = L 

Аг О ^ # = К г 

19. Л , 0 A U . - M P ^ 
аг{р60+Аг 

20- "аг{р&0-А'г=Вг ° е° 
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Подставляя значения двадцати точек таблиц I, 2 в уравнение 
(3) получаем систему однородных уравнений с двадцатью неизвет-
ными, роль которых играют коэффициенты уравнения кубической по­
верхности. Определитель такой системы равен 0, ранг - 5. Такая 
система имеет бесчисленное множество решений из которых 15 фун­
даментальных. Решив эту систему найдем коэффициенты кубической 
поверхности, которая описывается уравнением (3). Ясно, что все 
эти коэффициенты будут являться числами поля d^lp") , т.к. алге­
браические операции в этом поле над его элементами не выводят их 
за его пределы. 

Этот метод можно применять для описывания всех модулярных 
поверхностей Гильберта, изоморфных рациональным алгебраичеким 
поверхностям, для чего необходимо найти минимальную модель, изо­
морфную какой-либо рациональной алгебраической поверхности. Ко­
личество кривых Хирцебруха определяется для каждого р s ^ m o d ^ ) 
В данном случае рассуждения производились для р = 5 . Если будет 
найдена устойчивая зависимость между числом кривых и степенью 
описываемой изоморфной модулярной поверхностью Гильберта алгеб­
раической поверхности, то тем самым этим методом можно описать 
все рациональные модулярные поверхности. Однако этот метод не­
удобен из-за невозможности применить ЭВМ, но все же позволяет 
судить о коэффициентах алгебраических поверхностей, что необхо­
димо знать при редукции их. Автор благодарна А.Й.Виноградову за 
внимание к работр. 
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