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ВВЕДЕНИЕ 

Бурбаки насчитывают три порождающих структуры: (les 
structures meres): п о р я д к а , г р у п п о в у ю и т о п о л о г и ­
ч е с к у ю ИЛИ структуру н е п р е р ы н о с т и . Экстраполируя 
историко-математическое мышление вглубь тысячелетий, мы на­
ходим на заре человеческой мысли три операции, с.помощью 
которых первобытный человек пытался упорядочить свою дея­
тельность и ее планирование. Соответственно, — это счет, груп-
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ш-фовка, измерение. Относительно счета это очевидно. Что ка­
сается группировки, то не на ней ли основана позиционная си­
стема записи чисел и далее (а может быть и ранее) умножение, 
как сложение групп с одинаковым числом предметов? 

Наконец, измерение, возникшее как замена невозможного 
счета числа зерен или капель, применением меры, т. е. перво­
начально сосуда постоянной вместимости, однако этот способ 
оценки хозяйственно важных сыпучих или ЖИДКИХ тел был неиз­
бежно приближенным, а понятие приближения выкристаллизо­
валось в дальнейшем в (понятие окрестности, породив топологию. 

Однако рассматривая фактическое содержание математики, 
которое, казалось бы должно охватываться структурами Бур-
баки, мы замечаем странную вещь. Действительно, куда отне­
сти такой ряд фундаментальных понятий, как взаимно одно­
значные соответствия, функции (как соответствия однозначные 
в одну сторону), соответствия общего вида и, наконец,'понятие 
декартова произведения множеств? Попытки произвести это 
включение приводят нас к мысли, что а число основных струк­
тур Бурлаки не попала очень важная четвертая структура, ко­
торую мы предлагаем назвать структурой композиции. 

Бросим теперь взгляд на историю развития промежуточных 
понятий, принадлежащих этой незамеченной структуре. Поня­
тием 'однозначного соответствия человек пользуется, в сущности 
говоря, употребляя в виде простейшей математической машины 
пальцы рук и ног. Труднее проследить историю сознательного 
возникновения понятия функциональной зависимости, но, не­
сомненно, оно попользовалось постоянно и до того, .когда впер­
вые математики стали употреблять слово функция. Требование 
того, чтобы функция была определена при любых значениях 
целочисленных аргументов, привело к таким обобщениям поня­
тия числа, как отрицательные и дробные числа. То же требова­
ние для функции, определенной на множестве сходящихся 
последовательностей, привело к понятию иррационального чис­
ла. Комплексное число возникает также при -распространении 
операции извлечения корня на область отрицательных чисел. 
Наконец, понятие декартова /произведения невидимо присутство­
вало при рождении таких фундаментальных величин механики 
и физики, какой является, например, работа (Галилей, Пон-
селе). 

Сейчас я затрудняюсь указать примеры использования поня­
тия соответствия общего вида. В деталях оно начало разраба­
тываться только в новейшее время, когда возникли такие 
термины, как биекция, сюръекция и т. д. Что касается геомет­
рии, то в ней идея соответствия приводит к понятиям преобра- * 
зования .подобия, аффинитета, проекцивитета и конформности, 
а требование взаимной однозначности двух последних порож­
дает «несобственные элементы и, наконец, концепции проектив­
ного и конформного пространства. 
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Идея декартова произведения проявляется, пожалуй, прежде 
:всего в 'понятии класса римановых пространств, которые были 
названы П. А. Широковым л а м е л л я р н ы м и [46], а теперь 
лазываются по Картаиу п р и в о д и м ы м и . Идея декартова 
произведения лежит и в основе концепции расслоенного прост­
ранства, которое в начале также называлось .косым произведе­
нием [26]. Основной МЫСЛЬЮ о декартовой композиции [19]. 
я считаю, то, что там предлагается рассматривать сеть в смысле 
„Дубнова, как топологическое произведение двух базисных ли­
ний. Это позволило, в дальнейшем, перенести многие понятия 
из теории сетей в общую теорию композиций (Е. К. Леонтьев 
J7] — [9] и Г. Н. Тимофеев [22], I27]—(31l). K этим работам 
мы еще вернемся. 

Понятие композиции лежит и в основе настоящей работы. 
С точки зрения этого понятия, мы рассматриваем в ней раз­
личные темы, занимающие представителей геометрии «в малом». 
•Однако чтобы не перейти всякие границы в размерах статьи, 
a также в целях унификации терминологии, нам придется про­
сить снисходительного отношения читателя к тому, что мы 
предлагаем здесь несколько необычную терминологию, введение 
которой, ка.к нам кажется,.оправдывает себя. 

Глава 1 
КОМПОЗИЦИЯ ВЕКТОРНОГО РАССЛОЕНИЯ 

§ 1. СВЯЗНОСТИ НА ВЕКТОРНОМ РАССЛОЕНИИ 

Будем называть расслоение векторным, если оно представ­
ляет собой композицию дифференцируемого, нужное число раз, 
пространства Хг г-измерений (база) и линейного векторного 
пространства Вп над алгеброй ранга р (для простоты предпо­
ложим ее коммутативной). Такое расслоение мы будем обозна­
чать символом (рп)', называя г его степенью, /г —его формаль­
ным, a pn — реальным числом измерений. 

Если точка базы задается координатами и- (£=Т,~г), то для 
mix допускаются преобразования, при которых 

da1'=р\'йа1, (1.1) 
с невырожденной якобиевой матрицей 

(П-Ы\\> 0-2) 
-которая допускает обратную матрицу 

(-*HIP!. | | - _ (1-3) 
С другой стороны, координаты вектора va {a=l, п) слоя пре­
образуются по закону 

<Pa' = A%v*, (1.4) 
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где Аа — дифференцируемые по и1 (нужное число раз) функции 
от а-. 

Из формул (1.4) обычным образом выводятся законы пре­
образований координат ковекторов и тензоров слоя. 

Будем говорить, что на расслоении задана связность, если 
задан закон параллельного перенесения (трансляции) вектора 
в виде уравнений: 

dva-\-Tfbvbdai=:dva + <na
bvl> = 0. (1.5) 

Формы юьа назовем формами связности, а величины Tia
b — 

координатами транслятора. Условие (1-5) позволяет определить 
понятие абсолютного дифференциала и ковариантной производ­
ной для векторов, ковекторов и тензоров. Так, для вектора: 

b'va = dva-\-uia
bvb; \/^а = д^а + Т^ь. (1.6) 

Требование инвариантности определения трансляции приводит.. 
вследствие 

bv" = b(A%va') = Aa
a,bva'4-(bAa

a,)dva', 
к закону преобразования координат транслятора. 
Условие • . . 

8Л2' = -Л2' + ш?:.Л»'-ш£лг' = 0. • (1.7) 
выражает, с одной стороны, свойство единичного аффинора, 
заданного сразу в двух различных системах линейных коорди­
нат. С другой .стороны, оно позволяет записать закон .преобра­
зования координат транслятора. 

Может случиться, что на базе тоже задана связность0 

формами 
coj ~r7l/dMft (1.8) 

или транслятором Г,./'. В таком случае мы можем рассматри­
вать вторые ковариаитные производные и их альтернации. Для 
вектора, например, мы будем иметь 

УиУ<-о<--=2#ль0оь, (1.9> 
где 

Riia* --= 2 (.-ЗД-а- + Г[3сЬГ^ас) (1.Ю) 
есть смешанный тензор кривизны. Выражения альтернирован­
ных вторых ковариантных производных ковекторов и тензоров 
составляются по обычным правилам. 

Если базовая связность задана не произвольно, а опреде­
ляется инвариантно СВЯЗНОСТЬЮ расслоения, то мы будем гово­
рить, что она индуцируется последней или является ее реали­
зацией на базе. 

Предположим, например, что число р е а л ь н ы х измерений 
рп равно степени г, т. е. рассмотрим расслоение2': (г)г. 

1 Здесь л в дальнейшем мы будем предполагать, что эти связности ли­
шены кручения. 

2 Такое расслоение мы назовем совершенным. 
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В таком случае матрица с в я з у ю щ е г о а ф ф и н о р а 

(где va вектор) будет квадратной неособенной, 
Требование 

• 6iWia = d.V+G->ba->b—.ai-Uja = 0, 

Vj.V = дрр. + Tjb
aVib—Vjihvua (1 -11 > 

однозначно определяет связность на 'базе, которая является реа­
лизацией связности на расслоении. Такой способ определения 
реализации связности в пространстве над алгебрами рассматри­
вался в явном виде, в [20а] и, в сущности говоря, он уже 
был использован и в [3]. 

Второе ковариантное дифференцирование в применении к 
соотношению • (1.11) дает выражение для тензора кривизны1 

базовой связности 
Rml=AtAb%iab. (I-12) 

Отметим, наконец, что все (приведенные рассуждения не те­
ряют смысла для расслоения (р/г)1. Вышеприведенные формулы 
принимают при этом следующий вид11: 

•о*'=Ао* (1.4'У 
So*=^4^*=(^4r^*)^s (i{cdot}6'> 

6A-=dA + co'A—Aco = 0 (1.7') 
VlJV1]o*---2Ri,,,i>*---2R.„u* (L90 

Rji=2d{jYn (1.10'> 
причем, легко видеть, что Яц есть бивектор на базе и он инва­
риантен при замене координат на слое. 

Полученные формулы исчерпывают, в основном, теорию так: 
называемого продолженного дифференцирования.. 

§ 2. АДАПТИРОВАННЫЙ РЕПЕР 

Обозначим через ха векторы репера, связанного со всякой: 
точкой векторного рассло?ния2) (п)г. 
Образуя формально абсолютный дифференциал 

8xa—dxa — офср, а,р—ТГя, (2.1)> 

1; Оказывается удобным в этом случае заменять единственный свободный 
индекс каким-либо значком, например *, который ставится вверху или внизу-
для индекса, обозначающего контр авариаитную или ковариантную валент-
ность; соответственно. 

-.' Начиная с этого момента, мы будем: считать слой линейным векторным 
пространством над полем действительных чисел так, что ранг, алгебры р=1 , . 
хотя многие дальнейшие результаты будут справедливы и в более общих. 
случаях. 

12 Ь 



где соР—формы связности, заданные на расслоении, придем к 
'Следующим деривационным формулам 

S x c - ^ x p . (2.2) 

•Формы р!| будем называть формами девиации. Коэффициенты 
f?a в выражениях 

определяют тензор девиации. 
Предполагая, что на базе задана аффинная связность, со­

ставим условия интегрируемости уравнений 
V ^ - ^ , (2.4) 

равносильных (2.2). Дифференцируя вторично, получим 
VyV^—V^f^p + ^ p x , , 

а. после альтернации1) — 
1 

— g- RjlaXy = {V[jblia,+ bt[ia.by
m) Xy, 

•откуда 
Rj^-~-2{v[jbl]a~yb\iab^). (2.5) 

Рассмотрим репер, образованный ковекторами ?•". Назовем его 
просто корепером для репера хр, если они связаны условием 
взаимности: 

fxa^bl (2.6) 
Легко видеть, что деривационные уравнения для корепера 
имеют вид 

8?.-в_шР1-« . (2.7) 
и их условия интегрируемости не дают ничего нового. 

Расслоение назовем плоским, если его тензор девиации 
РЙ----0. (2.8) 

Из (2.5) следует, что для плоского расслоения 
* „ . - 0 . (2-9) 

которое необходимо, но недостаточно для того, чтобы расслоение 
было плоским. Векторы репера плоского .расслоения удов­
летворяют системе уравнений 

diX* = Tlxv, (2-Ю 
общее решение которых имеет вид 

1 Индекс и, как принадлежащий другой области, не считается участвую­
щим в альтернации. Это предположение будем считать принятым и в даль­
нейшем. 
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x—c/ov, (2.11) 
если t»v образует систему его независимых частных реше-

•ний. Таким образом, формулы (2.9) показывают, что от репера 
х а мы можем перейти к реперу cv. Сделав это, мы получим 
вместо (2.4): 

V i x a - = 0 
и транслятор 

rfa — 0. (2.12) 
Репер плоского расслоения, удовлетворяющий (2.12), мы будем 
называть декартовым. Пользуясь им, мы можем отождествлять 
результаты «овариантного и обычного дифференцирования. 

§ 3. ПОДРАССЛОЕНИЕ. РЕКУРРЕНТНОЕ ПЕРЕНЕСЕНИЕ 

Будем называть расслоение (т)г п о д р а с с л о е н и е м рас­
слоения (n)r, если m < n и слой SmcSn в соответственных точ­
ках их баз, которые предполагаются совпавшими. Репер рас­
слоения (п)г называется адаптированным к прослойке, если его 
векторы xa, (a — 1, т) принадлежат слою Sm, а векторы х— 
<{а = \,т) ему не принадлежат и /п = п — т. Никаких условий 
на эти дополнительные векторы, кроме условий независимости 
векторов хд, х-, пока накладывать не будем. 

Деривационные уравнения для адаптированного репера при-
яимают следующий вид: 

д txa—ТшХь — Г ?вХГ = &*оХ j + bb
iaxF, (a) 

VjX{cdot}-- = ftJ-x.,. (в) 

Группируя члены в (а), получим 

где 
yL—TL+fcL (з.1) 

[-L — rfa + &L (3.2) 
Легко видеть, что при допустимых преобразованиях адаптиро­
ванного репера, т. е. при таких преобразованиях, которые пере­
водят его iB адаптированный, величины Yiab определяют трансля­
тор внутренней связности подрасслоения. С помощью соот­
ветствующего ей ковариантного дифференцирования уравнения 
(а) могут быть записаны в следующем виде 

ViXe^pUg". (3.3) 
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Величины fia определяют (при допустимых преобразованиях) 
тензор —девиатор прослойки. Уравнение (в) не представляет 
интереса, вследствие- неинвариантного выбора векторов х^ . До­
пустим; что девиатор обращается в нуль. Тогда уравнение 
(3.3) равносильно следующему 

бха = у*рь. (3-4> 
Это уравнение, очевидно, выражает тот факт, что плоскости Sm 
переносятся параллельно вдоль кривой базы с 'касательным 
вектором du1. Что касается векторов ха (и всех их линейных 
комбинаций), то про них мы будем говорить, что они переносят­
ся р е к у р р е н т н о. 

Если,условие (а) выполняется для каждой кривой, т. е. име­
ет вид 

ViX a = VtabXb, (3.5) 
то мы будем говорить, что система векторов. ха образует рекур­
рентное поле. 

Остановимся особо на случае т = 1 . 
Тогда 

Vix=yix. (3.6} 
Назовем yi модулем рекуррентности. 

Переводя х -в Хх, мы видим, что этот модуль преобразуется 
т а к . ' , ' . ' " 

yi'=yi—dilnX. (3.7) 
Если y i ~ градиент, то, очевидно, вектор х можно перенормиро­
вать так, что после этого 

Vix = 0 
и он переносится параллельно. Два вектора х и у будем назы­
вать к о н к у р е н т н ы м и, если для первого выполняется усло­
вие (3.6), а для второго условие 

Viy = viy. (3.8) 
Если для модулей рекуррентности двух векторов, выполняется 
соотношение 

V/—Yi = grad, (3.9) 
то, с помощью перенормировки, их можно сделать конкурент­
ными. 

Для любой: системы конкурентных векторов, очевидно спра­
ведливо утверждение, что и их любая ж е с т к а я линейная 
комбинация (т. е. комбинация с постоянными коэффициентами) 
конкурентна им, а это значит, что для k независимых конку­
рентных векторов существует со'{ полей конкурентных между 
собой и с основными векторами, 

Предположим, наконец, что существует система k+\ векто­
ров, каждый из которых рекурр.ентен. 
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Из условия линейной зависимости 
x+XiX1+A,2x2+ •. • + A T A = 0 

получим, дифференцируя, ; 
Cux+,(A,l(Oi + dXi)Xl+ (\2ffl2 + d^2)X2+ . . . ,+ (A,ftC0,. + 'dX/.)x,t = 0, 

или 
[A.i((u—cc>i)+dA,i]x1 + [A,2(o>—сй2)+йХ2]х2+ . . . -+ [ЯД.(СО—coh) + 

.+dhk]xh = 0. 
Таким образом, СО—co0=dln.\,a, a = l , 2 , . . . , k, а это значит, что 
все векторы ха конкурентны вектору х, а значит и между собой. 
Итак: если плоское подмногообразие k измерений допускает 
существование системы ранга k+l рекуррентного вектора, то 
оно допускает существование множества oo?i конкурентных по­
лей, содержащего векторы, коллинеарные данным. Такое много­
образие Pk мы будем называть в п о л н е р е к у р р е н т н ы м . 

§ 4. СКОМПОНОВАННЫЕ РАССЛОЕНИЯ 

Будем говорить, что расслоение (п)г скомпоновано из двух 
подрасслоений (т)г и (т)г, где т — п—т, и плоскости этих 
подрасслоений содержат только 0-вектор в качестве своего об­
щего элемента. 

Эти подрасслоений с плоскостями 5„г и Sm мы будем назы­
вать компонентами расслоения и, для того, чтобы различить 
их друг от друга, сопровождать их упоминания, а также упо­
минания всего, что с ними связано словами в е р т и к а л ь н ы й 
и г о р и з он т а л ь н ы й, соответственно. > 

Так, плоскость Sm (S-) вертикальна (горизонтальна), при­
надлежащие ей векторы вертикальны (горизонтальны) и т. д. 

Считая, что выбор подрасслоений фиксирован, и рассуждая 
как выше, приведем деривационные уравнения к следующему 
виду: 

« - . - - * . ! • • ( 4 Л ) 

При этом, составляя выражения абсолютных дифференциалов, 
мы пользуемся трансляторами Г'?а и Г*-, которые определяют, 
соответственно, вертикальную и горизонтальную связности. 
При этом имеем два девиатора b\a и bb— Первый из них мы 
назовем нисходящим, а второй восходящим. Составим условия 
интегрируемости системы (4.1) или равносильной ей системы 

V i x a — - 4 x r , (a) 

V^=fe , (а) (4'2) 
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Hjla — 

Vybtu 

Rjia = 

ViX-

Zb\labb
n-, 

2 = 0, 

-2Ь\ГаЬ% 

- = 0 . 

(4.3> 

(4.4) 

(4.3'> 

(4.4') 

предположив задание связности на базе. 
Дифференцируя вторично, получим 

VyViX —• Vjblxj; +-bbiabb
rbxb, 

а после альтернации и сравнения 

и, .аналогично, 

Перейдем теперь к рассмотрению расслоений и скомпонованных 
расслоений специального вида. 

§ 5. КАСАТЕЛЬНОЕ РАССЛОЕНИЕ 

Расслоение 'вида (г)'' называется также касательным. Как 
мы видели выше, для него существует связующий аффинор, 
матрица которого (5.1): 1 

,. „.. (а = \, т\ 
Ut\\ . ' • (5.1> 

\ i = l, л / 
квадратная, неособенная, ЧТО позволяет построить аффинор A<A 
•связанный с данным соотношением: 

A?Al~b%\ A?Ai = oi , (5.2) 
и условиться о способе замены индексов на базе и индексов-
в слое. Например, для векторов и «овекторов 

D'=AilM*; Wi = AaiWa. 

При этом условие (Г 12) становится тривиальным. Приняв это 
соглашение, мы лолучим следующую систему векторов, образу­
ющих базис в слое 

I Xi=Aiaxa. (5.3 > 
Дифференцируя (5.3) и пользуясь соотношением (1.11), находим 

8A-/ — 0, (5.4) 
VjXt = AfbjaxF 

или 
V ^ — ^ . x - - . '(5.5> 

Величины _ 
Bjj~b\tn (5.6) 
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образуют объект неголономяости расслоения. • 
Если 

Ьцъ = 0, (5.7) 
то 

xi-=<3ix. (5.8) 
Принимая векторы xi за базисные в слое, мы получим вместо 
(4.2 а) уравнения 

VyVjX = ^ x - , (5.9) 
которые совпадают с деривационными уравнениями релятивной 
геометрии поверхности аффинного .пространства11. Уравнения 
(5.9) и условия их интегрируемости также вытекают из общей. 
теории нормализации [21]. 

§ 6. ТЕОРИЯ КОМПОЗИЦИЙ 

Еслк касательное расслоение (г)г скомпоновано из двух 
подрасслоений {т)г и (т)г(т=-=п—т), то говорят также, что в 
нем задана композиция (т,т)г из подрасслоений. Предполо­
жим, что объекты неголономности обоих подрасслоений обра­
щаются в нуль2). В этом случае, как мы видели выше, коорди­
наты можно разбить на две группы и1, i = l , . . . , m , и 
и1 , i = \, ... ,т. Базовое пространство при этом МОЖНО рас­
сматривать как декартово произведение двух базовых много­
образий Хт и Х-. Фиксируя точку Mo на втором из них, мы 
получаем на базе Хп поверхность Х°т> эта поверхность назы­
вается позицией многообразия Хт, а точка M0 — её центром. 

Фиксируя М0 на Хт, получим позицию многообразия X— с 
центром в точке M0. Любые две позиции Хт(Х^) называются 
соответственными (соответственными называются и точки на. 
двух позициях), если координаты и1 {а1) для них совпадают. 
Любые две позиции Хт и Х- называются т р а н с в е р с а л ь -
ными, если они имеют (в малом) только одну общую точку.. 
Пользуясь введенными обозначениями, получим деривационные: 
уравнения в виде следующих четырех равенств: 

VyX. = fi*ixF (a) 
Vjx* = & - ( & ) 

* - ( 6 Л > 
V j x r = &rrXft (a) 

V^xr—^TXft Ф) 
1 Ссылка приводится в виде примера, полный обзор литературы по этим 

вопросам, начиная с работ Бляшке, Миллера и т. д., очевидно невозможен.. 
2 Более общий случай — неголономных. композиций — был рассмотрен 

Р. Ф. Домбровским [41. 
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Будем классифицировать композиции по следующим принци­
пам, говоря, что ПОЗИЦИЯ переносится параллельно по .некото­
рому направлению, если по этому направлению переносится 
параллельно ее касательная площадка. 

1. Если любая позиция Хт(Х~) переносится параллельно 
по любому, принадлежащему ей пути. т. е. является вполне 
геодезической, то композиция называется полугеодезической и 
обозначается через g (g). 

2. Композиция называется геодезической, если она одно­
временно принадлежит к классу g и g и обозначается через 
(g, g) = G. 

3. Композиция называется получебышевской, если Хт(Хт) 
переносится параллельно по любому пути, принадлежащему 
трансверсальной позиции и обозначается t (t). 

4. Композиция называется чебышевской, если она принадле­
жит одновременно к классам t и t и обозначается (t, t)==T. 

5. Композиция называется полудекартовой, если она принадле­
жит к классу g (g) и одновременно классу t(t). Она обозна­
чается через d(d). 

6. Композиция называется декартовой, если она принадле­
жит одновременно классам dud. Она обозначается через 

(d, d)==D. 
Все это можно наглядно представить в следующей таблице, 

содержащей также и указанные признаки, характеризующие 
все отмеченные классы композиций (см. таблицу на стр. 129). 

Сеть двумерного пространства является частным случаем 
композиции (1, I)2 и к ним применяются все предыдущие опре­
деления. Деривационные уравнения сети имеют (вид: 

их» - ГгХ* = V;x,h = bjtxr 

д-х~- r r x - = V r x - — -'-r-rxH: (6.3) 
с условиями интегрируемости 

V l y&^ = 0 (6.4) 

v.w*;,r—o . 
С другой стороны, каждую из координатных линий системы, 
адаптированной к сети, можно развернуть на ПЛОСКОСТИ ПО 
Картану, интегрируя вдоль них систему уравнений 

.31х.и — Г}1х*-Г2.х-г — 0 
• • • . ' • -52х---Г11х, — Г 2 2 х г - 0 ' : 

и в т о р у ю , а н а л о г и ч н у ю е й . •;.'"' • "• • '•• 
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D 

*Ir = o 

* Й - - О 

a 

g 

T 

Hi-* 

g 

G 

(gJ) 

6L=0 
ki 

d 

t 

V, 1) 

T 

•Сравнивая, получаем 

Ги — Гъ r?i = -,I • ^h^*' ri2==--)2-
Отсюда, согласно (6.2), вытекают обычные признаки полугеоде-
зических, геодезических, получебышевских и чебышевских се­
тей. Сети., вида (t, g) или (^ g) не имеют до сих пор обще­
принятых названий. Мы предлагаем назвать их сетями 
Гаусса, так как к этому классу принадлежат и классические 
полугеодезические сети (которые, кроме того, ортогональны) и 
одновременно называть гауссовыми и композиции классов 
(t,l)K(7,g). 

Теория сетей подробно изложена в монографии В, И. Шули-
ковского [47] и в книге автора [21], которому принадлежит 
и термин декартова сеть. Понятие декартовых композиций вве­
дено в работе [20]. 

Классификации композиций посвящены работы Е. К. Леонть­
ева, он также ввел в рассмотрение новые классы композиций, 
определение которых основано на понятии псевдопараллельного 
переноса [7]—[9]. 
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§ 7. МЕТРИЧЕСКОЕ РАССЛОЕНИЕ 

Метрическое расслоение характеризуется существованием 
невырожденного симметрического тензора Gap, удовлетворяю­
щего уравнениям 

6Gap = 0. (7.1) 
Определив скалярное произведение векторов 

xy—Gcpx^P, (7.2> 
построим ортрепер, векторы которого подчинены условиям 

X a x p - - - - GC6P. (7{cdot}3> 

Дифференцируя, получим 
uPG«p + Gap6v=0 

или, условившись о перебрасывании индексов с помощью мет­
рического тензора, 

Ьш = 0 , (7.4) 
или 

• Ь1Ш=0. (7.4> 
Составим условие интегрируемости систем 

V,Gap — 0. (7.5) 
получим 

Rma»)=0. (7.6) 
В случае совершенного расслоения можно построить тензор' 

gij = AfAV.Gav, (7.7) 
очевидно, удовлетворяющий уравнению 

8ffi;—0. (7.8> 
Таким образом, базовая связность совершенного метрического 
расслоения риманова. 

Глава II 
КОМПОЗИЦИИ ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 

Будем называть линейное подмногообразие Рт проективного 
пространства Рп слоем р а н г а m + 1 и будем обозначать 
Р(/п+1). Эта терминология позволяет включить в общее понятие 
слоя пустое множество, точку, прямую и само пространство,. 
говоря в соответствующих случаях о слое ранга 0, 1, п-\-\. 
Очевидно, что ранг равен максимальному числу незарисимых 
точек, содержащихся в данном слое. Для пары слоев Р(т) и 
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Р.-) ранга отит., соответственно, будем называть о б о л о ч ­
к о й слой минимального ранга, содержащий данную пару, а 
я д р о м слой, по которому пересекаются данные слои. Назовем 
также и з б ы т к о м пары ранг оболочки, а ее недостатком 
ранг ядра. Для всех этих рангов, обозначенных, соответствен­
но, через tn, m, s и р, имеет место формула 

тга + яг—s + p, (*) 

которую назовем з а к о н о м с о х р а н е н и я . Пара называется 
полной1), если ее недостаток равен нулю, а избыток—рангу 
пространства. Из (*) следует, что для полной пары 

m + m=--/i (**) 

Полная пара т(т) называется также (m—1)-парой, и эти, 
названия мы сохраним для рассмотрения у п о р я д о ч е н н ы х 
пар. При этом первый элемент такой пары мы будем всегда на­
зывать в е р т и к а л ь н ы м , а второй — г о р и з о н т а л ь н ы м . 

Геометрия проективного пространства ранга п есть геомет­
рия псевдовеличин линейного пространства п измерений, что 
позволяет использовать в дальнейшем аппарат векторного ис­
числения и все приведенные ранее результаты. При этом о век­
торе х и соответствующей ему точке М мы будем говорить, что 
М изображает х, а х выражает М. 

§ 8. СЕМЕЙСТВО СЛОЕВ ИЛИ РАССЛОЕННОЕ СЕМЕЙСТВО 

Семейство слоев или расслоенное семейство (р. е.), завися­
щих от г параметров, мы будем обозначать символом (т)г, где 
т — ранг слоя. Поле векторов v, принадлежащих к слоям се­
мейства, выражает множество точек, которые образуют поверх­
ность или заполняют какую-то область Xh проективного прост­
ранства Р(п). Число измерений этой области зависит от ранга 
матрицы производных от однородных координат точки по .пара­
метрам семейства 

где t---l , . . . , г, а а = 1 п. Эту поверхность будем называть 
опорной поверхностью поля v. 

Будем классифицировать расслоенные семейства, используя 
терминологию, введенную в следующей таблице, где т — ранг, 
т — п—т — коранг слоя, а п — ранг пространства. 

1 В дальнейшем мы будем иметь дело только с такими и будем назы­
вать их просто парами. 
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A<m 

г —т 

m<r<mm 

r = mm 

расслоенная поверхность 

расслоенная конгруэнция 

расслоенный комплекс 

расслоенное пространство 

Нет смысла рассматривать семейства, зависящие от числа 
параметров больше чем mm, так как это есть число параметров 
всех слоев ранга г проективного пространства. 

Возьмем для примера трехмерное пространство. B этом слу­
чае n=.4, т может принимать значения 1, 2, 3, a f значения 
1, 2, 3, ,4, и мы приходим к следующей таблице: 

г 

1 

2 

• з 

4 
у 

Множество точек 

Линия 

Поверхность 

Пространство 

— 

Семейство прямых 

Линейчатая поверхи. 

конгруэнция , 

комплекс 

Линейчатое прост­
ранство 

Семейство плоскостей 

Конгруэнция 
плоскостей 

Комплекс 
плоскостей 

Пространство пло­
скостей 

-

§ 9. КОМПОЗИЦИЯ РАССЛОЕННЫХ СЕМЕЙСТВ 

Композицией расслоенных семейств проективного простран­
ства ранга п называется совокупность полных пар слоев ранга 
т и т=п — т на общей базе Хг, где г-число измерений 
базы или степень композиции. Такие композиции обозначим 
символом (т, т)Т. 

Как и во введении к этой части, мы будем сопровождать 
термином «вертикальный» все, что относится к расслоенному 
семейству (m)r и---«горизонтальный»-—все, что относится к се­
мейству (m)r. 

Классификация композиций основывается на классификации 
расслоенных семейств и может быть описана следующей 
таблицей: 
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Поверхность 

Конгруэнция 

Комплекс 

Поверхность 

г<{1 

т = r< m 

m<r<rii 

Конгруэнция 

т = г < т 

г = /гс -= т 

т<г = т 

Комплекс 

т<.г<т 

m<.r =- m 

Остановимся на первой строке этой таблицы и предполо 
жим, для определенности, что семейство (т)г получено из се­
мейства (от)" коррелятивным ИЛИ даже полярным преобразова­
нием. Тогда становится очевидным, что точки многообразия 
(ш,)Г изображаются касательными гиперплоскостями поверхности 
(X)r. Но число параметров, от которых зависят эти плоскости, 
очевидно не может превышать п—Л, где/г—ранг проективного 
пространства. Однако число измерений поверхности (Х)г равно 
r + m _ l и в случае композиции поверхность—комплекс равно 
самое большее /г—1. Таким образом, тангенциальный ранг по­
верхности в этом случае будет ниже нормального на число 
~т — г, которое мы назовем тангенциальным д е ф е к т о м 
поверхности. 

Обратимся теперь к общему случаю и запишем деривацион­
ные уравнения для адаптированного репера композиции 

VfXa — bia xjf (a)j (9.2) 
V«x-r-=&i-r% (а)Г 

Для ТОГО чтобы вертикальный вектор v=-ti-xa переносился pe-
куррентно, необходимо и достаточно, чтобы 

dv — I v + i^x--, 
т. е. чтобы изображающая его точка смещалась в плоскости, 
содержащий ее и горизонтальную плоскость, Кривую, которая 
в каждой 'своей точке касается такой .плоскости, мы будем на­
зывать горизонтальной (как и всякое многообразие Xh, имею­
щее k измерение). Применяя те же рассуждения к горизонталь­
ным векторам и точкам, приходим а следующим результатам. 
Для того, чтобы вертикальный (горизонтальный) вектор пере­
носился рекуррентно в соответствующей связности, необходимо 
и достаточно, чтобы изображающая его точка смещалась по 
горизонтальной (вертикальной) кривой. 

Если вектор образует рекуррентное поле, т. е. 
. . Vio° — mva, 
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то изображаемая им поверхность Xh (fe{le}r) горизонтальна, т. е. 
ee касательные плоскости 'содержат горизонтальную плоскость; 
аналогичный результат имеет место и для горизонтальных ре­
куррентных полей. 

Связности, полученные выше указанным способом,- рассмат­
ривались, по-видимому, впервые Ю. Г. Л умнете [10]. 

Перейдем к приложениям наших общих соображений к раз­
личным частным случаям. 

§ 10. ТЕОРИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

Рассмотрим композицию 
(да, яг)""1, 

где п — ранг пространства, и такое вертикальное векторное 
поле, вектор которого однозначно изображается точками, 
лежащими в п—-1-мерной области этого пространства. Задание 
композиции определяет в каждой точке этой области плос­
кость т измерений, содержащую эту точку, т. е. задано рас­
пределение. Кроме того, через Каждую точку проходит верти­
кальная плоскость Р(т), а в каждой плоскости распределения 
лежит горизонтальная плоскость Р (^у Таким образом, распре­
деление нормализовано по А. П. Нордену и плоскости Р(т), и 
А - , являются нормалями 1-го и 2-го рода, соответственно. 

В обширной литературе, посвященной неголономной геомет­
рии в евклидовом и аффинном пространстве (ем. работу 
В. В. Вагнера [2] и приведенную там литературу) уже указы­
валась связность, которая с нашей точки зрения является 
горизонтальной. 

В инвариантной аналитической форме теория распределений 
в проективном пространстве и пространстве проективной связ­
ности была построена Г. Ф. Лаптевым и Н. М. Остиану [6]. Что 
касается вертикальной связности, то ее можно рассматривать 
как связность «а распределении, плоскости которого P(m), совпа­
дают с нормалями 1-го рода данного распределения. Последо­
вательное применение этой точки зрения, по-видимому, ни «ем 
еще не использовалась и обещает привести к интересным резуль­
татам. 

Легко видеть, что определенная таким образом композиция 
не удовлетворяет условиям двойственности. Чтобы достигнуть 
этой двойственности следует предположить еще, что задана 
гиперплоскость |, содержащая горизонтальный слой, которая 
и соответствует точке v на вертикальном слое. Это соответствие 
определяет ©пространстве лроективно — евклидову связность 
нормализованного пространства ([21], §62)—связность на ба­
зе. В аффинной и неевклидовой геометрии роль этой плоскости 
берет на себя несобственная точка или поляра точки v, соответ­
ственно. 
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§ 11. ТЕОРИЯ НОРМАЛИЗОВАННЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Рекуррентное поле v изображается горизонтальной поверх­
ностью, а вертикальные и горизонтальные рлоскости являются, 
соответственно, нормалями 1-го и 2-го рода этой поверхности. 

Учитывая уравнение 

"Характеризующее рекуррентное поле, попытаемся ввести на 
базе аффинную связность без кручения, так, чтобы выполня­
лось условие 

v(&f>)—o (ii.i) 
или иначе 

^ V ^ ^ — O . (11.2) 

Из условий интегрируемости (4.4) мы видим, что тензор 
Vjbfa симметричен по индексам i, j и, следовательно, число 
уравнений (11.2) равно Z ^ ДРУГ0Й стороны, таково же 
число коэффициентов аффинной СВЯЗНОСТИ без кручения на 
базе Хт. Это И позволяет определить эту СВЯЗНОСТЬ ИЗ усло­
жни (11.2). Легко видеть, что это и есть внутренняя связность 
1-го рода нормализованной поверхности в смысле A. П. Нор-
дена [21]. 

§ 12. ПАРЫ КОНГРУЭНЦИИ БИАНКИ И ИХ ОБОБЩЕНИЯ 

Если один из компонентов композиции допускает существо­
вание двух или более рекуррентных полей, то композиция до­
пускает существование соответствующего числа вертикальных 
(горизонтальных) поверхностей, находящихся в общей норма­

лизации. Случай конгруэнции (2)~ трехмерного пространства, 
допускающей две горизонтальные поверхности, рассматривался 
Б [21], § 70. Более общие случаи несомненно дают возмож­
ность перейти к постановке новых интересных задач. Здесь же 
мы рассмотрим предельный случай проблемы. 

Пусть число независимых рекуррентных полей в вертикаль­
ной плоскости ранга m равно яг-j-l, тогда, в силу результата 
••§ 3, таких полей будет оо™-1 и все они будут конкурентны 
друг другу. Иными словами, любой вертикальный вектор войдет 
в состав рекуррентного поля, а изображающая его точка опишет 
горизонтальную поверхность, в частном случае композиции 
(1, I)2 трехмерного пространства. Б каяки говорил о .расслоив-
мой (stratifiable,) паре конгруэнции (см. [32] и указанную там 
литературу). Многомерные обобщения рассматривались 
Ю. Г. Лумисте [ И ] . 
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Обращаясь к уравнениям задачи, предположим,' что КОМ­
ПОЗИЦИЯ допускает систему уравнений 

которая вполне интегрируема. В таком случае 

и, вследствие того, что <va произвольный вектор, 

откуда и из (4.3) следует 

-'{.e^r-vi/ouH- a2-2) 
Дальнейшее продвижение к решению проблемы, очевидно сле­
дует начать с изучения сильных алгебраических ограничений,. 
которые накладывает на девиатор условие (12.2). 

§ 13. ДВОЙСТВЕННЫЕ НОРМАЛИЗАЦИИ 

Двойственная нормализация поверхности г измерений в про­
странстве ранга п, введенная А. В. Чакмазяном, характеризует­
ся тем, что нормаль 1-го рода содержит характеристику /--пара­
метрического семейства «главных» касательных гиперплоскостей 
поверхности [33]—[42]. 

Таким образом, если £~- главная гиперплоскость, a x, xa — 
вершины нормали 1-го рода, то а=1,..,, т—1, (т—1=г), 

|х а=0; <?i.lxa = 0; -|х#0 ( = 1). 
Дифференцируя, получим 

ч*л=(*Гвхг+ ед g - ъ\а = о. 
Таким образом, деривационные уравнения принимают вид: 

4iXa=bfaxr a = l, . . . ,т—1 = 1, . . . ,г, 
а это значит, что плоскости т—1 измерений, совпадающие ее 
характеристикой семейства главных .плоскостей, перекосятся 
горизонтально, т. е. образуют поверхность (т)г. 

§ 14. ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ЛИНИИ 

Рассмотрим линию у, представленную вертикальной точкой 
х=х(*). 

Если она горизонтальна, то х удовлетворяет уравнению 
х' — Хх+у,' (14.1) 

где у—вектор горизонтальная точки. 
Если, кроме того, выполняется условие 
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y' = t~y+z, (14.2> 
где z—-вертикальная точка, т. е. линия у = у(0 вертикальна,. 
то кривая у называется г о р и з о н т а л ь н о й г е о д е з и ч е с ­
кой (г. г.) композиции. Из (14.1) и (14.2) вытекает уравне­
ние 

х'^+охЧ-рх-г, (14-3) 
которое показывает, что соприкасающаяся плоскость г. г. линии 
пересекает вертикальную плоскость по прямой (или не опреде­
лена, когда эта линия прямая). Чтобы получить другое условие, 
назовем расслоенную поверхность (m)^ с о п у т с т в у ю щ е й 
поверхностью ЛИНИИ y, если каждый из ее слоев содержит 
точку х. Условие (14.3) показывает, что г. г. линия является 
асимптотической на сопутствующей ей поверхности. 

Нормировку точек X, у и параметр t всегда можно подоб­
рать так, чтобы уравнения (14.1) и (14.2) приняли следующий 
канонический вид 

• х ' - у , (14.Г). 
у —z. (14.2'У. 

Положив х —хат.-, у— x-wa и замечая, что 
bva=0, Bo)*"=0, 

получим для г. г. линии систему уравнений 
. 8 ^ - 0 , .z)aS(&fa~]=-0. (14.4> 

§ 15. СВЯЗНОСТЬ НЕЙФЕЛЬДА 

В скомпонованном пространстве слоев ранга т число урав­
нений 

д -Ь°~4- Г -й«" -- Г- Ь~а —-Г* Ь* — О 
0 Г la Г х jcu la х javlc х jluka — и 

равно числу неизвестных. 
Предполагая, что ранг матрицы 

ш 
где i—номер строки^а комбинации а, а определяют номер-
столбца, равен mm, можно определить эти неизвестные и 
тем самым связность на базе. 

Таким образом, условия 
Vy-6?>0, Vjb<;- = 0, (\5.\y 

вообще говоря, определяют две связности на базе скомпонован-
13Г 
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•»ого пространства. Это и было отмечено Э. Г. Нейфельдом в 
работе [12]. 

Геодезические линии в этих связностях характеризуются 
тем, что на их сопровождающих поверхностях каждая горизон­
тальная (вертикальная) линия—асимптотическая, что следует 
из уравнения (14.4), которое принимает вид 

"И выполняется для любого начального значения va. 

§ 16. РАССЕЧЕННОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Проективное пространство Р(п) ранга пназовем р а с с е ч е н ­
ным, если в нем задан слой Р—} ранга т, а фундаментальная 
группа сохраняет этот а б с о л ю т н ы й или несобственный слой. 
Обозначим такое пространство через Pf. Приведем примеры: 
РТ~1 есть аффинное пространство; Р„ — аксиальное; Я^ — цент-
ропроективное пространство. Слой Р(т)сР% называем г л а в -
н ы м, если 

т-\-т=п. 
Рассмотрим расслоенное пространство главных слоев /->(«,• в 
Р'£, скомпоновав его с абсолютной плоскостью P—,. Репер, 
.адаптированный к такой композиции, будем называть декарто­
вым, причем, очевидно мы можем считать, что для векторов 
«несобственных» точек можно считать, что 

x j = const a—l,...,m. (16.1) 
При этом деривационные уравнения принимают вид: 

VP-j—О, 
а из их условий интегрируемости следует, что 

ад-0 (16.3) 
так, что вертикальная (и единственно возможная) связность 
.'Нейфельда — евклидово-афинная'. 

§ 17. КОМПОЗИЦИЯ РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ 

Вводя в рассеченном пространстве начальный главный слой 
Аа = const, мы получим для любого главного слоя разложение 

ха-=Аа + ^Х; г . (17.1) 
•Легко видеть, что прямоугольная матрица ||Xa

all .совпадает с 
№ 

(16.2) 



матричной координатой Xya Ло-Гена — Розенфельда [25]. Это 
позволяет рассматривать пространство m-пар и его подмного­
образий, с точки зрения теории композиций. 

Само расслоенное пространство слоев ранга m+1 проектив­
ного пространства Рп, как показал Б. А. Розенфельд [24], яв­
ляется правым, проективным пространством над алгеброй 
квадратных матриц (т+1)-го порядка вещественной размерно­
сти (т+Л)(п—m). Каждая точка этого пространства опреде­
ляется однородной матричной координатой X, элементы кото­
рой— однородные координаты базисных точек ха слоя. Эта 
матричная координата определяется с точностью до преобразо­
вания 

Х*=ХА, (detllAH^O), (17.2) 
что следует из преобразования базисных точек слоя. 

Если теперь в пространстве задана композиция, т. е. каж­
дому слою соответствует слой дополнительной размерности, то 
из основных деривационных уравнений: 

V i x J — '-'.оха' 

первое может быть записано в виде: 
dX=Xri + Yi, 

где прямоугольные матрицы Yi имеют вид 

Ъ---||-44||. 
а Ti являются матричными координатами транслятора: 

Г<- | |ВД | . (17.5) 
При перенормировании (17.2) У,- преобразуются по закону 

Yi* = YiA, (17.6) 
т. е. они согласованы с матричной координатой слоя. 

Дифференцируя ковариантио Yi, в связности введенной 
Нейфельдом получим. 

VjTt^YtTj + XPtj, (17.7) 
где 

^-Hiwi-' °7 -8 ) 
Таким образом, расслоенное пространство заданной Композиции 
может быть рассмотрено как нормализованное пространство над 
алгеброй матриц. Оно определяется деривационными уравне­
ниями (17.3) и (17.7). Соответствующая связность будет проек-
тивно евклидовой над алгеброй матриц в том смысле, что ее 
геодезические линии, проходящие через данную точку X ,в на­
правлении вектора т{, будут лежать-на проективной .матричной 

(17-3) 

(17.4) 
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прямой, проходящей через точки X и V—yiT1'. Это .следует из 
того, что 

dV'=VL+XP(L = Lid«- + kF; X-PijdwV). (17.9) 

§ 18. АФФИНОР КОМПОЗИЦИИ 

Адаптированный репер х„, х - композиции и взаимный ему 
корепер |а , Ъ,а связаны условиями 

х-§6-=-Z; x«?--=x%=0; х% = 8£. (18.1) 

Пользуясь диадным произведением, построим аффиноры 
&----2(х«,У и ЭГ=2(Х5, $..), 

сумма которых 
3f + 3(-=2E, (18.2) 

где Е — единичный аффинор. 
Воздействуя аффинором Щ. на любой вертикальный вектор 
v = A S l мы получим 

8tv=2v; (a> 
аналогичным образом для горизонтального вектора — 

3fw— - 2 w (в) 
и 

sKw=iv=0 (c> 
Аффинором композиции назовем аффинор 95, 

2B = 9t —«, (18.3) 
который, очевидно, удовлетворяет условию 

48s «=— E. (18.4). 
Воздействуя им на любой вектор 

t-=v + w, 
получим 

2a5(v + w) = 2(v —w). 
Таким образом, любой вектор t и вектор t = 95t образуют 
гармоническую четвертку с горизонтальным и вертикальным' 
вектором. Такие векторы называются сопряженными отно­
сительно композиции. 

Алгебраические и дифференциально-геометрические свойст­
ва аффинора композиции были положены Я. С. Дубновым [5], 
[6] р'В./И. Шулвковаким [47] в основу теории сетей, а 

А. П. Норденом и Г. Н. Тимофеевым в теории КОМПОЗИЦИИ [22].. 
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В частности, задание такого аффинора, удовлетворяющего 
условию 

Ъ* = —Х*Е, (18.5) 
в четномерном пространстве, позволяет геометризировать поня­
тие композиции с комплексно сопряженными компонентами. 
Геометризация дифференциальных свойств сети с мнимыми ли­
ниями дана в докторской диссертации [13], [14] и монографии 
А. П. Нордена [21]. 

Дифференцируя (18.3) и используя деривационные уравне­
ния для репера и корепера, получим . 

а ^ = ^ - ( Х , ^ а ) - ^ ( Х ) ^ - ) . (18.6) 

§19. ПРИВОДИМОЕ ПРОСТРАНСТВО 

В случае касательного расслоения аффинору композиции на 
;базе соответствует некоторый аффинор ei-\ удовлетворяющий 
условию 

'Инволюция,. определенная этим аффинором, называется гипер­
болической, эллиптической или параболической в зависимости 
от того, будет ли иметь место условие ,: 

о > 0 ; сг<0, или а = 0, \ 
-соответственно. 

Используя терминологию, принятую в работах [17], [18], 
назовем симметрический тензор gii В-тензором или .S-тензором, 
-если 

V[ij]-=0 или V(ii) = 0, 
•соответственно, где 

yij = gih^k] (19.1) 
.наконец, если в связности на базе выполняется условие 

Vjei ' -O, (19.2) 
то говорят, что инволюция &ik определяет структуру почти про­
изведения, если ст>0, или почти комплексную структуру, если 
0<О. 

Предположим теперь, что базовая связность есть связность 
риманова пространства, а ее основной тензор есть В-тензор. 
•П. А. Широков показал в своей работе [46], что в таком случае 
пространство приводимо, т. е. что его линейный элемент может 
быть приведен, если метрические тензоры ga'я vij не вырожде­
ны, к следующему виду 

dst^gtjdufduJ + g-qdvfdh) 
•и величины gij и gT. зависят каждая только от переменных и1 

.или uf, соответственно. 
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§ 20. ПРОСТРАНСТВО ШИРОКОВА (КЭЛЕРА). 
ПРОСТРАНСТВО РАШЕВСКОГО 

В той же работе 1925 г. [46] П. A. Широков рассмотрел 
пространство, которое он назвал Л-пространством; это — рима-
ново .пространство, метрический тензор .которого является 
Л-тензором по отношению к аффинору, определяющему почти 
комплексную структуру. В 1933 году Кэлер пришел к этому же-
пространству, (которое чаще всего называют кэлеровым. 

Случай гиперболической инволюции, определяющей структу­
ру почти произведения в римановом пространстве с метриче­
ским S-твнзором, был рассмотрен в 1948 году П. К. Рашев-
ским [23]. 

§ 21. ГЕОМЕТРИЯ ПЛОСКОСТЕЙ НЕЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА 

Задание абсолюта неевклидова пространства соответствует 
заданию скалярного произведения в линейном векторном про­
странстве. 

Рассмотрим композицию расслоенного пространства 
(гп,т)тт(т—п. — т) таких слоев Р{т) и P - . , которые взаимно-
полярны относительно абсолюта. В таком случае мы будем 
иметь для векторов адаптированного репера выражения метри­
ческих тензоров 

X A - G C U . x«%=G f l T (21.1> 
и' условие ортогональности 

x a x - - 0 . (21.2) 
Дифференцируя ковариантно, получим 

ViGau = V ^ - — 0 (21.3> 
и • 

или, условившись в .перебрасывании индексов с помощью мет­
рических тензоров, 

^ + * й - - = 0 - (2-.4> 
Дифференцируя последнее уравнение в связности Нейфельда, 
мы шриходим к выводу, что в этом случае вертикальная и гори­
зонтальная СВЯЗНОСТИ на базе совпадают между собой. 

Дифференцируя в этой связности симметрический тензор 

gij = bfab%, (21.5) 
получим 

V / ^ z - 0 • (21.6> 
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а это значит, что связность Нейфельда' есть связность риманова: 
пространства с метрическим тензором (21.5). В случае ранга 
п = 4 (т. е. в пространстве прямых трехмерного неевклидова про­
странства) эти связности рассматривались в работах [19], [20 а].. 

Я благодарю Эрнста Гергардовича Нейфельда, работа ко­
торого [12] во многом стимулировала этот обзор, кроме того-
он оказал мне неоценимую -помощь при оформлении моей 
статьи. В частности, им написан § 17. 
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