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Г. Г. Аманжаев 

О ЗАМЫКАНИИ НЕНУЛЕВОГО ИНВАРИАНТНОГО КЛАССА ЯБЛОНСКОГО 
ПО ОПЕРАЦИИ ОТОЖДЕСТВЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 

В данной работе доказывается, что замыкание любого ненулевого 
инвариантного класса булевых функций по операции отождествления: 
переменных совпадает с множеством всех функций алгебры логики. 

Класс Q функций алгебры логики называется инвариантным [1> 
2], если он замкнут относительно операций подстановки констант, пе­
реименования (без отождествления) переменных и добавления или 
изъятия несущественных переменных. Пусть QnczQ содержит функции 
от п переменных хи хп. 

Понятие инвариантного класса было введено С. В. Яблонским [2]; 
было показано, что для любого инвариантного класса Q последова­
тельность величин 2 _ n log 2 |Qrt | является невозрастающей и имеет 
предел a = a ( Q ) ^ [ 0 , 1]. Инвариантные классы Q, для которых a(Q)=0, . 
называются нулевыми, а остальные ненулевыми. 

В настоящей работе доказывается следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1. Замыкание любого ненулевого инвариантного клас­

са по операции отождествления переменных состоит из всех булевых 
функций. 

Пусть /—булева функция. Обозначим через Qf множество всех: 
тех булевых функций, из которых операциями подстановки констант, 
переименования (возможно, с отождествлением) переменных и добав­
ления/изъятия несущественных переменных нельзя получить f. Оче­
видно, что Qf — инвариантный класс, и теореме 1 равносильна 

Т е о р е м а Г. Для любой булевой функции f класс Qf— нулевой. 
Обозначим Em = {0, 1, . . . , т— 1}. Пусть f(xx, ... , хп) — булева функ­

ция. ФункциюF:Em i х . . . х Етп-+{0, 1} назовем f-свободной, если ни 
для каких отображений pi: {0, 1 } - ^ £ т . , таких, что \it (0) (1), супер­
позиция F (р г (x j ) , . . . , Р п (хп)) не совпадает с f. Обозначим через af(mu .. . 
. . . , m n ) число /-свободных функций F:EmiX ... хЕтп-*{0, 1}. Пусть 

тх... тп / г* 

Т/ (N) = sup у af (m l f . . . , тп), т (/) = lim xf (N) (т (/) имеет 
m^N,... .m^N N-юс 

значение из отрезка [1, 2]). 
Теорема Г вытекает из двух следующих утверждений. 
Т е о р е м а 2. Если т(/) = 1, то a ( Q 0 = 0 . 
Т е о р е м а 3. т(/) = 1 для любой булевой функции f. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Назовем последовательность точек 

(х 0, . . . , i m _ i ) , lci = {xil, . „ ,xtn), двоичного куба {0, \}п цепью длины ть 

если и точки xt и xi+\ отличаются ровно по одной координате. 
Как показано в" [3], куб {0, 1}'можно представить в виде объединения по­
парно не пересекающихся цепей так, чтобы число цепей длины t—2р+ 1 
было равно С?— С Г 1 ; здесь 0 < р < [ * / 2 ] . 

Назовем короткими цепи длины ^y^f. Тогда число точек куба, 
которые при указанном разбиении принадлежат коротким цепям, не 
превосходит 2*/Уt. 
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Пусть /zr-местная булева функция g^Qf задана на К={0,1}г х ... X {0, 1} г; 
п 

пусть Цг—цепь в f-м сомножителе этого произведения. Пусть ft(j) есть 
/ - й элемент цепи ( 0 ^ / < | Ц ^ | ) . Тогда можно утверждать, что функ­
ция F (хг, ... ,xn) = g(f1 (хг)у ... , fn {хп)) является /-свободной. 

Идея дальнейшего доказательства состоит в разбиении «почти 
всего» куба К на произведения цепей большой длины; для каждого 
такого произведения порождаемая им функция F является /-свобод­
ной, а их число ограничено сверху по условию теоремы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Рассмотрим более общее 
понятие, чем /-свободные функции: вместо условия «F(\i\(x{),... 

\in(xn))^f(xu хп) ни для каких рь \хп» рассмотрим условие, в 
котором /, вообще говоря, зависит от р ь 

Обозначим П г = { ( ( ! ! , . . . , | х г ) | р*: {0, 1} -*Z_J . , ^ ( 0 ) < ^ (1)}, П ^ , . . . 
• • • , mr) = {( | i l f . . . , ( 1 г ) Е П Г | \it ( l ) ^ m f } , 4 F

R = { L : П г - > P {

2

r ) ) , Y (m l f . . . , m,) = 
= {L: П(m 2 , . . . 9mr) - ^ P ^ } (^2°—множество всех функций / : (0, 1} г-> 
->{0, 1}). 

Будем говорить, что функция F:Emtx . . . X £ m ->{0, 1} является 
L-свободной ( L e Y (mx, . . . , m r)), если ни при каком выборе (р х, . . . , рг) е 
^ П ( т х , . . . , т г ) не совпадут булевы функции fi(xl9 ... , xr) =F (р х (хА), 
. . . ,р г (х г )) и / 2 = £'(Pi, • • • ,Р/)- Для записи утверждения ,,F является 
L-свсбодной" введем обозначение F\\L. Заметим, что если оператор L—конс­
танта, т. е. любое его значение—одна и та же булева функция /, то 
F\\L—это то же самое, что и условие „F является /-свободной*'. 

Обозначим через WL(ml9..., тг) число L-свободных функций F: ЕШх X ... 
... X £ т ->{0, 1}. Пусть также 

W (т19 ... , mr) = max WL (mx, . . . , mr)9 

Lew{mx mr) 

mx.. .mr / . 
%r (N)= sup yW{ml9 . . . ,m r). 

m^N m^N 7 

Заметим, что l < T f (N) <^%r(N), где r — число переменных у буле­
вой функции f, а также af(mu mr) <W(mu m r ) . 

Тем самым достаточно показать, что при любом r ^ N , N-+00 име­
ет место оценка %r(N) < 1 + о(1) . При г=1 она следует из неравенства 
W(т) < m + 1. Для г > 1 применяется индукция по г. 

Пусть 4 V и ^ ( / П ь тг) — подмножества 4V и W (ти m r ) , со­
стоящие из тех операторов, которые не зависят от р г. Пусть 

W (тъ . . . , mr) = max WL (тъ ... , тг). 
L£W(mt тг) 

Будем говорить, что за функцией G' \Етх х . . . X iBm х ->-{0, 1} мо­
жет L-следовать функция G":Е щ X . . . х £ m х - > { 0 , 1}, где L E ¥ ^ или 

¥ ' (т^ . . . , т г ) , если функция G : Emi х . . . х £ т г - 1 X {0, 1} ->{0, 1}, за­
данная следующим образом: 

G ( * l e . . . , * r ) = ( G ' ( ^ • • • ^ - 0 . *, = 0 ; 
I G"(^, . . . , Xr-\), xr = 1, 

является L-свободной. Обозначим этот факт посредством G'--+G". 
Для того чтобы F:Emix . . . х 2Ц, {0, 1} была L-свободной (L е V ) , 

необходимо и достаточно, чтобы в последовательности {F 0, . . . , F m - i } , 
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где Fi (Х1У ... , X r - \ ) = F(хъ ... , xr-\, i), при p<q было выполнено F p -->-F^, 
т. e. ^ ( m ^ . . . ,mr) есть число последовательностей {F0i . . . , F m _!*), где 
^ : £ m i x . . . x £ f f l M - > { 0 , 1 } H F p ^ ^ при 0 < p < < 7 < " V 

Можно показать, что при L e 4 V , / п ь m r - ^ c o n s t , m r ^oo имеет 
место оценка • 

m

r / 

у WL(ml9 ... ,mr)^W(mly ... , m r . , ) + o( l ) 

(если Ф4- — множество возможных функций Ft в последовательности 
{Fo, Fu . . . , ^ } , соответствующих F | | L , то «почти всегда» Ф;=Фн- ь а в 
этом случае F/||Z/, где L ' e ^ r - i — некоторый новый оператор, зави­
сящий от Ф/) . 

Для завершения доказательства надо в последовательности 
{FQi Fl9 . . . ,Fmr.\) для J F I J L , L e Ч^, выделить подпоследовательность 
растущей длины, для которой соответствующий подоператор не зави­
сит от р г; здесь применяется теорема Рамсея [4]. При этом устанав­
ливается оценка 

У W ( m l e . . . , m r ) < W ( т и . . . , m , _ i ) + о ( 1 ) , 

где т г -^оо, т ь mr-^const . Из нее с использованием полуаддитив-
ности log^W7 по всем параметрам выводится утверждение теоремы 3. 

Наконец, приведем пример нулевого инвариантного класса, замы­
кание которого по операции отождествления переменных совпадает с 
множеством всех булевых функций. 

Пусть № = {f (xv ... , хп) | (Яа х , . . . , ап е= {0, 1}) (3gr е М) / (* l f . . . 
... ,xn)=g(x°t, . . . , л£п)}, где М—множество монотонных функций. По­
кажем, что М'—искомый нулевой инвариантный класс. 

Инвариантность класса М! очевидна по определению. Поскольку чис­
ло монотонных л-местных функций есть 2°^П/^п), класс М' содержит не 
более 2n2°VnxiVn>> функций от х±, ... , хп и его параметр а равен 
lim 2 ~ r t l o g 2 ( 2 " 2 ° ( 2 r i / ^ ) , т. е. нулю. 
П->оо 

Наконец, покажем, что любая булева функция h(xu...,xn) может 
быть получена отождествлением переменной из некоторой функции 
/ Е М ' . Разложим h в совершенную ДНФ: 

. , x n ) = V А1'"<п> 
Нох оп)=\ 

Заменим в каждой элементарной конъюнкции этой ДНФ сомножите­
ли вида Xi° на #Д а сомножители вида Xil — на z,-1. Получим выраже­
ние для некоторой функции f (*/ь zu zn)> которая, очевидно, 
принадлежит М' (поскольку f(yi,...,yn, zu zn) — монотонная функ­
ция) и такая, что h(xu xn)=f {хи хп, хи...,хп). 

Автор выражает благодарность профессору О. Б. Лупанову за об­
суждение полученных результатов. 
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О. М. Касим-Заде 

О КЛАССАХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ, ИНВАРИАНТНЫХ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПОДСТАНОВКИ ФУНКЦИЙ ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Понятие инвариантного класса введено С. В. Яблонским. Дескрип­
тивные и метрические свойства инвариантных классов детально ис­
следованы в [1]. Понятие инвариантного класса обобщено в [2] и [3]. 
Пусть F — произвольное подмножество множества Р2 всех булевых 
функций. Множество Q^P2 назовем F-инвариантным классом, если 
оно замкнуто относительно операций добавления (изъятия) несущест-. 
венных переменных, переименования переменных без отождествления 
и подстановки функций из множества F вместо некоторых перемен­
ных. Пусть С={0, 1}, G={0, 1,х} и # = { 0 , 1,х, х). Нетрудно убедиться, 
что С-инвариантные классы — это инвариантные классы в обычном 
смысле [1], а G-инвариантные классы — это классы, инвариантные от­
носительно подстановки констант и отождествления переменных. 
В данной работе рассматриваются метрические свойства G- и Я-инва-
риантных классов. 

Класс Q^P2 называется нулевым, если 

lim s u p 2 - " l o g 2 | Q n | = 0 , 
где п-+оо, a Qn обозначает множество функций из Q от п переменных. 
Известна следующая гипотеза, о которой автор узнал от О. Б. Лупа-
нова более двадцати лет тому назад: всякий класс булевых функций, 
инвариантный относительно подстановки констант и отождествления 
переменных, либо совпадает с Р2, либо является нулевым. В данной 
работе эта гипотеза доказана. На самом деле имеет место более силь­
ное утверждение. 

Т е о р е м а 1. Если G-инвариантный класс Q не совпадает с Р2, 
то существует такая постоянная 6 > 0 , что при всех достаточно больших 
п выполняется неравенство 

l o g 2 | Q n l <2п/п*. 
Для Я-инвариантных классов справедливо еще более сильное ут­

верждение. 
Т е о р е м а 2. Если Я-инвариантный класс Q не совпадает с Р2, 

то существует такая постоянная е > 0 , что при всех достаточно боль­
ших п выполняется неравенство 

l o g 2 | Q n l < 2 ( 1 - £ ) " . 

Следующее утверждение связано с одним известным -свойством 
класса 5 всех симметрических булевых функций: замыкание класса 
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