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Т О Ж Д Е С Т В А КОНЕЧНОЙ А Л Г Е Б Р Ы КЭЛИ-ДИКСОНА 

И. М. И С А Е В 

К . А . Жевлаков в " Д н е с т р о в с к о й тетради" сформулировал следующую проблему: 

найти базис т о ж д е с т в алгебры Кэли-Диксона над полем р [ I , вопрос 5 5 ] . 

В случае конечного поля F = Q-Fl р1*^ существование конечного базиса 

таких т о ж д е с т в следует из т е о р е м ы И, В . Л ь в о в а о кроссовости многообразия , п о ­

рожденного конечным альтернативным кольцом QsQ. З аметим , что алгебра Кэ— 

ли—Диксона над конечным полем я в л я е т с я расщепляемой, т . е . матричной ( с м . Qb, 

с . 6lT]). В к а ч е с т в е подалгебры она содержит алгебру JIL^P) матриц второго 

порядка над полем F . Б а з и с т о ж д е с т в алгебры JIL^F) в с л у ч а е , когда 

, построен в [ V ] . В настоящей работе у к а з ы в а е т с я явный вид 

образующих идеала т о ж д е с т в алгебры Кэли-Диксона = CCG"^(C^ • Of ~ 1 

которые в определенном с м ы с л е близки к т о ж д е с т в а м из ^ 4 ^ . Д о к а з а н а следующая 

Т Е О Р Е М А . И д е а л т о ж д е с т в а л г е б р ы Л п о р о ж д а -

е т с я м н о г о ч л е н а м и 
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= 31/^ у" 1 1 р а с с т а н о в к а скобок в ^3 произвольная. 

Алгебру ^ мы будем р а с с м а т р и в а т ь как кольцо характеристики р или , 

что то же с а м о е , как алгебру над простым подлолем G^Ftp) поля &"F(.Ĉ  . 
Перечислим и з в е с т н ы е с в о й с т в а рас ш е п л я е м ы х алгебр Кэли-Диксона , которые 

нам понадобятся в дальнейшем. 

Алгебра Л ~ C(F^ обладает б а з и с о м U^, U/̂ , Ш., 1 ,̂ ^ i ^ j ^ 

где Ь. - ортогональные идемпотенты, О, LL, = N.. 2» = (JU . v L п ь о Я, i ' 

= - UL = ~W- У: П Р , [ =»(-<£.3),&AftlM,4V, о стальные п р о и э в е -

дения базисных э л е м е н т о в равны О, 

Элемент 4 = 2 ^ i " 2 ^ я в л я е т с я единицей алгебры C(.F1 , мы о т о ж д е с т в л я ­

е м ого с единицей поля F , Алгебра А квадратична: любой ее элемент JJ, 

удовлетворяет уравнению 

ъ г - 1ЩЪ г |г(Л) = 0 , ( 1 ) 

г д е и (\, - линейная и квадратичная функции А ~ * F ( след и норма э л е ­

мента JJ, ) . Если 

то 

3 

t u » = « * . + Jb, гид) = j L j b - p <*.• fbv 

Уравнение ( l ) н а з ы в а е т с я характеристическим уравнением для X* • Если tH^)" 

= 0 1 т ° Х ? " = — l*4XJ)fcF', линеаризация этого соотношения п о к а з ы в а е т , что 

если t t £ i = t l m = 0 , T o j y ^ ^ F . 
Подалгебра в $ , натянутая на элементы £ &л , U/ (V > очевид¬ 

но изоморфна JU/jCF^ ', соответствующий изоморфизм определяется о т о б р а ж е -

кием г . ^ е . . . , ^ - е а 1 ^ - ^ . 
Максимальные нилыютситпыо подалгебры в j\; имеют размерность 3 , одной 

из них является подалгебра с базисом ^U/,,U/,, Ib.Ub,, — {У 1 • В с е они 

изоморфны между собой, и любой изоморфизм максимальных нильпотентных п о д а л ­

гебр продолжается до автоморфизма алгебры ^fc ( с м , fĵ Q ), 

Пусть F = t "FC^) ~ расширение степени 2 поля р , Д = £ , ^ р ^ Ы 

—Jt ®р F - алгебра Кэли-Диксона над F с т е м ж е базисом, что и ; 



Т о ж д е с т в а конечной алгебры Кэли-Диксона 4 0 9 

алгебра Jb е с т е с т в е н н ы м образом вложена в ^fc . 

ЛЕМ.ЧА 1 . Е с л и & € А , т о л и б о С Ь = %ЯЛ Я & , г д е 
_ 1 1 г. i 

Я^, Я^€ г , 2,^, ~ о р т о г о н а л ь н ы е и д е м п о т е н т ы 

в к • V V ^ * ^ ' " и 6 ° ОЬ = ? - - Ь ^ , г д е A 6 F , Ur*b=0. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь Q/ ^ 1~ • Р а с с м о т р и м двумерную подалгебру 

с базисом ^т ,Со} . Если (GL/)- полупроста , то , т а к как п о ­

ле F совершенно, алгебра (SXj} г т акже полупроста , 

г г 1 2. 

откуда 0^ = ^ . 2 / j "V" > г д е Л . Я . - корни характеристического мно¬ 

гочлена Я^ — ~b(.QA Я +" элемента (X/ • При Я ~ Я — Я" получаем (Х/ = 

= Я е Р п Л = Р . ЕСЛИ <0/> г. имеет ненулевой радикал, т о в (ДЛ_ м о ж ­

но выбрать базис ^4, f) ^ , г д е = 0 . откуда — "F — Я +" Ю. 

Обозначим через 'J'J'l' м н о г о о б р а з и е альтернативных алгебр над полем 

G-F(p^ , удовлетворяющих т о ж д е с т в а м ^ — ^Л.5*3 ^ " 
П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1 . Q ДО/. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть £ 5 А . Если £ = Я.Т.+- %% {,% , 

Я-^F ) , то Х - - Я - 4 ' « О . Е с л и же £ — A + U / ( k & F, u / = Q ) . то 

Х <* = Я^ + ^ = Я * = Л ^ я У " • откуда Л - ^ - г - Л ^ = Ю • В 

обоих случаях = 0 . Е с л и £ } (1 6 и "t (.ЭД = fc^l = О . т ° . к а к 

о т м е ч а л о с ь выше, £ о Lj/ € F , откуда Н ,(£,1^ = & ' U 1 ^ — 0 , Т а к 

как для любых & элементы Д> — 1^ ~ имеют след 0, 

то подстановка £ -~* Л — & ^ ^ - • Ц — в П/СЛ» (^/} д а е т соотношение 

Покажем, что при любом выборе элементов J^l^,X £ Л одна из функций 

^ ( Л , 1 ^ , % \ С^(1^,%\ < ^ ( £ , 1^,70 обращается в нуль. Как и выше , 

з а м е ч а е м , что если ^ (Х<, 1^ , 10^ ^ 0 • т о 1 | / ~ Цл Х ~ ^ Для н е к о т о ­

рых Я, ^ £ F • l j " =• ^ = О , причем 

Г а к как ( Л = X , = [А/ . т о Условие ^ j C ^ ^ f O влечет ^ - ^ ^ V 
" ( • I - J a v ^ 1 ^ 0 . Но тогда Я = [ А / = 0 • в частности , " t ( ^ = 1XXV= 0 , о т ­

куда Ъ & F . и условие \—{\^* 1S)^ ^=0 в л е ч е т 1 ^ ' * Ь ' = 0 • Учитывая , 
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что — — 0 , ^= 0 , находим, что элементы 

разуют базис 3-мерной нильпотентной подалгебры в §Ь . Б е з ограничения о б ­

щности можем положить ^ = ' Ъ = \Д/^ [^ti = = ^ . Если £ =eLZ>^ ~\~ 

fcolj'b-^jf M+jMOj и Условие JjCfti^W 0 влечет Д = Д = 

= J^ :=Q. Но тогда " t l ^ ^ ^ ' F j i , H-Wti — rf*Jb i и характеристический 

многочлен для Л имеет вид 

С л е д о в а ­

тельно, при J L - ^ J i элемент £ приводится к виду о̂ ?̂  "b jbe^ , г д е -

ортогональные идемпотенты алгебры А . Отсюда £ — Х^—О, 

и снова = и с - Л ^ = о . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . ДО/ С \/0Л< (fir. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Многообразие имеет конечный индекс и экспонен­

ту. По теореме И. В . Львова Q Q ' кроссово, в частности, $7t порожда­

е т с я конечным числом критических алгебр, которые, в свою очередь, конечны. 

Напомним, что алгебра называется критической, если она не лежит в м н о г о о б ­

разии, порожденном ее собственными подалгебрами и гомоморфными образами; 

любая критическая алгебра лодпрямо неразложима. Для д о к а з а т е л ь с т в а предложе­

ния 2 достаточно установить, что всякая критическая алгебра из ЗТЬ вложима 

в А . 
Если N - нильпотентная алгебра из ftb , то иэ тождеств ^ — ^ —О 

получаем, что ^ удовлетворяет тождествам = 0 , 7 j = Q , так что 

N фактически будет ассоциативной алгеброй. Легко понять, что имеется в с е ­

г о две критических алгебры N : одномерная алгебра с нулевым умножением 

и 3 - м е р н а я алгебра с порождающими £ , № и определяющими соотношениями 

X — — 3t' ~§ , Обе они очевидным образом вкладываются в jfa , 

Если Р. - простая алгебра из , т о R изоморфна либо Ji/l^C^R^)), 
либо алгебре Кэли-Диксона . Покажем, что К. ^ % . Действитель— 

но, если ^ 3 , то JjL^G-Flp'fl содержит нильпотентную подалгебру, порож­

денную матрицами Я, , Q, , которая не удовлетворяет тождеству X = 0 , 

в частности , ^ J ^ e ^ t ^ ^ * Е ° Л И ^ = ^ ' т ° Равенство . f^U.^, 

= —0 влечет « А , - ^ = 0 для любого J L e G - F l p * } 

откуда G-FCP^ Q GrFC^l = F • Т а к как J U^Gf ( ( f i ) С С(СЙр^) . 
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то при R — C(G"F(,p^^ снова имеем &-F(.p^) С F . Т а к и м о б р а ­

з о м , простые алгебры вида JU1^G"F(.р^)\ и C/CG"F tp^)l . лежащие в 'ЗОГ̂  i 

вкладываются в . Е с л и же R = &"FCp"̂ )i т ° из т о ж д е с т в а j^(.Jt) = О 
следует , что 

G-F(.p ) Q GrF(.C^L)==F . Р а с с м а т р и в а я F как двумерную 

алгебру над F и используя ее регулярное представление , получаем вложение 

F с с Л . 
Пусть теперь R - критическая алгебра из %lfb , имеющая вид R. = 6 T "N, 

где 2) - полупростая подалгебра , N - радикал, В ^ 0 . 0 • Т о г д а 

В = В ® . . .Ф В > г д е В- - простые алгебры из . Заметим , л р е ж -

де в с е г о , что среди В* нет алгебр , изоморфных СЮ"г"Ср . В с а м о м 

деле , если = СЛ0"Р(.р^)) , т о , выбирая в & . нильпотентные подал— 
t U 

гебры \J , с к а ж е м , = (\Х> U/ (Т' ^ • будем иметь , что \J ~\~ N1 - ниль-

\ 2.1 3 F 

потентная подалгебра в R , откуда в частности , 

\У — UL» Ц/ 6 T^TVfv N . Т а к как iwU-N < R , то В. 9 Ah-iT 0 М , 
Но тогда В. < R и В. П N - 0, что противоречит подпря-

мой неразложимости алгебры R . 

Пусть £, - произвольный идемпотент из R . Т а к как операторы правого и 

левого умножения на Ч, в R - перестановочные идемпотентные операторы, то 

R р а з л а г а е т с я в прямую с у м м у подпространств 

r . l . = { & e f t \ e : & = i . » , & e = j s t } , Ц = 0 , - 1 . 
Это так н а з ы в а е м о е лирсовское разложение алгебры R относительно и д е м п о т е н -

т а £, . Аналогичное разложение допускает любое подпространство , инвариант­

ное относительно умножения на £ , с л е в а и справа . Хорошо и з в е с т н о , что п е р е ­

множение лирсовских компонент . . в альтернативных а л г е б р а х подчиняется е л е -

дующим правилам: 

Кроме т о г о , Q = 0 для любого £ R'̂ ' > г Д е I "Ь |j = 4 • 

Пусть g, - единица подалгебры & (f £ ^ ^ 20 , Р = ! ^ П „ N . 

Т а к как Ann N <3 R , т о Р <1 R . Обозначим ч е р е з Р. . (R.. ) 



4 1 2 И. М. Исаев 

пирсовскую ( ( ^ j ^ - к о м п о н е н т у идеала Р (алгебры R ) относительно идем-

потента g, . Т а к как N - нильлотентный идеал, то Р ф 0 , Р 3 N , 
'ft 

ЛЕММА 2 . Р = Р.. д л я н е к о т о р о й п а р ы ( Ц ) ^ (0,0). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Т а к s a x (J Q R + К , то Р.. выдержи-
0 0 1 1 1 ^ 

вает умножение на В ( с л е в а и с п р а в а ) . Кроме того , PN ~ NP в 0 , следо¬ 

вательно, Р-; < R , и из неразложимости алгебры R следует , что Р — 

— Р.. для некоторьк L,jt . Предположим, что С Р *= Рв, =• 0 . 

Используя стандартные обозначения для ассоциаторов 

и антикоммутативность умножения в N , получаем, что для любых элементов 

0,6 R, ^ , 1 X ^ 6 N имеют м е с т о соотношения 

и аналогично ( Ц ^ П J — ft^ftjO^ . Т а к как Ц*" С Р , то г^=Н\ 

= 0 . откуда e^N +• М е к С Р . н о тогда е к(е к , \Л = e^N с е „ Р = 

= 0 и 0 . Т а к как J r T U V . N d R , то < Jsl , а это 

противоречит неразложимости алгебры R . 

Если S > ^ , 6> ^ 6 , , К' ^ К I то из включения €>' £• R с л е д у -it ' , *. оо 
ет, что либо Н — К — Р , либо г — к — Н , Таким образом, 

4 0 0 1 0 1 4 0 

имеет м е с т о следующая дихотомия: 

ЛЕММА 3 . Л и б о В = 6 , Р = Р.. , (i V) =£(.0,0} . л и б о 

СЛУЧАЙ 1 . Одна из подалгебр , скажем, изоморфна 

К*= F> {%ц ~ т » ^ } - стандартный базис алгебры В̂  . Т а к как 

,гО - нильпотентная подалгебра b R , т о ( = () для любого 

a 6 N и аналогично Q, • f t — 0, откуда Q,*fV = 0 , где СЬ — & + 6 . 
Z-1 1 jU 1 1 _ ь 

Умножая это соотношение на Qy слева и справа, получаем Ц, rV — О/ПЛ*" 
I t _ 

= ПЛ/ или 2 / 1 , = Г1А, г д е £. = О/ - единица алгебры ft . Таким о б р а -
1 

з о м , Р = P W , откуда S = 4, & = & , . Т а к как е.- • К* О 
1 1 1 ^ 
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C^j)- 1 0,20,(2. ,^ > т ° 0 / М 1 = 0 , e N l = 0 , с л е д о в а т е л ь н о , М = 0 , 
N = P- унитарный В -бимодуль (в категории альтернативных к о л е ц ) . 

О т о ж д е с т в и м элементы с В т аким о б р а з о м , i £ К - едини­

ца алгебры R , Из т о ж д е с т в .Муфанг с л е д у е т , что в любой альтернативной 

алгебре верно т о ж д е с т в о 

В частности, для любых ^ £ К , & £ В > IX ё N « м е е т м е с т о (dw, 6,U/) = 

= U ^ 6 , U 0 = (ТлоЦо1*" , fc,Ltl = 0 (напомним, что К Q F = G f ) . Д а л е е , 

c W ^ I X = ^jrfv ' X = rf-Lt = - Ю * *е . < 4 = - U/dt- е < г = I X * . Аналогично 

Ь^' Ь1Ь — е. • U/oC , следовательно , йД>.l*Q = О, C ^ l Q = О, d-U, " UW> 

R я в л я е т с я алгеброй над полем К . Разложим В и N на пирсовские 

компоненты &• • . относительно ндомпотента 0, ((,.> = 0 . 0 • Учи¬ 

т ы в а я , что e < z e В ^ , е м е В 0 1 , находим t ^ N ^ 

= М ^ = 0" аналогично - 0 • ° т * ^ а N 4 1 = N o O = 0 , 

& t t N w - e u N < 0 = 0 . Т а к как О, 1 » \ ( d - 4 ^ + , то опера¬ 

Т о Р '. X, ~* CUE. определяет взаимно обратные отображения Nl А * N . , 

и — • . Для любого (X €" N ^ линейное К, -подпространство, н а т я ­

нутое на элементы I X , If , г д е \У — CUX = ^ < 2 . ^ ^ ^ 0 4 ' я в л я в т с я 

идеалом в R . И з лодпрямой неразложимости R следует , что N с о в л а д а ­

ет с этим подпространством для некоторых (X • U • Т о г д а с о о т в е т с т в и е 

е « ~* ^ * 4l~* V ^ 1 2 " " ^ 4 ' 4l~* ^ » ЬЬ — 1 \ » ^ - * 0 J дает , очевидно, 

вложение алгебры 

СЛУЧЛЧЙ 2 . в = в̂ е B t , B . - G - R ^ , с ^ = Р ^ I - M i p = 
= . Т а к как B-^ - 1-порожденные подалгебры, то С ft ̂ , В^, N) в 

=• 0 , а т а к как В Q ft, , то (В . В « ГО =? О • Таким образом, N -
Я. 0 0 I 1 3L' 

ассоциативный В—бимодуль, а Р- е г о неприводимый п о д б и м о д у л ь . С о о т н о ш е ­

ние £ ( d , U/) = 0, где В 1X6 Р , показывает , что G-FlftЛ С F , 

и аналогично G-F(C^ Q F • Е с л и N = 0 , N = Р , то алгебра R 

ассоциативна. Как и в Q»Q , з а к л ю ч а е м , что элементы R представляются 
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матрицами вида 

о J 5 

где |^ - композит подлопей 

t = H O K t t ^ t ^ . Следовательно, R C §Х^Ж\ С -jfl". 

Пусть N 1 f О, Р = P |J = . Т а к как ^ Q Р , то N ^ P . 

В с е подпространства N • • являются подбнмодулями в N. . Из антикомму— 

тативностн умножения в N следует, что ^ 4 R , N ^ R » С л е д о в а -
00 41 

гельно, N — N = 0 (H = U ) , N — N J l 4 "Г N . . Т а к как 
00 11 ' ° 01 

04 П 0 4 " 40 

то / ^ С ^ ^ ^ Р / ^ ^ ^ С ^ Л Г • Если N- P.j -
пирсовские компоненты идеалов N,P относительно идемпотента С—£,^~b£.^ i 

то они - также подби:модули в Л/ , причем N.„— 0. N. ^ R, М . "F М „ , 4 R. 
00 ' 11 1 10 04 

Так как Р = Р , то N = N , т. е . Р, - единица алгебры ft, , Отсюда 
11 11 

N 0 1 • U N 0 1 4 ' \ l - % ' 1 0 ' I N 4 0 0 4 ' 

Обозначим С ^ В ® В и определим на N структуру унитарного л р а -

вого С-моДУЛя. полагая ф Jfc} = <jl£Ji , если N < Q , и Zi<k9fi)= 

= Jb£d» i если Д*. •£ Р . Ясно, что это определение корректно, и структура 

U — бимодуля N однозначно определяется структурой С -модуля N . Более 

того , так как 

для любых Д/, IdJ' £• I т о ^ является С - а л г е б р о й . Известно ^ 7 ~ \ , 

что £ ^ ф К,- , где К . — К для всех j , (J, = НОД("Ь ,"Ь ) . Р а з л о ж е -

В1№ С в прямую сумму полей К> отвечает разложение N в прямую с у м м у 

идеалов . Но R, подпрямо неразложима, поэтому N совпадает с 

одним из 1 1 является, таким образом, ^ - а л г е б р о й . Из леммы 2 , 5 

доказанной для произвольных (неассоциативных) колеи, следует, что э т а 

алгебра является 2-порожденной. Порождающие (X YL можно выбрать из 
1' 2. 

N , т о г д а N имеет К - б а з и с { ( V , Г1 , П.Д , где ( X . — | Ъ fl 6 Р 10 1 v f 3' 3 4 1 
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О т о ж д е с т в и м с подалгеброй ( j - F l G ^ ^ C C\F) ' В ^ " с G-Rfli^i, 
N l ^ - с К.Ц/ + KtX и Р с , т о г д а возникает вложение R С ССЮ^А. 

40 1 2. 3 _ 
СЛУЧАЙ 3. & = СггЧрЧ Е F = G-FtCp . 
Снова М я в л я е т с я ассоциативным В —бимодулем и если N | T ( i * , 1 = Q j i ) -

0 

пироовские компоненты N относительно ндемлотента t В t Т о И^^Г 3 OjN 4 R, 

-^-^4 4 Я. 1 1 либо N = K " ^ N ^ j либо N ™ N • Здесь возникает несколько 
40 04 40 01 и 

подслучлев. 

а ) м = В = O F v p ^ Q G-Fup. 
Если = 0 , с к а ж е м , N ~ P^q . т о R представляется матрицами вида 

. о о 
У j i e G - P c p * ) , 

т . е . R С JLt ( G - F v P ^ J • Е с л и N l =^0 . с к а ж е м , И 4 0 . то Ц 1 « 
t г 40 

= Р = Р = N ™NL алгебра R порождается м н о ж е с т в о м В \J \ П.., П. [ 
04 40 Of * i » 

для некоторых П П. 6 N • • Обозначим И = П П. • Т а к как 

1' а 10 3 1 г 
dJfcjjbTl—(YlJ\£i&.jh Д л я любых * , € В . т о с о о т в е т с т в и е 2- * 

р|_ —» \Ju И. - * Ц/ , П. — о п р е д е л я е т вложение 

б) N1 = N - унитарный D -бимодуль , Р- е г о неприводимый по .и-нмодуль . 

Если N = 0 , N = P , то Р п р е д с т а в л я е т с я матрицами вида 

V О C?(W/ 

где G - некоторый автоморфизм поля (VF(p4 ( с м . И ) . Для любых 1С€ Г , 

С^еВ имеем IXdL = G " ( ^ U • Р а в е н с т в о 1 (i.LLl = U - - < t ^ 10 = 0 дае 
1 

C C ^ = t + e C ^ , с л е д о в а т е л ь н о , Ш ) = * 6 < P = p - F l ^ f l 

П G - F ^ . Т о г д а также t ( < r f =• t C £ H t*M{£\ £ Ф , и либо t h f y 

f г . r U d H = 6 Ф , либо cKF = Z . t ( d t f - t c A +• rvU) * 

« tjC -̂1) £ Ф . В последнем случае снова ПСАЛ £ Ф • в с л и "wW») y * 0 i 

если ж е t ( o L ) = 0 , то J . = <?(<М, U> =UW», и равенство £ j<<+ Ц/4) = ( ^ - ^ \ ( , = 0 

влечет £ CP , Э л е м е н т я в л я е т с я корнем многочлена 3t ~ 
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itoc таким образом, квадратично над "-к ч л 

совладает с ф , либо £.&т~(.р^) 1 Ф ^ ~ ^- . В первом случае получаем 

вложение U С 

I 1 

Рассмотрим второй случай. Е с л и Q, то из включений 

с л е д у е т , что — 4^dv для некоторог о 

С другой стороны, ( j \ ^ = 6 [ t ( r f * > — ^ = ^ . ~ " t i ( e C ) + ©""bCov̂  , следовательно , 

либо ф , либо * U = т . Применяя это рассуждение к п о р о ж д а в 

т е м у элементу ^ поля G-Fl.p^') > з а к л ю ч а е м , что iCt , а непод­

вижное относительно Q подполе с о в л а д а е т с Ф — G"F\p ) г~ . Пусть 

минимальный многочлен для ^ над Ф имеет вид 

Если С Ь = Л ^ Т UL^- U j l ^ , то подалгебра <0/>ф ^ С А Ф 1 с базисом 

{ l , 0 / } изоморфна 9 ( ^ 1 . Т а к как а - О / ^ Я Ц ^ т . е . |J^(X,= ft^ то ф -

подалгебра в СХФ) , порожденная элементами Ц,^ > изоморфна Р. 

Если N ^ 0 | N ~ Р I T ° F как и ранее , Р - неприводимый В -бимс— 

Дуль, U v d w — S ' t ^ U / Я ™ тюбых ^ « с Ь I L t € Р . Соотношение 

= ( ^ - ^ ) П . 1 г = 0 [ « ^ & , r L , a ' e N " ) влечет , ч т о № р * ) С р • Пусть 

"? - порождающий элемент поля В = & " Г - ( . р ^ ) , Т а к как ^ Ц, ' f t — 

= a r t ' - ^=G 'C^rLr i= ru»^Vn . , , T o ^ г г - а б " С ^ € Р для любого а е N . 
Снова используя л е м м у 2, 5 И. В . Л ь в о в а \р\ , з а к л ю ч а е м , что для некоторых 

П>„Г\,Л N имеет м е с т о N = В а +" & П ^ , + В П , где П, = П, П . . П о к а -
1 2 . 1 Z. 3 3 1 с 

ж е м , что П, . rV можно выбрать так , что ^ ГЪ- = г Ъ - о С с " ) , Д е й с т ш п е л ь -
v г. * v I» • 

но, если К{\,- — fL&lX) "i~ ^ ; . т о > з а м е н я я П; на JTV- = ГЪ. + 
+t L tv a Ч И Ф , будам иметь R X 4 ' = rv r ^ U ^ n L + ^ t . a 3 = п'. е с ^ + 

4 - t%j^+tA^-e*(^)5]tV 3 = rv'-frC '̂) при подходящем t • , 

если ^ ^ ($ C^"). Если ж е — , т , с-, (5 = bCt , то индукцией по 

^ легко проверяется равенство ^ П/, = П" |(ЗС^') "г" ^ ^ ' ^ д г , я любо— 

го К > 4 , В частности, при К. = р"^ имеем ^ К 1 ^ — 1̂ ) > 1 • е - требуемое 

равенство выполняется автоматически . Т о г д а также i^W- ~ N-G"(.dv") для лю&.го 

В I Li = ^ i - . Л е г к о видеть , что отображение ' * 6{tJC\Z,^~<kZ^ 

ГЦ—» ИЦ^ Ц,^—» 1Д /^1 —• (у^ продолжается до изоморфного вложения а л ­

гебры R, в 
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Т е м с а м ы м предложение 2 полностью доказано. Предложения 1, 2 в совокуп­

ности означают, что справедлива основная теорема , сформулированная в начале 

статьи , причем результат сохраняется , если алгебру 

р а с с м а т р и ­

вать как алгебру над фиксированным подполем поля &-F iGp • 

В заключение остановимся на вопросе о независимости тождеств V L Г , 

Просматривая доказательство предложения 2 , легко можно з а м е т и т ь , что тож -

дество ^ используется только для т о г о , чтобы показать , ч ю любое поле 

CP , лежащее в 1$Ь , вкладывается в G-Flfy^) • Но при р =̂ 2. ДДЯ 

этой цели достаточно использовать тождество _^ . 

ЛЕММА 4 . П у с т ь (1. = р ̂  р ^ £ и п о л е Ф = &-FCpt") у д о в ­

л е т в о р я е т т о ж д е с т в у ) . Т о г д а Ф в л о ж и -

М О в 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Действительно, пусть £ - для некоторого ^ £ Ф 

Тогда равенство -̂ С »̂ А.) — %is^-<f- )*{<}*~%h "г J - ) — 0 влечет ^, ~ = 

= i^ ^ O . Далее , (d^oOj — 0 влечет, что либо ^ = , либо 

Ох в> ~ Л. а* . Н о первый случай невозможен, так как т о г д а 
1 

сС = — <£. и = 0 . откуда ^ - = 0 • Следовательно, — ) ( * + * ) = 

откуда ^ + ^ = ^ Т - ^ , 

С Л Е Д С Т В И Е . Е с л и = р а , р ^ Ъ , т о т о ж д е с т в о ^ 

я в л я е т с я с л е д с т в и е м т о ж д е с т в ! _ . ( в м н о г о -

о б р а з и н а л ь т е р н а т и в н ы х G"F(.p) - а л г е б р . 

Е с л и = 1 , то алгебра над GFlGy} с порождающим элементом ^ и опре­

деляющим соотношением I I , = 0 удовлетворяет тождествам Г Г и не удов— 

летворяет тождеству у . Алгебра R, указанная в ^ 4 ^ , удовлетворяет тож­

д е с т в а м Г Г , но не удовлетворяет тождеству Т , Наконец, над произ— 

вольным полем у- существует альтеглатнвная нильпотентная алгебра р а з м е р н о с ­

ти 7 , в которой выполнены тождества £ , ( т . е . JJJ,*1 = Q ) , но не 

выполнено тождество ( т . е . ^ 0 ® т а а ^ ^ б р а имеет базис 

\CU,Ck«Q/<t ft 6 ,fc C l̂ 1 1 таблицу умножения ( с учетом антикоммутаткв-
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к о с т „ ) о,;а- = 1К . где с ц ь ю - и . м ^ г ^ и м д и , ь^-ь 
^ "1, 2*, 3 ^ > остальные прока ведения базисных элементов полагаются равны­

ми О. 

Автор благодарен И . П. Шестакову и Е . Н , Кузьмину з а внимание к работе и 

ценные замечания. 
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