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АТТРАКТОРЫ И даНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ, ПОРОЖДАЕМЫЕ НАЧАЛЬНО-
-КРАЕВЫМИ ЗАДАЧАМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ВЯЗКОУПРУГИХ 

ЖИДКОСТЕЙ 

I . Работы О.А.Ладыженской [ l ] - [ 3 ] (см. также [4] , [б]) созда­
ли новое направление в теории начально-краевых задач и теории 
асимптотических методов для уравнений с частными производными -
нахождение аттракторов Ж начально-краевых задач для нелинейных 
эволюционных уравнений с диссипацией и построение и исследование 
на Ж динамических систем, порождаемых этими начально-краевыми 
задачами. Развитые в них методы позволяют исследовать как задачи 
с параболическим характером диссипации, в которых разрешающие 
операторы являются вполне непрерывными при Vt > 0 (полу­
группы класса I [ б ] ) , так и определенные классы диссипативных 
задач гиперболического типа, в которых разрешающие операторы \^ 
при Vt > 0 можно представить в виде суммы = VV̂  + Щ сжимаю­
щих операторов Wt и вполне непрерывных операторов полу­
группы класса 2 [5 ] ) • В настоящее время известен достаточно бо­
гатый набор задач обоих классов (см. [ l ] - [5 ] и цитированную там 
литературу). Цель настоящей заметки - акцентировать внимание на 
том, что задачи обоих классов возникают также в теории начально-
краевых задач для уравнений движения линейных вязкоупругих жид­
костей - именно, задачи с параболическим характером диссипации 
возникают при описании двумерных течений жидкостей Олдройта по­
рядка L= 1 Д ? . . . [ б ] - [ б ] , а диссипативные задачи гиперболи­
ческого типа возникают при описании произвольных трехмерных тече­
ний .жвдкаетей Жельвина-Фойгта порядка L =0,1 ,Z,... (при L = О 
это доказано в [9] )„ 

2. Линейной вязкоупругой жидкостью с конечным числом дис­
кретно распределенных времен релаксации { Д }̂ и времен ретарда­
ции J жм5 называется жидкость, определяющее, или реологическое, 
уравнение которой, связывающее девиатор тензора напряжений 6" и 
тензор скоростей деформаций J , имеет вид [ lp ] - [ l4 ] 

ПриИ = L-1 ,L= 1,1,... имеем жидкости Максвелла порядка L » приГ1 = 
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= L = 1Д> ••• - жидкости Олдройта порядка L , при И = L+l , Ь = 
= 0,1,1,..- - жидкости Кельвина-Фойгта порядка L [ICQ — [14Д. 

Различные варианты уравнений движения линейных вязкоупругих 
жидкостей получены в работах А.П.Осколкова [12]-[14] . В работе 
[15] указан еще один вариант этих уравнений, особенно удобный при 
исследовании динамических систем, порождаемых начально-краевыми 
задачами для уравнений движения вязкоупругих жидкостей, и иссле­
довании гидродинамической устойчивости течений таких жидкостей. 

Следуя [15] , будем предполагать в дальнейшем, что {А{ ] 
удовлетворяют следующим условиям: корни {а^} полинома Q(pj = 

L 
= 1+ 23 Af р { различны, T .e.Q(«j)*0 , L , вещественный 
отрицательны: а(<0, 1=1,..., L . и, кроме того, , v, 
удовлетворяют следующим условиям: 

ft • vPcoteJ [QWrSo , 1 = 1,...,I, (2) 
Ь-1 

причем для жидкости Олдройта порядка L P<pj*P0(p; = S (*т
_М-А|н)р'н, 

Д 2 * Л ' *»Е * ' а
 Я™ жидкости Кельвина-Фойгта порядка L = f,2>... 

Р(р ) = Р у ( р)^Е ( * » - / V U - / * ^ I H . ( ) P * A S * M ' A W / * V £ 

Условия (2) в случае жидкости Олдройта порядка L обобщают 
известное условие Олдройта [ю] для жидкости Олдройта порядка I: 

v - хХ~'>0 . 

Для жидкости Олдройта порядка 2 описанные выше условия на 
Ц<} > V, {хт} сводятся к следующим: $ = А * - УА^> 0 , 

v A j - a e ^ ^ A j - j ^ A j K - A , * ^ ^ vAl-ae4+U,Arae;jA,K-A,-V^)<0. (3) 

Для жидкости Кельвина-Фойгта порядка I условия (2) сводятся 
к следующим: 

х, - х^''> 0, А - э е * А " ' > 0 . (4) 
В [l5] показано, что движения жидкостей Олдройта порядка 

\л = %%,••• и жидкостей Кельвина-Фойгта порядка L=1A>--. при ус­
ловиях (2) описываются соответственно следующими интегродиффе-
ренциальными уравнениями: 
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dv dv d&v к о/) f a~d-v) I . I I 
W+r"Tb~№v~Jl*'W~t£1t* J E A O T U . ^ * * , Avr -0 . ( 5 ) 

0 t 

Введем следующие обозначения: u!n(X,t)=jec'Hti^ *V<U, m=-1,,..,L) 
о О 

f-ортопроектор из L 4(A) на J(J1) [1б], Л = Д , .f( s . 

в A w , ?(x , t )E i v ;u ' . . . , u L } , "F = WA...,0J.Тогда, как следует из 
[15] , движения жидкостей Олдройта порядка L= 1,%> •• • и жидкостей 
Кельвина-Шойгта порядка L= \,%,... описываются соответственно сле­
дующими операторными дифференциальными уравнениями 

(6) 

(7) 

в которых 
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Уравнение ( 6 ) , (8) и уравнение (7) - (9) решаются в Q w н 
= Л*[0,со), Л е Е* , К-ZjS , при начально-краевых условиях 

'( '"<»' ( Х )>0,...,0Ь х е Л > Щ ш = 0. ( Ю ) 

Движение жидкости Кельвина-Фойгта порядка 0 описывается 
системой дифференциальных уравнений [17]- [18] , [12]- [14] 

| y - + i r K | ^ - V A V - 3 6 - ^ + ̂ xadp= f , iiivv=0, ( I I ) 

которые решаются в QOT при начально-краевых условиях 

vl t. 0- «.<«, х - л ; v ) W e = o . ( 1 2> 
Будем предполагать в дальнейшем, что в уравнении ( 6 ) , ( 8 ) , 

уравнении (7 ) - (9 ) и системе ( I I ) f(x,t) = f(X),Vt?0 . 
3. Рассмотрим сначала начально-краевую задачу ( б ) , ( 8 ) , ( 1 0 ) , 

описывающую движение жидкостей Олдройта порядка L= \,%>--- > и бу­
дем предполагать, что Л. - двумерная ограниченная область: 
ileE* . Положим Е 0 ( А ) = f(A) " П£и [1б], 

1<Н* = И * о + ̂  K 0 , | U x|! а ' и возьмем Е о ( Л > в ка-

честве фазового пространства задачи ( 6 ) , ( 8 ) , (10) . На нем, как 
показано в [12]- [ l4 j , определена полугруппа , t г о , огра­
ниченных непрерывных нелинейных операторов, однозначно определяю­
щих слабое решение (решение в смысле Э.Хопфа [I6J) Ц(-,\) =. tjf(tj 

задачи (6<)„ Ш.» ОО) по етю значению ;при t=J)". $<tjs %($№J) .. 
Для слабого решения задачи (Б), ( 8 ) , (10) справедлива оценка 
И, И: 

Положим, далее, ESW= {W^AjnHdO.))» П ( VV̂  л Hui)), 

s = ^ , „ • В [ 7 ] ' [ 8 ] П 0 К а 3 а Н ° ' 

что если Зле C s + 1 , £(Х)еw/'ui) Л J(,fl), s = 1,2,... , то для 
слабого решения lf(t) двумерной задачи ( 6 ) , ( 8 ) , (10) при Vt >0 
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справедлива оценка 

(14) 

а отсюда следует, что эволюционный оператор V. двумерной задачи 

в множество \^ (В 0 ) , ограниченное в Е , (Л) и компактное в Е 0 ( 4 ) , 
и потому Уф при Vt >0 является вполне непрерывным в Е0(Л1) , 
т . е . полугруппа Vf > t > 0 > является, по терминологии [ б ] , полу­
группой класса I. На основании этого в [7 ] , [8] доказана 

ТЕОРЕМА I. Для двумерной задачи ( 6 ) , ( 8 ) , (10) в фазовом 
пространстве Е„(Л) имеются поглощающее множество Б 0 и минималь­
ный глобальный В-аттрактор Ш ^ П ^ У^(В0) , который является 
непустым, инвариантным, связным компактом в Е 0 ( Л ) и ограни­
ченным в пространствах E S ( A ) , s=\,множеством. 

Далее в [7],ВД с помощью тех же соображений, что и в [ i ] 
(см. также [5]) для двумерной системы Навье-Стокса, доказывается 

ТЕОРЕМА 2. Полугруппа Vt : E0UL) => Е0Ш , t г 0 для дву­
мерной задачи ( 6 ) , ( 8 ) , (10) продолжается на 7У1 до непрерывной 
группы : 7Я => Ш, -oo<t<oo , причем Y$ s V^ для t<0 » и 
if(t) = Vt(^(0)) > ^(0)e ДО, , -co < t < оо , есть решение задачи ( б ) , 
( 8 ) , (10) . Аттрактор Ж состоит из тех и только тех элементов 
\|/еВ„ , для которых задача ( б ) , ( 8 ) , (10) имеет решение 

~$ d) = Vj;(^) » равное 1|Г при t=0» при Vt«=(-w,oo) . 

Пара {Vfi; V-j; , -w<t<co] и является динамической системой, 
порождаемой начально-краевой задачей ( 6 ) , ( 8 ) , (10) о двумерных 
движениях жидкостей Олдройта порядка L=1,Z>— • 

В W . И для двумерной задачи ( 6 ) , ( 8 ) , (10) доказан ряд 
свойств аттрактора Ш и динамической системы {Ш;^^,-oo<t<ю], 
характерных для задач с параболическим характером диссипации, 
описываемых, по терминологии О.А.Ладыженской [ 5 ] , полугруппами 
V̂  , t?>0 , класса I, а именно, доказана "конечномерность ди­
намики V| двумерной задачи ( 6 ) , ( 8 ) , (10) на Ш " , а также ко­
нечность хаусдорфовой А/ц(М) и информационной размер­
ностей аттрактора Ш [5] и оценка 

8 эс̂ С̂  
(15) 

в которой числа t= Ufa ) , <f= <fc/ijJ,N') , 0<<Г<1 , N = 
= N 1 определяются лишь данными задачи (6), ( 8 ) , 
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(10), а « - постоянная Гаусса [б]. 
4. Рассмотрим теперь начально-краевую задачу (7)-(Ю), описы­

вающую движение жидкостей Кельвина-Фойгта порядка L= , и 
будем предполагать на этот раз, что Л - трехмерная ограниченная 
область: i & e E ? . Возьмем в качестве фазового пространства задачи 
(7)-(Ю) пространство %Ш н I J b HUJ , | ? | * = || у||*Л + . 

V**IKlCA
 + Jf /Гв tt«l^Л * & н е м ' к а к п о к а -

зано в [l7J-[l8] , [I2J-JJ4] , определена группа V ,̂ -eo<t<oo , огра­
ниченных нелинейных непрерывных операторов, однозначно определяю­
щих слабое решение Ч> (t) задачи (7)-(Ю) по его значению при t = 0 : 
^(t) s V^(^(o)) . Для слабого решения ф(Ъ задачи (7)-(Ю) 
справедлива оценка [17] -[18]: 

Р1Ц^о £(л^)"1^ и > v * с е ) 
вытекающая из энергетическогб равенства для задачи (7)-(10): 

Как и в [i] (см. также [б]), из (17), (16) легко выводится заклю­
чение о том, что шар В„ = 1 Я), (А): \Щ$ < Q 0 } является 
поглощающим множеством для V B e ^ ( E ) » и Vj ( B j с £ 0 » т.е. 
слабые решения трехмерной задачи (7)-(10) втягиваются в шар В 0 

за конечное время. 
Представим Vt при X > о в виде суммы s Vfy + Ц$ » г Д е 

есть разрешающий оператор для линейной задачи 

] ^ t A 3 w ^ A * « = 0, «| t_ f l= U,0,...,0j.<fo0),t>0 , ( И ) 

/ - л 2 -fi д -№ • • 

-1 -at, 0 • • 0 
-1 0 -ч% • • 0 

-i 0 0 . . 

(19) 

a U t - разрешающий оператор нелинейной задачи 
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причем fret) г Г(х) - A^(C^) , (pet) = Vt((f(0)), 

о с . . . О A(v) 
О 
О 

\ / 

(20) 

(21) 

Очевидно, что ^(t) = w(t) + = Щ<? + Щ<Р . 
Из энергетического равенства для задачи (18) легко следует оцен­
ка 

в которой постоянные С, и у>о зависят только от данных задачи 
(см., например, [1б], гл.У1); оценка (22) показывает, что , 
t>0 , является на g),(Л) экспоненциально-сжимающей полугруппой 
[5]. 

Далее, из результатов работ [I7J - f_I8}, [l2j— [14], следует, 
что для решений задачи (20), (21) справедлива оценка 

То1 ^ Г - 2 * с * > ( 2 3 ) 

в которой постоянная Сл определяется только данными задачи. Из 
теорем вложения С.Л.Соболева следует, что если <|>€g)i(«&) , то 
(?(t) e Ьэд (JL) • Тем самым разрешающий оператор задачи 
(20),(21): -iTfcj sXft<p(t; при Vt >0 отображает пространство 
^ ( Л ) в пространство 31»(Л) н П и { W j t u w n Н(Л)| 

{=о * 
и потоку является вполне непрерывным в ^(Л) . 

Итак, группа при Vt>0 есть сумма линейной экспонен­
циально-сжимающей полугруппы Wj; и вполне непрерывного нелиней­
ного оператора TĴ  в пространстве ^ ( Л ) , т.е. полугруппа Vj 
при Vt?0 является, по терминологии О.А.Ладыженской [5], полу­
группой класса 2 в пространстве ^ ( Л ) . Из доказанных О.А.Лады­
женской [б] общих теорем о свойствах полугрупп класса 2 вытекает 
следующая 

ТЕОРЕМА 3. Для трехмерной задачи (7)-(9) в фазовом прост-
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ранстве §),(Ji) имеются поглощающее множество В 0 £ { ^ е ^ ( Л ) : 

: | | ф | Я 1 < Q 0 , см. (16)} и минимальный глобальный В-аттрак­
тор = л Г_^сВ 0 ) ] я » который является непустым, инвариантным, 
связным компактом в и ограниченным в 8)г(л) множест­
вом. Хаусдорфова <lt-f»H (МТ) и информационная fo(WT) размернос­
ти аттрактора Ж конечные &л\»^{.Ш)^]л(7К) , и \ii7Yl) оценивает­
ся лишь через данные задачи. 

Для жидкостей Кельвина-Фойгта порядка 0 теорема 3 доказа­
на в [9] . 

Авторы выражают признательность Л.Д.Фаддееву и О.А.Ладыжен­
ской за внимание к их исследованиям по гидродинамике неньютонов­
ских жидкостей. 
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