
сингулярных интегралов и интегралов в смысле Адамара: Дисс. ... 
канд. физ.-мат.наук. - Баку, 1984• - 140 с 

i Г а б д у л х а е в Б.Г. , Ш а р и п о в Р. Н. Оптими­
зация квадратурных формул да сингулярных интегралов Коши и Ада­
мара // Конст^штивная теория функций и функц. анализ. Казань/ 
1987. - Вйп .6.-- С.З - 48. 

5. К р и к у н о в Ю. М. Дифференцирование особых интегра­
лов с ядром Коши и одно граничное свойство голоморфных функций// 
Краевые задачи теорий флс.п. Казань, 1962. - C.I7 - 24. 

6. В о л о х и н В. А. Один класс сопряженных функций от­
носительно особого интеграла в смысле Адамара // Краевые задачи 
и их приложения. Чебоксары, 1986. - С.30 - 32* 

7. 3 а в ь я л о в Ю. С., К в а с о в Б. И., М и р"о ш -
н и ч е н к о В. Л. Методы сплайн-функций. - М.: Наука, 1980. 
352 с. 

8. Г а б -д у л х а е в Б. Г. Оптимальные аппроксимации ре­
шений линейных задач. •- Казань: К1У, 1980. - 232 с. 

А.М.Бикчентаев 

НЕРАВЕНСТВО ТРЕУГОЖБШ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ' ПРОСТРАНСТВ 
ИЗМЕРИМЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Интенсивное развитие теории некоммутативного интегрирования 
и ее многочисленные плодотворные приложения привели к необходи -
мости исследования различных классов линейных метрических про -
странств, ассоциированных со следом или весом - наиболее общим 
аналогом интеграла на алгебре Неймана. Из них в числе важнейших 
F-нормированные идеальные пространства (/"-НИЛ) измеримых one -'; 
раторов - некоммутативные аналоги классических функциональных 
Г-НИЛ. 

Поскольку в алгебре Неймана М операторное неравенство 
вообще говоря, неверно, одним из суще­

ственных моментов в некоммутативной теории является проверка 
занимающего принщпшальное' место в аксиоматике F «НИЛ "неравен­
ства треугольника" для функционала - претендента на роль /^-нор­
мы (см., например, [7, 14, 5, 8 v 1 , 2]). 



В настоящей работе устанавливается инвариантность некоторых 
неравенств типа неравенства треугольника для идеального модуляра 
(заданного на измеримых операторах) р относительно отображения 
dl*+p(f (\ Л\У) t где f - композиция операторно выпуклых 
функций на оо) и\Ж\ -(Л*d• Этот результат позво, -
ляет подучать новые конструкции некоммутативных F -НИП. В ря­
де случаев подученное неравенство позволяет ввести в F -ШШ об­
ладающую дополнительными полезными свойствами (например, 5 -од­
нородностью) эквивалентную исходной F -норму. 

I. Терминология и обозначения» Пусть М - алгебра Неймана 
с точным нормальным пол$конечным следом , действующая в гиль­
бертовом пространстве И % М£ -единичный шар в \0 ш f - еди­
ница М. Оператор в Н (не обязательно ограниченный или плотно 
определенный) называется присоединенным к М, если он переста -
новочен с любым, унитарным оператором из комвдутанта алгебры М. 
Самосопряженный оператор ^ присоединен к JU тогда И Т О Л Ь К О 

тогда, тогда все проекторы из его спектрального разложения еди -
ницы{^д , Л еМ) прзжйадлежат М. Если ь£ - некоторое се­
мейство операторов в Н , то через оС* будем обозначать множе­
ство положительных операторов из ^ . 

В [14] введено множество X вполне измеримых (относительно 
£-) операторов, т.е. множество замкнутых плотно определенных опе­
раторов -Л 9 присоединенных к М , удовлетворяющих условию: 
$г(£~Е ̂  < оо для некоторого Л >0. Ж замкнуто относи­
тельно перехода к сопряженное умножения на скаляр, сильного 
сложения и умножения операторов; оно является полным, метризуемым 
топологическим векторным пространством относительно топологии 
сходимости по мере, которая задается F -нормой 

б^(^Г)^ inf max j А 9 Я С1-Е . 
Линейное подпространство X в JV назовем вдеальным про-

странствш на JU 9 если z4 е X для любого rfeX и из ДеХ 7 

ВеХ 9\В\±Ы\ следует . 
Приведем с небольшиш. применительно к нашей ситуации, из -

менениями некоторые сведения из монографии О.Ролевича [12] и 
Ю.%селяка £ I I ] , относящиеся к теории модулярных и F -норшро -
ванных пространств. 



Определение» Идеальным модулярш на X называется отобра­
жение р* X *^Ми\+г°°) , удовжетшряющве условиям: 

(т]\в\<\л\+>р(в>±р&) ; 
(F5d)p(aH+4g)*pW) + p(B) . для 
(Ft) pC4%=pm ; • 
(FS) если ffrf)<oo , то р(ЛЛ) -»0 ( A ̂ 0+) . 
Ясно, что p0)&0 для всех ̂ еЖ (это следует из ( F 2) 

при 5 = 0) и множество ^ 
^ ^ # e X U / > J ? : р(ft?) <<*>). 

есть идеальное пространство на М . Идеальный модулнр ̂  назы­
вается: 

- £ -выпуклым (0 < S ^ I), если он удовлетворяет условию 
(Рд$)р(аЯ*&В) *asf<rrf)^spCB) для 

- метризуюпшм. ̂ если выполнено одно из двух эквивалентных ус­
ловий -

(F6) р(4п^О^ f€>0 рСе jfn) +0 ffl - об) ; 

Идеальное пространство X называется F -нормированным 
вдеащнш пространством на М , если F -норма 1'1Х=Р 
W*°°) удовлетворяет условиям ( Fl)9 ( F2), ( /^4), С F'b) и 

( ̂ 3)Ц^51 Х * l ^ l x Н в | х дая rf,8eX . 
Очевидно, (/3) влечет ( /" 6) для | • и р~ \. || х 

есть метризущий идеальный мбдуляр на X с Хр = X . -норма 
И 1 Х Д -однородна (0 < ^ 4 I), e c M l A ^ l x - U i s i ^ l x для 
всех Л €<Г , ̂е^Г '.. Если р - идеальный модуляр на JT , то 

есть F -Ш1шЛ о /" -нормой 

\4\х-**?\б>о\ р(б£4)^б\ , . . ( 1 ) 

(соответственно с 5 -однородной /" -нормой 

M e x ^ ^ / [ d ^ | p(e1/sd)±i\ (2) 



для S -выпуклого/? ), при этом 1 (соответственно 
\Дп \х ^0 для S -выпуклого f ) тогда и только тогда, 
когда р (ё^к )->0} (т-* ооу да любого <£>0 . 

Пусть Ф - класс непрерывных строго возрастающих функций 
£\0,°о)-*[0,°°) с {(О)--О и йт f(A)^<*> \ Функция /е Ф на-
зывается 5 -выпуклой, если мсжно указать такое число 0<в * /? 

что А/(Х)-f(\ X\*/а) есть N -функция, т.е. непрерывная выпук­
лая четная функция. /ViJg"*-+[ О f ) , подчиняющаяся условиям 
€гт /УСЛ)/Л ~0 , &т /V(A)/A -'оо Например, S -выпуклыми 
JL+0 Л-»°° 
являются вогнутые функции 
f(X)~\p

9 0<з<р<1; Ш ) = лМъСл^е) , . 
Введем класс 

^[fe Ф\ЗС^ '^(2Х)^С^ fC&) для всех А>0^ .-
2. Для произвольного отображения Ь : Ж+^\^0,°°\ рассмот -

рим следующие условия (О <S ^/ , р ?0) Г 

для a ^/ . 
Очевидно, ( ̂ 3) — + - (F3d) — * ( / 6 ) (FS#)9 

( ̂  3^) = ^ ( Z7 3c) и для г со свойством z(ad?)+ <ь(У?) 
при 0 ̂ й (которое выполнено, если % удовлетворяет ( F2)) 
имеем ( F 3) ( F За). Для £ со свойством (/ I ) имеем имп­
ликацию ( F3&) — ' • -

Л е м м а I. Пусть для Z Ж ~*\о, °°\ выполнено условие 
(F-bS). Отображение -

.tf^bfd) (3) 
удовлетворяет (/3).с = //+р)• , если £, удовлетворяет 
САЗчг), и с oC^s/p , если. £ удовлетворяет (Z*'3 с ) в 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из соотношений 



Р Р\ S S 

AaP

9ju£P^ = ntm^ Аа%juf1 ^ - (A Kju mm тах\ 
а%6>о 

соответственно (здесь А9/и>0 и мшно убедаться, что g^g^ 

достигается при а ~ А / (Л -^ju )) . 
Замечание 2. Если г -,Т~+[0,°°] удовлетворяет ( F3d)9 

то в (3) можно взять оС=&£3£* Действительно, функция /(~#)^/+ 
*t (2+tf0обращается в нуль при t = I и строго возрастает на 
[/,<*>), ибо ее производная /(fy-oCt*'*- с^^+ё/^^полаштель -
на на этом, интервале. Теперь ясно, что (ga*r$)aс^a^S* для 
О <а<€ . 

Далее всюду отображение t: Ж *-*\0,°°\ удовлетворяет ус­
ловиям. (F2) и (РА). Для произвольной непрерывной функции 
{'\0,°°)^[0 9 <*>) с f{0) = О отображение 

^^t(f(\4\)) (4) 
удовлетворяет (У4), в частности, 

Z(f(rf*tfd~tffi^*)) . (5) 
Дяя операторно монотонной/*£ ̂  отображение (4) удовлетворяет 
IF 2) и наследует (при наличии у отображения % ) каждое из 
свойств (FI)f (F3)9 ( F3d) [2, теорема 2.4]. Неравенства ( /3) , 
(F3a)9 ( F зб)9 ( Л З с ) и ( F 3d) достаточно потребовать на 
^ [2, стр. 7]. 

Л е м м а 3 [13 f стр.' 261]. -Если Т , беЖ* и Г* в , *?о 
существует такой оператор Ее f что Т-£$Е*. 

Т е о р е м а 4. Пусть z удовлетворяет еще и ( F3(f) с 
0<S * / и -f(-6)^tp\ 0<р</ '.. Тогда отображение (4) удов -
летворяет ( 3 $ ) с.^~^-/г ; если £ удовлетворяет (/*6), той 
отображение (4) удовлетворяет (/'б). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , В силу вышесказанного достаточ­
но проверить неравенство 



для вЯГ^и а,$>0 , а^+ ̂  / . Пусть операторы Т=ат/?+• 
+• / 5 ' и ^/ > V е Д такие, что й ̂  - <У77/ * , д8 "У TV * 
(см. лемму 3), ж U U Л~У V - носитель 7* . Тогда 

± а%('а~РГ *1/*1ТТж) + *\Сё'А-ёV*VTT) 

в силу ( F Ъё) для t ', формулы (5) и операторного неравенства 
которое установлено в [9] для оператора 

Те Ж и распространяется на Ж стандартным'.переходом к преде­
лу в топологии сходимости по мере. 

, Проверка для (F6) тривиальна. Теорема доказана. Введем 
Ф ~\fе-Ф\3 операторно выпуклые fee ФС&=7^п)*.£*£°^°.щ.0{т^. 

Т е о р е м а ' 5. Для-функции f е Ф/ отображение (4) также 
удовлетворяет (F2)y (FA) и наследует (при наличии у отображе­
ния Ъ ) каждое из свойств (FI), (F3a), (F3$)\ (73с)„ 
( Ш 9 (Г6). 

Д о к а з а т е л ь о т в о достаточно провести для опера­
торно выпуклой fе Ф.9 Поскольку (FA) было установлено ранее 
(см. комментарий к формулам (4) ж (5)), покажем .(/"2). Если # 
В с Ж и \В \ ̂  \Л I , то по лемме 3 существует такой оператор 
UeM^ тъ\В\ = и\Я\Р* .Тогда ; 

в силу [ Юр теорема 2.1 (И )] f откуда с помощью (F2) и формулы 
(5) для отображения 2: имеем 



Пусть а,6?о t aS*/5*f C0<s±/y.\ тогда а^Ж^/ и 

• fCad + tB} ±af(#)*r£f(a^ Г^/з еЖ*) (6) 
в силу операторной выпуклости функций £ . 

Наследственность свойств ( F За)9 ( F3$)9 ( / " З с ) да 
отображения (4) следует из (7*2) и соответственно из '('/'Зг*)., 
(F з£)9 ( ̂ 3 с ) - для г . Свойство (F5) для отображения (4) 
вытекает из ( / 5 ) для £ и (6) с #=г? . Для доказательства 
( Г 6 ) заметим, что по теореме 2*4 [ 1 0 ] -f(iy^ А^(Я)для некото­
рой операторно монотонной функции яе Ф ; тогда в сету вогнуто­
сти ^ имеем f(2X)*2&g(2'X) ̂ Щ{А)^{4 
да ^еЖ i тем самым. ( / " 6 ) для отображения (4) следует из 
(F&) для £ и уже установленного свойства С/'2) для (4). 

Замечание 6 s . " ' / ' • " • 
а ) мы также показали, что класс <^ содержится в' % 
б) в [ 6 ] введено следующее свойство г 

также наследуемое отображением (4) для операторно монотонной или 
операторно выпуклой функции / е Ф . 

С л е д с т -в и е 7, Пусть £ есть идеальный модуляр на 
Ж ж функция f £ Ф . Тогда отображение (4) есть идеальный мо|цу~ 
ляр на Ж (со свойством (F3$)9 (F3e) или (F6)9 если Ь б -
ладает ( Z ^ ) , .(/̂ Зс) или '(/'б))..-, j 

С л е д с т в и е 8. Пусть <Х ,11 : 1 Х

У ^ F - Н Ш н а ':JU\ с 
5 «-однородной /" -нормой и 0 K p < 0 0 . Тогда | 

<x^. { / .» i 'w i '«xVi iV i7 , , / - j r * ' . .> ' 
есть , Г - Ш 1 на v®' с ^ • от*/» [ / , /?}-однородной А-нормой, 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай: 0<р<£ доказан ра­
нее [2, теорема 2 а4]; в силу операторной монотонности функции 

• Х Р " (?) 

из теоремы 2.4 [ 1 0 ] следует, что для i<p^2 функция (7) опе­
раторно выпукла. Теперь утверждение следствия 8 вытекает из 
следствия 7 и ле^1мы I , поскольку для 2 <р<оо функция (7) при­
надлежит Ф , ' 1 

В частности, при,р > / в силу неравенства 
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(cC+ff±2-(aC+jbH-)-<iaC\p*0 имеем для. Л,8 еХр 

II Л*В\? \х ^2^СЛ I */ ftx t «J3fll x) . (8) 
Полагая X -1£(М\ Ъ) , получаем новое доказательство не-̂  

равенства треугольника для отображения frCXJl^Y Р % Дру­
гие доказательства этого факта см., например, в [14, 4, 5, 7,8]. 
.В силу1 линейности следа 0* из (8) имеем, для операторов э?,8с 
е LpCM^l^ полезное неравенство 

Пример 9. Пусть М- %)(Ю - алгебра всех ограниченных 
операторов в гильбертовом пространстве Я . Следуя М.В.Келдышу 
[3], назовем М оператором конечного порядка, еот^е^/Ж,'£) 

для некоторого 0<р<°° . Нижняя грань чисел р , при ко­
торых имеет место это соотношение,, называется порядком, оцератора 
Л и обозначается Очевидно, удовлетворяет ч( F2) и 
(FA); имеет место неравенство 

(F6e^''(f./£*Bi^ 
тем самым ^ удовлетворяет (F3)9 (F3c) и (FQ). Ясно также, 
что не выполнены ( П ) , (ГЗ*У и (Fb$)* 

Предложение 10. Пусть отображение Ъ Онэднородно (т.е. 
tfaJl^btf) Ya?0 и функция f е Ф операторно выпукла. Тогда 
отображение (4) наследует (при наличии у отображения ь ) каждое 
из свойств (F3)9 (F3d)9 (F3e). 

Д о к а з а т е л ь е т в о. Очевидно, О-однородность и. 
(F 5) взаимно исключаются; О-однородными являются, например, 
$6Л) из примера 9 и отображение ̂ ^^{sapp\^\\ Для £ с (F3) 
и операторов ^ 5 е JfT ̂  a, S>0 с а*-$~£ имеем 

здесь воспользовались пунктом а) замечания 6. Для (/"3̂ ) и (^3^) 
доказательство аналогичное. . 
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. Пример I I . В 11 ] автор исследовал некоммутативные обобщен­
ные пространства Орлича lj> (JM^t) (fe Ф) t .которые в / • = 
частных сдучаях рассматривались многими исследователям. ОтноЬж-
тельно порождаемой (метризущим. жвя feA^ ) идеальным, модударом ' 
ft*-*JOJCZ£)~2>C£ (\ Д\У) F-нормы ( I ) пространство lj* полно 
и непрерывно вжжено в r6t*> . Более того, на lg • имеем, 
оценку л 

\\ :• | | ^ определена по ( I ) . 'Действительно, для $fAJ^ffl) 
получаем Q(1) - Cf(С А) . тогда при <f < !*̂ f L имеем 

тем. самым 

то d)-\-(L(a A)dE 9 ж при # * 1 ^ | L получаем. ^ о я оо л f 

откуда ф(£-Ея) f а£(а*А)4- для Я >0 .ъ(^&1)**ящя\-Х г 

a-fy(dJA у*\ . Осталось положить А =а . 
Из результатов [5, 7] следует, что: а ) для выпуклой функции 

/ пространство является банаховым, пространством относитель­
но нормы (2) (при s .= I ) ; б) для вогнутой функции f отображе­
ние (3) (при dC = I ) есть -норма на , топологически эк­
вивалентная F -норме II • . Для S ^выпуклой функции fe Ф -\ 
идеальный модуляр fi^ также $ -выпуклый (по теореме 4} и в 1^ • 
можно ввести S -однородную F -норму по формуле ( 2 ) ; имеет 
место некоммутативный вариант теоремы С.Ролевича [ I I , стр.73]: 

. Пусть -f(£)~g. (АР)9 где ̂  - выпуклая функция из Ф ; 
£ >0 , 0<р^1 . Тогда множество 

абсолютно р чвыпукло. 
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