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-В. Ф. Кириченко 

Предисловие 

Почти эрмитовы многообразия, в частности, келеровы мно­
гообразия являются предметом интенсивного исследования в 
дифференциальной геометрии. Однако, хотя геометрия таких 
многообразий является частным случаем римановой геометрии, 
традиционные методы'римановой геометрии плохо улавливают 
специфику почти эрмитовой структуры, вносимую ' наличием 
почти комплексной структуры на таком многообразии. В пос­
леднее время в ряде работ был разработан более эффективный 
аппарат исследования таких многообразий- Его применение 
позволило получить ряд сильных результатов, касающихся гео­
метрии почти эрмитовых структур. Естественное развитие этого 
аппарата привело к понятию обобщенной почти эрмитовой 
структуры, охватывающему, наряду с классическим понятием 
почти эрмитовой: структуры, ряд других дифференциально-гео­
метрических структур, широко обсуждаемых в печати, таких, 
как почти эрмитовы структуры гиперболического типа, почти 
контактные метрические структуры классического и гипербо­
лического типов, метрические /-структуры и другие. Цель на­
стоящей работы — осветить новые результаты в геометрии поч­
ти контактных метрических структур, недавно полученные с 
использованием этого аппарата. В первой главе мы рассмотрим 
алгебраический аспект упомянутого выше аппарата. Централь­
ным понятием этого аспекта является понятие Q-алгебры над 
кольцом с инволюцией. Антилинейность операции композиции в 
Q-алгебре определяет существенную специфику ее свойств по 
сравнению с классическими алгебраическими конструкциями. 
В то >Ke время условие согласованности операции композиции 
с метрикой позволяет выявить большое значение в теории Q-
алгебр таких классических понятий, как абелевость, полупро-
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стотз, простота и редуктивность. Здесь же обсуждается понятие 
спектра тензора в Q-алгебре, играющее большую роль в по­
следующем изложении. Вторая глава посвящена введению и 
рассмотрению обобщенных почти эрмитовых структур на глад­
ких многообразиях. Здесь рассмотрен ряд фактов теории обоб­
щенных почти эрмитовых структур, играющих фундаменталь­
ную роль в последующем изложении и широко обобщающих 
многие хорошо известные факты классической теории почти 
эрмитовых структур. В третьей главе приведен краткий обзор 
теории почти контактных метрических структур и их основных 
подклассов. Рассмотрен класс обобщенных почти контактных 
структур как обобщенных почти эрмитовых структур дефекта 1. 
Последнее обстоятельство накладывает существенную специфи­
ку на методы исследования таких структур. Показано, как ис­
пользование техники обобщенных почти эрмитовых структур 
позволяет не только широко обобщить основные понятия и за­
дачи классической теории почти контактных метрических струк­
тур, но и получить ряд окончательных результатов, касающихся 
геометрии некоторых их важнейших классов. 

Г л а в а 1 
Q-АЛГЕБРЫ 

Q-алгебра является весьма естественным алгебраическим 
объектом. Это подтверждается тем, что основные свойства Q-
алгебр остаются справедливыми в гораздо более общей ситу­
ации, чем та, которая нужна для непосредственных геометри­
ческих приложений. Своеобразие понятия Q-алгебры заклю­
чается в том, что в отличие от классических алгебраических 
конструкций основные операции в Q-алгебре нелинейны, точ­
нее, антилинейны. Ввиду этого наряду с определенным парал­
лелизмом свойств некоторых типов Q-алгебр с классическими 
алгебраическими конструкциями (например, редуктивными 
алгебрами Ли), подчас имеет место существенное расхождение 
с классической ситуацией. В свою очередь, в таких свойствах 
Q-алгебр заложено объяснение ряда «загадочных» свойств то­
пологического характера, которые в последние годы стали обна­
руживаться рядом авторов (см., например, [22], [23], [25], 
[38]). 

§ 1. Понятие Q-алгебры 

Пусть .5? —-кольцо с инволюцией а->а (аб$), V — левый ^-мо­
дуль, ( •, • > —-невырожденная эрмитова форма на V, т. е. ото-
•бражение < •, • > : V X V - . - S такое, что: 

Г (X + V,Z) =-. < X , Z > + < K , Z > ; 
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2. < X, V ) -= ( Y, X ) ; 
3. < X, Y) —OVrel /^X -O; X, Y, ZeV. 
Форма <-, •> называется скалярным произведением. Если 

дополнительно выполняется условие <аХ, У> ==a<X, Y> {авШ; 
X, УбУ); форма <•, •> называется собственно эрмитовой. 

'Форма <-, •> называется расщепляющим скалярным произ­
ведением, или метрикой, если для каждого подмодуля UczV, 
ограничение <-, •> на который невырождено, V=U®UX, где 
U1- — ортогональное дополнение U. Метрика <-, •> называется 
строго невырожденной, если для всякого подмодуля UczV ее 
ограничение на U невырождено. Например, скалярное произ­
ведение в конечномерном векторном пространстве расщепляю­
щее, а в евклидовом пространстве строго невырожденное. 

О п р е д е л е н и е 1. Q-алгебра V определяется свойствами: 
1. V—-^-модуль с расщепляющим скалярным произведени­

ем <•, •>; 
2. V — Я-алгебра с бинарной операцией композиции * : VX 

X V{to}V, антилииейной по каждому аргументу; 
3. <Х*У, 2> + <У, X*Z>=0; X, У, ZeV. (1) 
Q-алгебра с собственно эрмитовой метрикой называется эр­

митовой. Q-алгебра V Называется правильной, если всякий ее 
левый идеал & является двусторонним, т. е. V*2?аЗ =$-£/* V c J . 

Рассмотрим важные примеры правильных Q-алгебр. 
П р и м е р 1. /(-алгеброй называется антикоммутативная Q-

алгебра. Очевидно, /(-алгебра правильна, причем ее левый и 
правый аннуляторы совпадают с двусторонним аннулятором: 
9MV)=MV)=$a(V). 

П р и м е р 2. A-алгеброй называется Q-алгебра V такая, что 
<X*7, Z> + <Y*Z, X>+<Z*X У>=0(Х, У, Z6V). 

Т е о р е м а 1 ('[6]). Левый аинулятор A-алгебры совпадает с 
двусторонним аннулятором. A-алгебра со строго невырожденной 
метрикой является правильной. 

Приведем пример Q-алгебры, сконструированной явным об­
разом. 

П р и м е р 3. Пусть 3 — полупростая комплексная алгебра 
Ли, Зд — ее вещественная форма, с : 3-.--3 — инволюция, соот­
ветствующая Зл [2]. Хорошо известно, что Зн может быть вы­
брана компактной [2]. Определим в 3 операцию «*» формулой 
X*Y = a{[X,Y]) (Х,УбЗ) и форму <Х, У> = — Ж(Х, oY); X, УбЗ, 
где Ж{-, •)—форма Киллинга алгебры 3. Очевидно, форма 
<•,'•> эрмитова и невырождена, более того, она положительно 
определена тогда и только тогда, когда Зн — компактная ве­
щественная форма). Используя хорошо ' известные свойства 
формы Киллинга, легко показать справедливость (1) в 3. Сле­
довательно, в 3 введена структура /(-алгебры над полем С 
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комплексных чисел. Отметим, что в этой /(-алгебре фиксирова­
на инволюция а, являющаяся антиавтоморфизмом этой Д-ал-
гебры, в том смысле, что o(X*Y) = aX*aY\ (аХ, аУ>—i<X, У>; 
X, Уе.3, Назовем эту /(-алгебру с инволюцией групповой К-ал-
геброй (компактной в случае, если 3R — компактная вещест­
венная форма) и обозначим ее 3(3, а) . Очевидно, группа ав­
томорфизмов AutSB(3, ст) групповой А-алгебры совпадает с 
группой автоморфизмов алгебры Ли 3, сохраняющих инволю­
цию, т. е. с группой автоморфизмов АггсЗл- Алгебра Ли этой 
группы есть алгебра Ли дифференцирований Dev 3R, которая в 
силу полупростоты SR совпадает с идеалом внутренних диффе­
ренцирований, изоморфным SR/3(3R) [2], где З(-Зн) — центр 
алгебры 3R, равный нулю в силу ее полупростоты. Значит, связ­
ная группа Ли, соответствующая алгебре Ли Зв, является ком­
понентой единицы группы Ли AutSB, и мы получаем следую­
щий результат: 

Т е о р е м а 2. Группа автоморфизмов групповой /(-алгебры — 
вещественная полупростая группа Ли. Обратно, всякая связ­
ная полупростая вещественная группа Ли является компонен­
той единицы группы автоморфизмов некоторой групповой /(-ал-
гебры. Компактность этой группы равносильна компактности 
этой /(-алгебры. ^ 

Пусть Q-алгебра V является унитарным нётеровым модулем 
над коммутативным кольцом % В силу невырожденности ее 
метрики g = ( -, • ) , ®ех&/: < ex, e1 > -^О. Значит, сужение 
g | $е1 невырождено., и в силу расщепляемости метрика g | ($-2-.)--
невырождена. Следовательно, в (®ег)± существует вектор е2 
такой, что (е2 , е% > фО, и т. д. В силу нётеровости V процесс 
нахождения таких векторов оборвется на конечном шаге, когда 

мы найдем такой вектор <?„, что V—( ® $•-?*)© ®$еЛ . Посколь-

ку процесс непродолжаем, ( © $eL I -={0}, и 1 / = ® ^ , т. е. 
{ех, .. .,е„}-семейство образующих модуля V. Обозначим 
Ann// Ж-аннулятор подмножества UcV, т. е. Апгк-У = 
--={аб-$|а.-У==0}. Построим отображения Ф,.:$-->$<г.; Ц1(Х) = Хе1, 
t === 1, ...,п. Это, очевидно, эпиморфизм ^-модулей, и по теореме 
об эпиморфизме [3], $<?• =* $/Anne.. О-тождествляя эти модули, 
мы можем записать, что УХ^У однозначно представляется в виде 

я 

суммы X = 2^Xt, X,6$/Atm<?i. Ввиду ЭТОГО, систему векторов 

{ei , . . . ,en} назовем ортогональным базисом Q-алгебры V, а 
элементы X,- — координатами X в этом базисе. В частном слу­
чае, когда Annei—{0} (1=1,... ,п), ортогональный базис Q-
алгебры будет ее базисом как .^-модуля. В другом частном. 
случае, когда аннуляторы всех элементов ортогонального ба­
зиса совпадают и, следовательно, совпадают с аннулятором. 
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Ann V, V не будет точным ^-модулем, и мы можем его отож­
дествить с модулем над кольцом Й/Апп V. В этом случае эле­
менты {еь . . . , еп} будут образовывать базис V, рассматривае­
мый как Й/Ann У-модуль. С другой стороны, из иётеровости 
V = Jt/Ann V© .. . ©.ft/Ann V (п слагаемых) следует нётеро-
вость кольца $/Ann V [1], следовательно, и любой базис V, 
рассматриваемый как $/Апп V-модуль, в частности, любой ор­
тогональный базис V, состоит из п элементов [1]. Такие Q-
алгебры будут играть существенную роль в дальнейшем изло­
жении, и мы примем следующее 

О п р е д е л е н и е 2. Q-алгебру V, являющуюся унитарным 
нётеровым модулем над коммутативным кольцом Ш и допус­
кающую ортогональный базис, элементы которого имеют оди­
наковый ^-аниулятор (необходимо совпадающий с Ann V), на­
зовем голоморфной Q-алгеброй. Q-алгебру, распадающуюся в 
конечную ортогональную прямую сумму голоморфных идеалов, 
назовем полуголоморфной. 

Согасно сказанному, полуголоморфная Q-алгебра допускает 
конечный ортогональный базис, составленный из ортогональ­
ных базисов ее голоморфных составляющих, и всякий такой 
базис содержит одинаковое число элементов. Назовем это чис­
ло размерностью полуголоморфиой Q-алгебры. Если элементы 
этого базиса имеют обратимые скалярные квадраты (рассмат­
риваемые как элементы соответствующего факторкольца), ор­
тогональный базис назовем псевдоунитарным. 

П р е д л о ж е н и е 1. Эрмитова Q-алгебра V, являющаяся 
унитарным нётеровым модулем над областью целостности Si, 
голоморфна. 

Пусть XGV, <X,X>{ne}0, aC-Ann'V. Тогда 0 = <aX,X> = 
~а<Х, X>. Поскольку $ не имеет делителей нуля, AnnX={0}. • 

С л е д с т в и е . Эрмитова Q-алгебра, являющаяся конечно­
мерным векторным пространством над полем J?, является го­
ломорфной. • 

§ 2. Полупростые и редуктивные Ф-алгебры 

О п р е д е л е н и е \. Говорят, что Q-алгебра V распадается 
в прямое произведение подмодулей A i , . . . , Ar, если 

1. V = Ai®. . -®АГ\ 2. А,*Л;.с{(0} {1ф j) 

В этом случае подмодули Аи...,Лг являются, очевидно, дву­
сторонними идеалами V. Введем обозначение V—Л-х . . . XA~. 
Если Ai-LAj (-{ne}/), прямое произведение называется ортого­
нальным. 

В дальнейшем термином «идеал» мы будем обозначать дву­
сторонний идеал, если не оговорено противное. 

29 



О п р е д е л е н и е 2. Q-алгебра V называется абелевой, если 
V*V={0}, простой, если она не содержит нетривиальных идеа­
лов, полупростой, если она не содержит ненулевых абелевых 
идеалов, и редуктивной, если она правильна и распадается в 
прямое произведение абелева идеала и полупростого идеала. 

П р и м е р 1. Групповая К'-алгебра 85(3,0) полупроста. В са­
мом деле, пусть AcrS — абелев идеал. Тогда 0A — тоже абелев 
идеал и, значит, Af|0A — абелев идеал, инвариантный относи­
тельно а и, следовательно, являющийся абелевым идеалом в 3-
Ввиду полупростоты 3, Ari0A,-={O}. Но тогда А(ВаА — абелев 
идеал в S3, инвариантный относительно 0, следовательно, являю­
щийся абелевым идеалом в 3- В силу ее полупростоты, A©0A=-
= {0}, откуда A = {0}. 

Т е о р е м а 1 ([6]}. Пусть V — правильная полупростая 
Q-алгебра. Тогда V*V=V. Если V редуктивна, справедливо и 
обратное. 

Т е о р е м а 2 ([6]). Правильный идеал редуктивной Q-ал-
гебры является редуктивной Q-алгеброй. Более того, пусть 
UczV — правильный идеал редуктивной Q-алгебры, W — пра­
вильный идеал в U. Тогда W — идеал Q-алгебры V. Если V 
полупроста, предположение о правильности U и W можно 
опустить. 

Следующая теорема дает исчерпывающее описание строения 
редуктивных Q-алгебр: 

Т е о р е м а о р а з л о ж е н и и д л я Q - а л г е б р ([6]). 
Всякая редуктивная Q-алгебра распадается в ортогональное 
прямое произведение абелева идеала и иеабелевых простых 
идеалов, и притом единственным образом с точностью до по­
рядка сомножителей. 

Указанное разложение редуктивной Q-алгебры называется 
каноническим. 

Заметим в заключение, ЧТО понятие редуктивной Q-алгебры 
обобщает понятие правильной Q-алгебры со строго невырож­
денной метрикой. Именно, справедлив следующий результат: 

Т е о р е м а 3 ([6]). Правильная Q-алгебра со строго невы­
рожденной метрикой является редуктивной Q-алгеброй. 

С л е д с т в и е ([6]). /<-алгебра и A-алгебра, снабженные 
строго невырожденными метриками, обладают каноническим 
разложением. 

§ 3. Натуральные Q-алгебры 

Пусть Vя — эрмитова Q-алгебра с тривиальной инволю­
цией— тождественным отображением — над коммутативным 
ассоциативным кольцом О с единицей, /0 = id, Ju...,Jr — ли­
нейно независимые попарно коммутирующие эндоморфизмы мо­
дуля Vя, являющиеся вместе со своими квадратами образую­
щими некоторого подмодуля $ •=$ ( / . , . . . , JT), являющегося 
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подалгеброй алгебры всех эндоморфизмов модуля Vя, и удов­
летворяющие следующим условиям: 

1. / . (X)*F = X*j. (}-)= - / . (X*K); 2. { 7;X, Y ) + 

+ < X, JtY ) = 0 ; 3. П кег/.с-гщ/*); (1> 

(i = l, . . . ,г; .Х-,УеИ). 
Введем в алгебре $ ИНВОЛЮЦИЮ соотношениями J0 — JQ, Tt~ 
•——.7,, 7! = Д Это возможно ввиду (1-). В самом деле, из-

г 

определения Q-алгебры следует, что ./../,= а0 id + 2 а*Л + 
г 

+ 21 Pft-jft' а ° ' а'-' Рлбс7; *• ./> •* = I» • • •> г- Применив обе части 
ft=-0 

этого равенства к X^VR и скалярно умножив на Y£VR, с уче­
том (12), коммутативности кольца О и невырожденности метрики, 
получим, что o.ft--=0 и, значит, JiJj = JLJj = JlJj, откуда сле­
дует, что ab = ab\ a, b£®. 

Введем в VR структуру .̂ -модуля, положив ^ai^i + 
- \ г г 

+ . 2 . V ? (X) = 2 a ^ ( X ) + {sum}P^'(X)' a также форму 
г .-о / г=о г=о 

•CX> -^> = 2 < -/?X, У ) Ji- Из (12) и линейной независимости 
эндоморфизмов ./0» . . . . ^г следует невырожденность и эрмитовость 
этой формы. Покажем, что она является метрикой на ^-модуле 
VR. Пусть UcVR-—^-модуль, сужение «•, •» на который невы-
рождено. Тогда сужение «•, •» на U, а значит, и сужение < ., • > 
на U, рассматриваемый как С-модуль, также невырождены. 
Следовательно, VR— U@UX. Из (12) легко следует инвариант­
ность UL относительно эндоморфизмов ./-, . . . , J',. Следователь­
но, IIх является ^-подмодулем. Наконец, с учетом (12) непосред­
ственно проверяется, что <X*Y, Z > + <Y, X*Z> — 0 (X,Y, 
ZeV^), т. е. тройка {VR, < - , •>, *}• определяет Q-алгебру V 
над k, которая называется натуральной Q-алгеброй ранга г, 
причем Q-алгебра Vя называется ее ^-формой, ИЛИ .^-реализа­
цией, а эндоморфизмы / Ь .. ., /- — структурными аффинорами, 
или структурными операторами. В случае 0 —R, (^-реализация 
называется вещественной реализацией. 

П р и м е р L Эрмитова -З-алгебра V над полем С комплекс­
ных чисел является натуральной Q-алгеброй ранга 1. Она на-
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зывается Q-алгеброй эллиптического типа, или комплексной 
Q-алгеброй. Поскольку С — поле, всякая конечномерная комп­
лексная Q-алгебра является голоморфной, а всякий ее ортого­
нальный базис — псевдоунитарным. Вещественная форма та­
кой Q-алгебры — ЭТО овеществление V как комплексного век­
торного пространства, с метрикой 

(X, y) = Re<X,y> (X, YeV). 
П р и м е р 2. Эрмитова Q-алгебра V над кольцом D двой­

ных чисел является натуральной Q-алгеброй ранга 1. Она на­
зывается Q-алгеброй гиперболического типа. Поскольку VXG 
6V{Rightarrow}<X,X>eR, неизотропные векторы такой Q-алгебры имеют 
нулевой D-аннулятор, ввиду чего всякая Q-алгебра гиперболи­
ческого типа, имеющая конечномерную вещественную реализа­
цию, является голоморфной, а всякий ее ортогональный базис 
является псевдоунитарным. 

П р и м е р 3. Эрмитова Q-алгебра над полем R веществен­
ных чисел с тривиальной инволюцией — тождественным отобра­
жением — является натуральной Q-алгеброй ранга 0; она на­
зывается Q-алгеброй параболического типа, или вещественной 
Q-алгеброй. Как и в первом примере, всякая конечномерная 
вещественная Q-алгебра является голоморфной, а всякий ее 
ортогональный базис — псевдоунитарным. 

Пусть 2/cz.V — идеал натуральной Q-алгебры. Он, вообще 
говоря, не будет ТОЧНЫМ ^-модулем. Ввиду этого его можно 
••отождествить с модулем над факторкольцом по соответствую­
щему аннулятору. 

П р и м е р 4. Пусть V1 и V2—Q-алгебры эллиптического и 
гиперболического типов со структурными аффинорами J и I 
соответственно. Рассмотрим модуль V-R=V1

H©V2
H. Его можно 

рассматривать как натуральную Q-алгебру V ранга 2 над коль­
цом R = B{J@Q, 0©/) со структурными аффинорами /©0 и 0Ф/, 
метрика и операция композиции в которой являются прямой 
-суммой метрик и операций композиции Q-алгебр слагаемых. Не­
посредственно проверяется эрмитовость этой Q-алгебры. В этой 
Q-алгебре, однако, подмодули Vi и V2 не будут точными над $. 
Ввиду указанного выше отождествления, можно считать, что 
V распадается в прямое произведение идеалов эллиптического 
и гиперболического типов. Очевидно, Й-аннулятор каждого не-
изотропного элемента в любом из'этих идеалов совпадает с 
•идеалом кольца S£, порожденным структурным аффинором вто­
рого идеала. Следовательно, эти идеалы являются голоморф­
ными, а V — полуголоморфная Q-алгебра. Кроме того, посколь­
ку скалярный квадрат каждого элемента этих идеалов является 
вещественным числом (как элемент соответствующего фак-
торкольца), любой ортогональный базис такой Q-алгебры яв­
ляется псевдоунитарным. Более того, эти выводы, очевидно, 
остаются справедливыми для Q-алгебр, распадающихся в пря-
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мое произведение идеалов эллиптического и гиперболического 
типа, содержащее любое конечное число сомножителей. 

О п р е д е л е н и е 1. Вещественные реализации Q-алгебр эл­
липтического либо гиперболического типов называются, соот­
ветственно, вещественными Q-алгебрами эллиптического либо 
гиперболического типов. 

О п р е д е л е н и е 2. Подмодуль U вещественной реализации 
натуральной Q-алгебры V называется подмодулем параболи­
ческого типа, если U® •$?-=£/. 

B силу (13), для такого подмодуля Ucz n ker -А с 9t (V" *) 
(г>0), в частности, имеет место следующее 

П р е д л о ж е н и е 1. Подмодуль параболического типа ве­
щественной реализации натуральной Q-алгебры ненулевого ран-
га является двусторонним абелевым идеалом. >• 

§ 4. Расщепляемые и псевдорасщепляемые Q-алгебры 

Пусть V — натуральная Q-алгебра над ®, VR — ее <_?-форма. 
Рассмотрим ^-модуль Vn®^. В нем естественным образом оп­
ределен оператор сопряжения т, действующий по формуле 

^(.2^X^) = 2^Xi (a*G«, X&V*), 

а также структура натуральной Q-алгебры относительно опе­
рации X-У—-.(X*-7), где «*» — продолжение' по линейности 
операции из Vй, и метрики #(X, Y) =2<X,tY>, где <•,-> — 
продолжение по линейности метрики Q-алгебры VH. 

Определение 1. Натуральная Q-алгебра V называется 
расщепляемой, если существует изометричное вложение _a:V{to} 
{to}1/^®.^ Q-алгебры V такое, что (aV)R(c-V)— {0}, где a —т-а. 

«» — 
Введем обозначение V =(oV)@(aV). 

Пример 1. Q-алгебра параболического типа нерасщепляема, 
поскольку V®& = V. 

Пример 2. Q-алгебры V эллиптического либо гиперболиче­
ского типа расщепляемы. Именно, непосредственная проверка по­
казывает, что отображение a:V^-VR®^; a-= —(id + y3./) обла­
дает всеми требуемыми свойствами. 

Пример 3. Q-алгебра l/ = l / iXl / . (где Vx и V2— Q-алгеб-
ры эллиптического и гиперболического типа соответственно) — 
расщепляемая Q-алгебра. В самом деле, рассмотрим векторное про­
странство VR = V?®V§. Его можно рассматривать как СфО-модуль, 
положив (а, Ь)(Х,У)^(аХ,ЬУ); a6C bQD, XQVf, Y&V§. Зна­
чит, определено тензорное произведение СфЭ-модулей (1Л ®Кг)® 
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®(C®D)~(I/f®.C)0(1/f®C)e(l/f®D)©(1/f®D). Определим ото­
бражение o==cr1®02:1/1©\/2c(l/f®C)®(K.f®D)c(i/f®l/2?)(g.(C©D) 
с учетом отождествления каноническим изоморфизмом У.. Очевид-* 
но, это отображение является мономорфизмом Q-алгебры У-фУг* 
причем a-=Oi-f-a2 и, значит, а(У1фУ2)П,-Г(У1фУ2)={0}. Непо­
средственно проверяется изометричность а:Н (aZx, oZi) — </Zi, Z^K 
Z\, Z26y. Далее, как отмечено в предыдущем параграфе, У-фУг 
можно рассматривать как $(./®0, 0©/)-модуль, положив. 
{a+b(J®0) + c(0®I)}(X,Y)-=(aX + bJX, аУ+с/У); а, b, c6R; 
Xgyi, ГбУг. С другой стороны, образ а лежит в модуле 
{VR®VR)®& (./©О, 0ф/), поскольку а = (т1фа2—-,--(id+/3/)^ 

©(id + i4) - j {id + (;3
e0) (/©О) + (Офг3) (0®/)}. Следовательно,. 

с учетом принятых отождествлений а можно рассматривать как 
изометрический мономорфизм Q-алгебры У — У1ХУ2 в Q-алгебру 
УЛ®.$(./ф0, Оф/), причем (аУ)П(стУ) = {0}, т. е. У — расщепляе­
мая Q-алгебра. 

_ 3 а м е ч а н и е 1. В данном случае VR®8; (/©0, 0©/) = оУ© 
фаУ. В самом деле, прежде всего докажем, что y f®D = {0}; 
Vя ®С = {°}- Действительно, пусть (X, 0)£V?, (0, Ь)ф. Тогда 
(О, Ь)®(Х, 0) = (0, 1) (О, Ь)® (X, 0) = (О, Ь)®(0, 1) (X, 0) = (0, Ь) ® 
<g>(0, 0) = 0, откуда следует первое равенство. Аналогично дока­
зывается второе. В силу этого, VR®$ (/©0, 0©/)c(yf©y*)<gi. 

®(C®D)4(yi?®C)®(1/2?®D) = {aiV1®olVl)®{c2V2®eJ/2)^(°iVi® 
фоГ2У2)Ф(ог1У1фог

2У2) — о(У1фУ2)Ф|-г(,У1фУ2)"ОУфоУ. Обратное 
включение очевидно. 

З а м е ч а н и е 2. Очевидно, эти рассуждения автоматически 
переносятся на произвольные Q-алгебры вида У . х • • • X Vт (где 
Vi\ i = l,...,m; —Q-алгебры эллиптического либо гиперболи­
ческого типа), которые, таким образом, расщепляемы. 

П р е д л о ж е н и е 1. Расщепляемая Q-алгебра является эрми­
товой. 

.«I Это непосредственно следует из строгой эрмитовости мет­
рики И и того, что о является изометрическим мономорфизмом. >. 

Т е о р е м а 1. Собственные значения структурных аффиноров-
расщепляемой правильной полупростой Q-алгебры q. конечномерной 
вещественной реализацией вещественны либо ЧИСТО мнимы. 

...3 В силу теоремы о разложении достаточно ограничиться 
рассмотрением случая расщепляемой простой неабелевой Q-алге­
бры. Пусть V — такая Q-алгебра над кольцом 5?(y l t . . . , . / .) , Vе — 
комплексификация ее вещественной реализаций. Рассмотрим ка­
кой-либо из ее структурных аффиноров ./. Пусть V>„p~инвари­
антное подпространство пространства Vе, соответствующее эле-
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ментарному делителю (У — X id)p оператора У. Пусть р > 1 , 
{е!,..., ср} —канонический базис V%,p. Рассмотрим собственное 
подпространство Уъ соответствующее собственному значению х 
оператора У. Оно ненулевое, так как e&V%. Допустим, что X2§R. 
Как и при доказательстве теоремы 8 в [6], нетрудно убедиться, 
что Vx®V-b — двусторонний идеал в Vе, причем ех^ИУх®У-%), 
а также что Vj,*Vn={0} (А--̂ !--)- Таким образом, идеал 
(V\®V-b) + (V^®Vj^) содержит ненулевой абелев идеал 
Cf = SB (е-, тс!), где т —оператор комплексного сопряжения, 
2?{-, •) —линейная оболочка векторов. По теореме (1.2.1)*, Уr\VR 

будет ненулевым абелевым идеалом в Vя, что противоречит по­
лупростоте V. Значит, р = 1. Далее, в силу предположения, 
(V^V^ + ^^V^^iV^V-^X^^V^), а в силу про­
стоты V, Ve = (Vfc$V_0X (V"^®V-). Кроме того, поскольку 
о =7--0, по крайней мере, в одном из этих подпространств найдется 
вектор X такой, что crcX-т--0. Без ограничения общности, Х£Уь. 
Тогда JX — XX. Поскольку а —гомоморфизм, a°(JX) = jacX, 
а в силу линейности а, GC(JX) — XOCX, откуда (j — X)acX = 0, 
и в силу .строгой эрмитовости метрики Н, X = j . Пусть, далее, 
яГе1/--.:асГт--0. Тогда, как и выше, ас(УГ) —усг'К, сгс(УГ) — 
= — %ocY, j = —X. Сравнивая с предыдущим, получим, что Я,— 0, 
в частности, %—вещественное число, в противоречие с предпо­
ложением. Следовательно, о с | 1 /_ л —0. Пусть теперь цКб 1 / ^ : 
:ac7-v--0. Как и выше, находим отсюда, что а° (УК) = jacY, 
ac(JY) = —XocY, j=— X и, следовательно, Х= — X, т. е. X — 
мнимое число, что также противоречит предположению. Таким 
образом, ас j 1/_—= 0. Из сказанного следует, что а | {V-x®V^)f\ 

f-iV,/?=-=0 и, следовательно, кеготЦО}, что противоречит инъек-
тивности ст. Следовательно, предположение неверно, т. е. X — 
вещественное либо чисто мнимое число. £-

С учетом этой теоремы и теоремы 11 в [6] мы приходим к 
следующему результату: 

Т е о р е м а 2. Расщепляемая редуктивная Q-алгебра с ко­
нечномерной вещественной реализацией распадается в прямое 
произведение абелева идеала и простых неабелевых идеалов 
эллиптического и гиперболического типов и притом единствен­
ным образом с точностью до порядка сомножителей. > 

Абелев идеал натуральной редуктивной Q-алгебры в общем 
случае имеет весьма сложное строение. Однако дополнив усло­
вие (13) предыдущего параграфа требованием 

ЗС(И)СП ker(y. f-X /y i); 0 < ^ 6 R . (*) 
- • - - • 

мы получим следующий результат: 
* См. Глава 1, § 2, теорема 1. 
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Т е о р е м а 3. Максимальный а белев идеал натуральной 
редуктивной Q-алгебры, удовлетворяющей условию (*), рас­
падается в прямое произведение идеалов эллиптического, ги­
перболического и параболического типов. 

•4 В силу теоремы о разложении достаточно ограничиться 
рассмотрением абелевой натуральной Q-алгебры V. В силу ее 
абелевости и условия (*), ker (/? — %iJi) = V, т . е . ./f — Яг/. = 0 
(i = 1, ..., г). Зафиксируем i и обозначим J\ = Ф(. Тогда преды­
дущее соотношение запишется в виде (Ф? — Xt id) ./( — О, т . е . 
1тУ.скег(Ф? — %t id). Таким образом, Ф? = Я. id на 1тУг, в част­
ности, оператор Фг невырождеи на 1т .У,. Отсюда следует, что 
сужение метрики < •, . > на 1т ./,• невырождено. В самом деле, 
(1тУ,:)--—кегУ.скегФ,, следовательно, (lm/.)-Ln lmJ, = {0}. 
Таким образом, К == (Im./,) X (ker ./f). В свою очередь, операторы 
Pi = -j[id — Tj~Ji J и ft —-J Iid-j—•—= УЛ, очевидно, являются 
проекторами в 1тУ. на взаимно ортогональные подмодули, 
являющиеся ядрами операторов У? + "J/% id и У?-—"j/~id соот­
ветственно. Таким образом, после соответствующей перенорми­
ровки структурных аффиноров можно считать, что V распадается 
в прямое произведение идеалов эллиптического, гиперболического 
и параболического типов относительно структурного аффинора У,.. 
Кроме того, поскольку структурные аффиноры коммутируют 

N •> 

между собой, V~@Vb J'k\Vi = е-,id, где е / — — 1, 1 или 0, 
k=\, ...,r. Пусть 8А.т-=0 и пусть Уш — другой структурный 
аффинор, У?„ | У,----- emid. .Обозначим У, |1/,- = #.. (.,=-• 0, . . . . г). 
Имеем: . 

w-=. i fl^+2 ^ = U + i i My) ̂ o+i «A-
С другой стороны, 

^m—(-w--xj—^=u+2¥^^ 

откуда # Д г а = tf0 + 2 V ; ^o- Ум н о ж а я о б е ч а с т и этого ра­

венства слева на Ук, с учетом ассоциативности кольца $ полу­

чим, что екС/„=•=(#*)С/'т = Яь(У»3m)==Uo+2*;е;)^' ч т о нево3" 
можно, если кфт. Следовательно, v / = 1, . . . , N сужение 
не более, чем одного структурного аффинора на V,- отлично от 
нуля. В соответствии с нашими соглашениями получаем, что V 
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распадается в прямое произведение идеалов эллиптического, 
гиперболического и параболического типов. .&*• 

С учетом этих теорем и замечания 2 к примеру 3 получаем: 
Т е о р е м а 4. Правильная полупростая натуральная Q-ал-

гебра с конечномерной вещественной реализацией, а также на­
туральная редуктивная Q-алгебра с конечномерной веществен­
ной реализацией, удовлетворяющая условию (*) и Не 
содержащая ненулевых идеалов параболического типа, допу­
скает лишь действительные или чисто мнимые собственные зна­
чения для своих структурных аффиноров тогда и только тогда, 
когда она расщепляема, fc-

П р е д л о ж е н и е 2. Расщепляемая Q-алгебра V не содер­
жит ненулевых идеалов параболического типа. 

< Пусть {0}-£УаУ—-идеал параболического типа, т. е. 
г 

J c f l k e r - A - Тогда аУ—-также идеал параболического типа. 
так как / s aX = ..-./ftX —0 (к = 1, . . . , г ) . __3начит, о\3=> о| ,7, 
в частности, оУ[]аУф{Щ. Тем более aVf\aV^{0}, что противо­
речит определению расщепляемой Q-алгебры. • 

Пусть V— расщепляемая Q-алгебра, ст:V {to} 1/я®$ — соответ­
ствующий мономорфизм. Рассмотрим подмножество VczV®, 
состоящее из элементов, инвариантных относительно х. Имеем: 
Х&/^хХ = Х\ если X = aY + aZ (Г, Z$V), то отсюда сле­
дует, что X = aV-\-aY (Y^V). Очевидно, отображение v = cr + a — 
изоморфизм V и V как £?-модулей, Определим в V операцию 
«Л» и эндоморфизмы /;,:\/{to}\/ по формулам (aX-f-aX)A 
A(oY-\-aY)=^a(X*Y) + e{X*Y) и Jirv = vJk (k = l, . . . , r ) соот­
ветственно. Непосредственно проверяется, что тем самым в V 
вводится структура натуральной Q-алгебры над ®s^$, канони­
чески изоморфной V. Отождествляя эти Q-алгебры на основе 
построенного изоморфизма, получаем, что о-\-а = 1й. 

П р е д л о ж е н и е 3 ([5]). Пусть {еа} — базис и {еа} — дуаль­
ный ему кобазис полуголоморфной расщепляемой Q-алгебры V, 
еа = в(еа), 8а=~о{еа). Тогда {еа, в-1} — базис_V®. Если {соа, сой}~-
дуальный ему кобазис, то е- —a* (ca"), ea = <$* (coa). 

П р е д л о ж е н и е 4 ([б|). Пусть V — расщепляемая Q-алгебра 
над $, L —^-модуль. Отображение а определяет изоморфизм 
модуля L-значных форм r + s аргументов на V, линейных по 
первым г аргументам и антилинейных по последним s аргументам. 
и модулем L-значиых полилинейных отображений (aV)r X{oV)s->L. 

•< Пусть t — L-значное полилинейное отображение указанного 
вида. Сопоставим ему L-значную форму a*t на V формулой 
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(a*t){Xu ...,Xn Vu . . . . Ya) = t(aXi, . . . ,(TX r , aVP . . . . oYs). 
Она, очевидно, обладает нужными свойствами. Легко проверяется 
также, что отображение а* определяет требуемый изоморфизм. • 

Значение расщепляемых Q-алгебр, кроме уже сказанного, 
определяется еще тем, что для них изучение таких нелинейных 
операций, как эрмитово скалярное произведение, операция «*» 
и т. п. сводится к изучению соответствующих тензоров в моду те 
V®. Более того, всякий тензор в модуле V определяется набо­
ром форм на V, линейных по одним и антилинейных по другим 
аргументам. Именно, справедливо 

П р е д л о ж е н и е 5 ([5]). Пусть V —- расщепляемая Q-алгебра 
над .S?, L—-.^-модуль. Существует естественное взаимно одно­
значное соответствие между множествами L-значных г-линейных 
отображений V и множеством упорядоченных наборов 2Г L-знач-
ных форм на V, линейных либо антилинейных по различным 
наборам аргументов. 

-4 Пусть t — L-значное г-линейное отображение V , X6V . 
Тогда Х=Х'-\-Х", где X'QaV, X"eoV, и это представление 
единственно. Следовательно, 

t№,..., xr)^t(xi+x;,..., x'r+x-r)=t(X[,..., X;) + 
+t{x\, xv ..., x'r) +... +t(x;,..., X;). 

Каждое из слагаемых определяет полилинейное отображение aV 
и aV в L, которое, как мы видели, однозначно соответствует 
форме на V, линейной либо антилинейной по соответствующему 
аргументу. Биективность этих соответствий очевидна. • 

Набор этих форм называется спектром отображения t, а сами 
формы называются элементами спектра [5]. Элемент спектра 
характеризуется десятичным числом, у которого единицы двоичной 
запиди соответствуют номерам антилинейных аргументов. Напри­
мер, запись t характеризует элемент спектра, антилинейный 

(10) 

по первому, второму и четвертому аргументам. 
Пусть Т — У^-значное /г-линейное отображение .^-модуля 

VR. Тогда Т порождает Ул®$-значную форму 7"®id«, на модуле 
V ®$ (распространение по линейности). Допустим, что эта форма 
сохраняет Vя (это тривиальным образом выполняется, например, 
в случаях Q-алгебр эллиптического либо гиперболического типа; 
в этих случаях V®=V*®®, а также —в силу аналогичной при­
чины и полученных выше результатов—-в случае расщепляемой 
редуктивной Q-алгебры 'с конечномерной вещественной реализацией, 
удовлетворяющей условию (*)). Обозначим t = (T®iu$) | V®. Имеем: 
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i = at-\-at. Пусть t —элемент спектра этой формы. Тогда 

t =ol + a t , причем в силу того, что %t = t, at = о t , т. е. 
•<0 (О (О (О ( 2 " _ 0 

•формы с ? ПОЛНОСТЬЮ определяют спектр t. Ввиду иньективности о 
< ;) 

эти формы вполне определены формами .Г на V со значениями 
(О 

в V, которые мы обозначим Г. Набор форм {Т} называется 
О (О 

спектром формы Т. Очевидно, Т = 2 -"• 

•Пример 4. Пусть А —метрика вещественной реализации 
•Q-алгебры V" эллиптического либо гиперболического типа. Тогда 
-£==«, A*—A®icU+*{A, A, А, А}. Имеем: h{X, Л = 

V (0) (1) (2) (3) (0) 

= h®(oX,oY) = jh®(X + fJX,Y+j4Y) = 0; X, Y$/. Анало­
гично, h(X, F) = 0; A(X, F)---= ^ «X, Г » ; A(X, Г) — ^ < F , X » . 

(3) (1) l (2) -
П р и м е р 5. Пусть V—-Q-алгебра эллиптического либо гипер­

болического типа, Т (X, К) = X*К—тензор, определяющий умно­
жение в ее вещественной реализации. Его можно рассматривать 
как 2-линейную У^-значную форму на VR. Тогда Т++{Т, Т, Т, Т). 

(0) (1) (2) (3) 
Во введенных обозначениях, t (X, Y) = Т® (аХ, oY) = j - T® (X + 

(0) * 

+ /VX, F + / 3yr) = -|-{^y_y3y(X*r)}--=a(X*r)- Аналогично, 
t{X, K)-0(X*F), T(X, K)-=r(X, Г)-=Г(Х, Г) = 0; Т (X, K)-= 
(3) (0) (1) (2) (3) 
=-=X*K. 

О п р е д е л е н и е 2. Псевдорасщепляемой Q-алгеброй на­
зывается натуральная Q-алгебра, распадающаяся в прямое про­
изведение расщепляемого идеала и идеала параболического 
типа (необходимо абелева). 

Рассуждениями, приведшими нас к теореме 4, получаем 
следующий аналог этой теоремы для псевдорасщепляемых 
Q-алгебр: 

Т е о р е м а б. Натуральная редуктивная Q-алгебра с конеч­
номерной вещественной реализацией, удовлетворяющая усло­
вию (*), псевдорасщепляема тогда и только тогда, когда соб­
ственные значения ее структурных аффиноров вещественны или 
чисто мнимы. Я» 

Пусть V = QX%R, fi —расщепляемый идеал, Ш1-—идеал пара­
болического типа. Из предложения 2 непосредственно следует, 
что 9Л==П k c r / i . Используя ортогональные проекторы и и I на 

-= i 
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подмодули 2Я и £ соответственно и предложение 5, легко пока-
зать, что всякое L-значное «.-линейное отображение Т модуля 
2 * Х 1 однозначно характеризуется набором L-значных форм 
на V, аргументы которых принимают значения в 2 либо ЗЛ, 
линейных либо антилинейных по аргументам из £. Набор этих 
форм также называется спектром Т; его элементы характери­
зуются десятичным числом, у которого единицы троичной записи 
соответствуют номерам антилинейных аргументов, а двойки — 
номерам аргументов из Ш. Пусть Т — QR X ЗЛ-значное /г-линейное 
отображение С-модуля Жл х S-Ч. Тогда IT порождает £л®$-знач-
ную л-линейную форму 17®id^ на модуле 8^®$ (распростране­
ние по линейности). Пусть эта форма сохраняет £$. Это выпол­
няется, например, в случае псевдорасщепляемой редуктивной 
Q-алгебры с конечномерной вещественной реализацией, удовлетво­
ряющей условию (*). Обозначим t-=( ir®ide)|£^ . Имеем: t = at + 
+ ot. Пусть if —элемент спектра этой формы. Тогда i = at-\-

+ ot , причем oi = a t , т. е. формы at полностью определяют 
(О W (2п-() (О 

спектр t. Ввиду инъективиости о эти формы вполне определены 
формами Г на & со значениями в £, которые мы обозначим IT. 

(о С) 
С другой стороны, поскольку Ш1 является (неточным) ^-модулем,. 
можно говорить о спектре {aiT} формы хаТ. Набор форм {Т}, 
где Т-=1Т-\-taT, называется спектром формы Т. Очевидно, 

(О (<•) (О 

т = У,ат+тТ). 
i (О (О 

Г л а в а 2 

ОБОБЩЕННЫЕ ПОЧТИ ЭРМИТОВЫ СТРУКТУРЫ 

В этом разделе вводится центральное понятие работы — по­
нятие обобщенной почти эрмитовой (GA5^-)-структуры на глад­
ком многообразии. Оказывается, что это понятие включает в 
себя в качестве частных случаев понятия почти эрмитовой 
структуры как классического, так и гиперболического типов,. 
почти контактной метрической структуры классического и ги­
перболического типов, метрической f-структуры и ряда других 
дифференциально-геометрических структур, широко обсуждае­
мых в печати. С другой стороны, касательное расслоение GAd6-
многообразия, т. е. гладкого многообразия, снабженного GA<9̂ -
структурой, можно рассматривать как расслоение, СЛОИ 
которого наделены специальной алгебраической структурой — 
структурой Q-алгебры. Анализ алгебраических свойств этой 
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структуры позволяет получить существенную информацию о гео­
метрическом строении GA<3$-MHoroo6pa3HH. Более того, в ряде 
практически важных случаев к бАЗ^-многообразию оказывает­
ся ВОЗМОЖНЫМ внутренним образом присоединить главное рас­
слоение унитарных реперов, которое удобно рассматривать как 
G-структуру, т. е. как подрасслоение более обширного главно­
го расслоения. Это позволяет применить к анализу дифферен­
циально-геометрических свойств таких многообразий мощный 
аппарат структурных уравнений главного расслоения и их диф­
ференциальных продолжений. Использование этого аппарата 
позволяет изучать дифференциально-геометрические свойства 
более высокого порядка таких многообразий, в частности, свой­
ства, связанные с кривизной этих многообразий, и получать ин­
формацию о строении таких многообразий, доводящую до пол­
ной классификации некоторых их видов, интенсивно исследуе­
мых в литературе. 

§ 1. Понятие обобщенной почти эрмитовой структуры 

Пусть М —связное гладкое многообразие, С°° (М)—кольцо-
гладких функций на М, Ж {М) — алгебра Ли векторных полей 
на М со скобкой Ли [-, •], d — оператор внешнего дифференци­
рования. Если на М задана (псевдо)риманова метрика <-, •>, 
то соответствующую ей риманову связность будем обозначать 
символом V. Все многообразия, тензорные поля (тензоры) я 
т. п. объекты будем предполагать гладкими класса С~. 

Напомним (см., например [24]), что почти эрмитовой (A^?-)-
структурой на многообразии М называется пара {/, g} тензо­
ров на М, где /—'Тензор типа (1,1) такой, что ./• ——id (назы­
ваемый почти комплексной структурой, или структурным опе­
ратором, или структурным аффинором), g=<-, •>—(псевдо)-
риманова метрика, причем OX, JY> = <X, У>; X,YeX(M)„ 
Многообразие с заданной на нем почти эрмитовой структурой 
называется почти эрмитовым многообразием. Почти эрмитова 
структура является одним из наиболее содержательных при­
меров дифференциально-геометрических структур, и ее иссле­
дованию посвящен большой поток исследований. Перечислим 
основные виды почти эрмитовых структур вместе с тождества­
ми, их характеризующими [24]: 

1) эрмитовы (Ж) Vx (J) Y- \/JX (J) (JY) = 0; 
2) квазикелеровы (Q^): Vx (J) K + VJX (J) (JY) = 0; 
3) почти келеровы (АЖ): dQ = 0, где ii(X, Г ) = < X, JY > ; 
4) приближенно келеровы (Nffi): S7x (./) X—0; 
5) келеровы (CfC)'. V-7—0; 
6) Gi-многообразия: 4x(J)X — V •/*(•/) (/X) = 0; 
7) 02-многообразия: @{V*(£-)(Y\ Z)-~4JX(Q)(JY, Z)} = 0; 

K.YZ. 
где © — оператор симметризации по аргументам X, Y, Z. 

XYZ 
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В последнее время внимание исследователей все чаще при­
влекают так называемые почти эрмитовы структуры гипербо­
лического типа [33], или, как их еще называют, почти параэрми-
товы структуры [31] т. е- пары {/, g} тензоров на М, где / — 
тензор типа (1,1) такой, что /z = id (называемый почти пара-
комплексной структурой, или структурным оператором, или 
структурным аффинором), g—<•, •> — псевдориманова метри­
ка, причем <1Х, /Г>-=—<X,y>; X, ГбЖ(М). Почти эрмитовы 
структуры гиперболического типа как самостоятельный объект 
рассматривали Прванович [33], Дыоб [20] и др., однако эти ис­
следования, за редкими исключениями, носили довольно поверх­
ностный характер. Наиболее глубоко изучен частный вид таких 
многообразий, а именно, келеровы многообразия гиперболиче­
ского типа, характеризуемые параллельностью структурного 
оператора в римановой связности, известные также под назва­
ниями расслоенных пространств Рашевского и паракелеровых 
многообразий. Эти многообразия несут естественную симплекти-
ческую структуру и представляют существенный интерес с точ­
ки зрения теоретической механики '[34]. 

О п р е д е л е н и е 1 ([4]). Обобщенной почти эрмитовой (ко­
роче, GAM)-структурой ранга г на гладком многообразии М на­
зывается совокупность {g, J\, • • •. Jrt Т} тензорных полей на М, 
где g = (-, •> — псевдориманова метрика на М, ./,, ..., ./-—• 
линейно независимые в каждой точке многообразия тензоры 
типа (1,1), называемые структурными аффинорами, или струк­
турными операторами, определенные в каждой точке многооб­
разия с точностью до ненулевого числового множителя и явля­
ющиеся вместе со своими квадратами и тождественным аффи­
нором образующими некоторого подмодуля, являющегося под­
алгеброй, алгебры всех эндоморфизмов касательного пучка 
многообразия, Т — тензор типа (2,1), называемый композици­
онным тензором, -При этом должны выполняться условия: 

1. (JtX, F ) + (X, JiY)=0; 2. T(JtX, Y) = T(X, / , / ) -= 

- = - . / , r ( X , Y); 3- Txg = 0; 4. Q ke r / , с ker Г с (1) 

•с П ker ( . / i - V O ; 5. JrJj = JrJt ( i , ; - ! , . . . , r ; X,Y&{M)). 

Здесь 0<Я,еС0О(М); TXY = T(X, Г); оператор ТХ отождеств­
ляется с порожденным им дифференцированием тензорной алгебры 
многообразия. Многообразие, наделенное О А ^-структурой, 

/называется обобщенным почти эрмитовым (QA96-) многообразием. 
Символом йАЖ обозначается класс всех ОЛ^-структур на М. 
Аналогичное замечание относится к подклассам ОАЗв, рассмот-

г 

ценным ниже. Если ~t — П ker .7, —• А-мерное распределение, число 
Л называется дефектом Q А-Ж-структуры. 
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З а м е ч а н и е . Согласно (1i), тензоры fi((X, Y)-=<X, /,.У> 
(t=1,..., r) кососимметричны. Они называются фундамен­
тальными формами GA^-структуры. 

GA^-CTpyKTypa называется обобщенной квазикелеровой, 
или GQ3@-структурой, если 

V*/i+7Vi---0 (i=l,...,r; Хв${М)), (2) 
и Q-CTpyKTypoft, если 

V * 7 + 7 Y r = 0 (X6£(M)). (3) 
Очевидно, структурные аффиноры GQ^-многообразия опреде­
лены с точностью до ненулевого числового множителя. 

Введем в модуле Ж(М) операцию «*» по формуле X*F-= 
==r(X, Y)(X, Ye36(M)). Легко видеть, что тождество (13) рав­
носильно условию < X*F, Z > + < Г, X*Z > = 0 (X, Y, ZeX(M)). 
•С учетом (12) убеждаемся, что модуль Ж (М) образует натураль-

г 

ную Q-алгебру 93 ранга г с метрикой < X , F > = 2 ( .-г?->-"> Y ) JL, 

где /0 = id, причем роль Q играет кольцо С°°(М). При этом в 
касательном пространстве ТР(М) в каждой точке р&М также 
индуцируется структура натуральной Q-алгебры Ър ранга г с 
вещественной реализацией. Q-алгебра S3 (соответственно, -Вр) 
называется присоединенной к многообразию М (в точке р). 

Отображение одного GA-З^-многообразия в другое, индуци­
рующее гомоморфизм соответствующих присоединенных Q-ал-
гебр, называется голоморфным. Риманово подмногообразие 
GA^-многообразия, отображение вложения которого является 
голоморфным, называется голоморфным подмногообразием. 
Голоморфная изометрия GA^-многообразий называется экви­
валентностью. ^^-многообразие называется голоморфно при­
водимым, если оно локально эквивалентно произведению двух 
бАЗ^-многообразий ненулевой размерности. 

З а м е ч а н и е . Соотношения (13), (2) и (3) показывают, что 
задание композиционного тензора Т иЛ<?!?-структуры равно­
сильно заданию связности V = V + f на этом GA3^-MHoroo6pa-
зии, в которой метрический тензор (структурные аффиноры, 
композиционный тензор) ковариантно постоянны. Эта связ­
ность называется присоединенной. 

О п р е д е л е н и е 2 ([4]). Пусть М — GA^-многообразие, 
J — его структурный аффинор. Говорят, что вектор Хв$(М) 
удовлетворяет условию /-невырожденности и обозначают его 
XG£j(M), если бивектор X/\JX неизотропен в каждой точке 
многообразия, в которой X{ne}0. 

О п р е д е л е н и е 3 ('[4]). Голоморфной секционной (короче, 
HS-) кривизной Ж(Х) GA^-многообразия М относительно 
структурного аффинора / в направлении X6Sj(.M) называется 
кривизна в двумерном направлении X/\JX, т. е. <.R(X,JX)X, 
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JX}=2e{X)\\X\\2\\JX\\2, где R — тензор римановой кривизны М. 
О п р е д е л е н и е 4 ([4]). Говорят, что GA5^-MHoroo6pa3ne M 

имеет постоянную Я5-кривизну в точке р&М, если V/VX, YG 
e£j(M)=$-d@(X) (p)=±2@(Y) (р), причем Ж не зависит от выбора 
аффинора / . GA5^-многообразие, имеющее постоянную #S-KpK-
визну в каждой своей точке, называется многообразием точечно 
постоянной Я5-кривизны. Очевидно, точечное постоянство 
ЯЗ-кривизны ^(Ж-многообразия равносильно тому, что 

азрес" (M) vyvxeX/ {М)=> < д (х, JX) x, JX > = 
--=5g||X |J2 | |7X |P. 

САЖ-многообразие называется многообразием глобально ПО­
СТОЯННОЙ Я5-кривизны, если оно имеет точечно постоянную HS-
кривизну, являющуюся константой. 

Эти определения обобщают хорошо известные определения 
постоянств Я5-кривизны почти эрмитовых многообразий [22]. 

О п р е д е л е н и е 5 ([5]). Говорят, что О А ̂ -многообразие М 
удовлетворяет аксиоме голоморфных т-плоскостей, 0 </га < dim 23, 
если для всякого /n-мерного подмодуля UcSSp) ограничение 

метрики на который невырождено, и такого, что П ker(./ ;)pcU , 
в каждой точке p&Ai, существует вполне геодезическое голо­
морфное подмногообразие NczM, проходящее через точку p, 
и такое, что TP(N) = UR. 

Это определение обобщает классическое понятие почти эр­
митова многообразия, удовлетворяющего аксиоме голоморфных 
плоскостей [43]. 

В названии ^^-многообразия (или GA^-структуры) фик­
сируется соответствующее свойство его присоединенной Q-ал-
гебры в каждой точке многообразия. Например, редуктивным 
^-^-многообразием называется GA^-многообразие М, при­
соединенная Q-алгебра S3P (рбМ) которого редуктивна. GA26-
многообразие, присоединенная Q-алгебра которого является 
/(-алгеброй (A-алгеброй, абелевой Q-алгеброй), называется, 
соответственно, обобщенным Gi-многообразием (обобпаенным 
G2-MHoroo6pa3HeM, обобщенным эрмитовым многообразием), и 
соответствующая GA^-CTpyKTypa обозначается, соответственно, 
GGi, GG2, G<M. Наконец, вводятся в рассмотрение классы 
структур GNy?=GQW[}GGu GAy£=GQ.%![\GG%, GW^GQWCl 
[\GSf@ и называются, соответственно, обобщенными приближенно 
келеровыми, обобщенными почти келеровыми и обобщенными 
келеровыми структурами. 

Все эти определения оправдываются рассмотрением следу­
ющего важнейшего примера GA^-структур '[6]. Пусть 
{g>JyT} — GA^-структура ранга 1 дефекта b на многообразии 
М. Тогда P=aid + $J+yJ2 (a. P, yGC°°{M)). Применим обе час­
ти этого равенства к вектору Х&$(М) и скалярно умножим обе 
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части полученного равенства на Уб.$(М). В силу (li) и невы­
рожденности метрики получим, что —/3=-aid—$J+yJ2, откуда 
J'6 = $J. Назовем структуру неособой, если |3 не имеет нулей на 
М. В этом случае в силу непрерывности р сохраняет знак на М. 
Поэтому после соответствующей перенормировки можно счи­
тать, что / 3 + е / = 0, где е = 1 либо —Г Из (li) имеем: 
</2, X, ./2y>---<X, /4y> = —s<X, /2У> = 8</Х, JY>. Итак, в случае 
неособой структуры: 

1. / з + е / = 0; 2. ОХ, У> + а , /У>-=0 (X, Уб£(М)). (4) 
Пара {/, <-, ->}, удовлетворяющая этим условиям, называется 
метрической /-структурой классического (эллиптического) или 
гиперболического типа при е=1 или —1 соответственно, а опе­
ратор / — /-структурой. Понятие /-структуры эллиптического 
типа, или просто /-структуры, было введено Яно в 1961 г. и ис­
следовалось рядом авторов (см., например, [14], [41], [42]). 
/-структуры гиперболического типа изучали Сато [36], Адати и 
Мнядзава [12] и др. Число dimM — Ь принято называть рангом 
/-структуры. 

Обобщая идею Яно [42], введем в касательном пучке к М 
два оператора 1= —s-/2 и m = id+e/2 . Очевидно, I2 == I, m--=.n, I + 
+m = id, т. е. это — пара взаимно дополнительных проекторов. 
Легко убедиться, что 7X = 0-{Rightarrow}(id+e/2)X = X (XGS(M)), откуда 
следует, что образ оператора т. совпадает с кег/, т. е. tit — про­
ектор на ядро оператора Структуры. Кроме того, /1-=1/, ввиду 
чего можно рассматривать ограничение J оператора / на образ 
£ оператора I. Очевидно, Р\ = —si, т. е. 

/ 2 = - eid. . (5) 
Таким образом, ЭЦ-М)-Ш.Ш, где 5Ш=кег/, причем из (42) и (5) 
следует, что 

OX, /y>«=e<X, Y) (X, УЩ, (6) 
л также взаимная ортогональность распределений 8 и 1 . 

Из (5) и (6) непосредственно следует, что понятие метриче­
ской /-структуры дефекта нуль тождественно понятию почти 
эрмитовой структуры классического или гиперболического типа. 
Пусть теперь дефект /-структуры равен I. Заменяя в случае 
необходимости g на —g, без ограничения общности, можно счи­
тать, что ограничение g на Si положительно определено. За­
фиксируем |б-Ш, IIEI1 = 1 и определим 1-форму г] соотношением 
ц(Х)—<1, Х>; Хвк(М). Тогда для совокупности {.§", Е, rj, У} вы­
полнены соотношения: 

1. / ( | ) =0; 2, т]о/ = 0; 3. Т]Ш = 1; 4. гР=~1& + 1®ц; 
(7) 

5. OX, /y> = e{<X, У>-r,(X)г,(У)}. 
В самом деле, первые три соотношения очевидны. Далее, по­
скольку 5Ю=.^(£), то m(X)---c£, сеС°°(Л.;). Поэтому с = 
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= <m(X), | > - < ( e / 2 + id)X, 0 = <X, |>=Ti(X), т. е. т=£®т| , что 
равносильно (74). Наконец, {JX, УУ> = —(PX, У>-=—Е<(—id + 
+ |®T,)X, y> = e<X, y>—eii(X)<£, Y) = s{(X, y>_T ] (J)T 1 (y)} . 
X, УеЖ(М). Совокупность тензорных полей {g, l,i\, J}, удовлет­
воряющих соотношениям (7), называется ПОЧТИ контактной 
метрической структурой эллиптического или гиперболического' 
типа при е = ± 1 соответственно. Почти контактные (метриче­
ские) структуры эллиптического типа, или просто ПОЧТИ кон­
тактные (метрические) структуры были введены в рассмотрение 
Дж. Греем [26] и Сасаки [35] и вместе с почти эрмитовыми 
структурами являются важнейшими и содержательнейшими 
примерами дифференциально-геометрических структур на мно­
гообразии. Их изучению с самых различных точек зрения по­
священо очень большое число исследований (см., например, 
[11]). Существенный интерес представляют также почти кон­
тактные метрические структуры гиперболического типа. По­
дробно эти виды структур мы обсудим в главе 3. 

Обратно, если {g, I, r\, J)—почти контактная метрическая 
структура, то тождества (4) выполняются очевидным образом 
в силу (7), т. е. {/, g} — метрическая /-структура. 

Итак, мы выяснили, что неособая С? A .^-структура ранга 1 
дефекта b на многообразии канонически порождает метрическую-
/-структуру на этом многообразии. Пусть теперь {./, g\ — метри­
ческая /-структура эллиптического либо гиперболического типа 
на многообразии М, N{X, У) = j{[JX, JY\ + Л[Х, Y] -
- . 7 [JX, Y\—J [X, JY]} — тензор Нейенхейса оператора структуры. 
Очевидно, тензор В(Х, Y) = — J*N (ЛХ, ./2Г)-= — 1 {./2[/X, JY]-
-&Л[ЛХ, JW\—J\PX, JY\-J\JX, ЛГ}} обладает СВОЙСТВОМ 
B(JX, Y) = B{X, JY)^-JB(X, К); X, Ye$(M). Введем в рас­
смотрение тензор /5* соотношением 

<B*(X,y),Z> = <X,S(y,Z)>(X,y,Z6S(M)). (8) 
Т е о р е м а Г На метрическом /-многообразии однозначно 

определен тензор Т типа (2.1), обладающий свойствами: 
-• {g, J, T) — О-Ш-структура ранга 1; 2. Т(Х, Y)-T(Y, X) = 
= S(X, У); X, Ye£(M). Этот тензор в явном виде задается со­
отношением 

r(X,r)=i{7v^(-/)W4-/3v^(y)(./-Y)}; x,v&(M). (9) 
•4 Пусть Т — тензор, обладающий свойствами 1 и 2. Дважды 

производя циклическую перестановку аргументов в тождестве 
(Т(Х, Y), Z}—(T(Y, X), Z} = {B(X, Y), Z>, почленно вычтем 
третье равенство из почленной суммы первых двух: 

(T(V,Z), X)=-i{<.8(X,Y),Z> + 
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+ (B(Y,Z),X) - (B(Z,X),Y)}. 
В силу невырожденности метрики и условия 1 тензор Г оп­

ределен соотношением 
Г (X, Y) = -| {В (X, Y) — В* (X, Y) - £* (Г, X)} 

однозначно и обладает нужными свойствами. Вычислим его в. 
явном виде. В силу отсутствия кручения римановой связности, 
[X, Y] = VxY—VrX. Ввиду этого тензор В имеет вид 

В (X, Y) = 1 {У-V,* (У) Y-•/-VyK(/) X-еУ2 У ^ У 2 ) Г + 
+ s./2Vy,r(-/2)X- — y V ^ ( / - ) r + .7VyK(/2)X + 

+ JS7j4r(J)X-JVj>x(J)Y}. (10) 

Введем, далее, обозначения .YQ l /-=vx( i )- / ; X-*y--= Vj-(y-)Y;-
< X-Г, Z > = < X, K-Z > ; < X*Y, Z > -= < X, K.-.Z > ; X, K, 

Z63c(M). Дифференцируя тождества У.У----У2; J-J'2=—eJ и 
{ /X, Г > + < X, JY > = 0 (X, YQ£ (M)), получим, соответственно: 
1. X-/Y+/(X-K)-X-»F; 2. X^J2Y + y(X--'r)-=--EX-K; 

(ll). 
3. < XQK\ Z > + < F, X-Z > = 0 или 4. X-y+FoX = 0. 

C учетом (Hi) соотношение (112) можно переписать в виде 
_e^^y-=X-- iy2} /+.y(X^yy) + y- (X - r ) . (12). 

Действуя на обе части (12) оператором У, получим: 
y(X^y2y)-T-y2(Xc-yK)=-0. (13) 

Перейдем к двойственному соотношению, скалярно умножив обе 
части (13) на Z и воспользовавшись невырожденностью метрики: 

y-Xoyr=yX^y2Y. (14) 
В силу (Hi) и (13) соотношение (10) можно переписать в виде 

В (X, Y) =-= J. { - У (№*ЛУ) + У (У2У----У2^Г) + 

+ еУ (JX^JY) - еУ (JY^JX)}. (15> 
Далее, вычислим тензор В*, исходя из его определения (8): 

В* (X, Y) = ~ { — У2 (J*Y^JX) - Л (J*Y<,bJX) -

— eJ(JreJX)~nJ(JVoJX)}.. (16). 
С учетом (15), (16), (14) и (114) получаем (9). • 
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Соберем полученные результаты: . 
Теорема 2. Каждая неособая GA<3{?-структур а ранга 1 де- | 

фекта b на многообразии М канонически порождает метричес- | 
кую /-структуру эллиптического либо гиперболического типа на ' 
этом многообразии. В случае Ь = 0 эта /--структура тождествен- | ' 
на почти эрмитовой структуре, а в случае Ь=1 —почти контакт- j 
ной метрической структуре. Обратно, каждая метрическая ' 
/-структура {J,g} на М канонически достраивается до неособой ! 
GAj^-структуры ранга 1, композиционный тензор которой за- | 
дается соотношением (9). В частности, если /-структура яв- | 
ляется почти эрмитовой, композиционный тензор задается соот- • 
ношением \ 

r(X,F)-^{v/x(/)r+vx(/)(/n}; x,r&(M). (17) ; 
•̂  Из всех утверждений теоремы 2 еще не доказано лишь • 

последнее: Для его обоснования продифференцируем соотношение ) 
/ / 2 = - e i d : | 

V x ( / ) (y r ) + /v^(- / )Y = 0; X,Y&(M). (18) \ 
•С учетом (18) и (9) немедленно получаем (17). ^ . 

На основании теоремы 2 можно считать, что АЗ^сОАЖ. 
Теорема 3.l. GQMriA3lg = QX; 2. 001ПА5» —01; I 

3. (7G-nA^ = G2; 4. 0N<Xr\A96=-NX; 5. ОАХ{\АЖ=АХ\ \ 
'6. G3HSC\A3S = S№; 7. 03С{\АЯв = СК. ! 

•4 1. Это утверждение можно переформулировать так: «Квази- ! 
келеровость почти эрмитовой структуры равносильна ковариант- | 
ному постоянству структурного аффинора в присоединенной 
связности». Докажем последнее утверждение. ff^QCK-^xjx (J)Y-\- ' 
+ VjX(J)(Sy) = 0**VJX{J)y=Vx(f)(Sn Тогда VX(J)Y=* j 

- V ^ ( / ) r + r (X , JY)~JT{X, Y) = S7X(S)V-2JT(X, K)=- I 
= VX(J)Y — JVx(J)(JY) = 0 в силу (17) и (18). Обратно, пусть | 
V* ( 7 ) 1 - 0 , т.е. Vx(J)Y-^J{vJXV)r+Vx(J)(JY)} = 0. ! 
В силу (18), Vx{J)Y-\-VsX(J)(JY) = 0. I 

2. По ' определению, ?GGi**S7x (J) x~ V/Ar (-0 (JX) = 0 ^ [ 
^Т (X, JX) = 0 (в силу (17))<->r(X, Х) — 0^2*-/С-алгебра. | 

3. По определению, 9>£G2** @ {s/x(Q)(Y, Z)—yJX(Q)(JY, Z)}= , 

= 0 ^ @ { ( У , vx(J)Z)-y(JY, V / x ( / ) Z > } — 0-^ © (Y, ' 
XYZ Л 'Л XYZ | 

T (JX, Z)) = 0*->2J - А-алгебра. , 
4. G /V . ^nA^= - (GQ^ 'nGGi )nA^ — (GQ^'nA-^)n(GG1n 

П A5^)--=Q.^'nG1 = -V^. Аналогично доказываются п. п. б и 7. 1 
6. По определению, 9>£2/ё**ЧX{J)Y— V.-* (У) (УК) — 0<-* | 

^T(JXt Y) = 0**T(X, Г)=--0*=>Ш—абелева Q-алгебра. • . ] 



§ 2. Структурные уравнения ОДЯ-многообразий 
Пусть М —псевдорасщепляемое редуктивное ОЛ5^-многообра-

зие, 58р — его присоединенная в точке р&М Q-алгебра. По тео-
v 

ремам (1.4.2) и (1.4.3), 33р полуголоморфна, причем 93= X 3<х> 
где Зо — идеал параболического типа. За ( а = 1 , . . . , т)—идеалы, 
каждый из которых есть образ ровно одного структурного аффи­
нора Ja- Назовем это разложение Q-алгебры 33 разложением, 
подчиненным структурным аффинорам, а идеал За-носителем 
аффинора Jа (а = 1 , . . . , г) и обозначим его supp7a . Заметим, 
что по теореме (1.4.2) каждый из идеалов этого разложения 
в каждой точке допускает дальнейшее разложение в прямое 
произведение идеалов эллиптического и гиперболического типов: 
За — ЕаХФа ( « = 1 , • • •, т), где ©а и фа — идеалы эллиптичес­
кого и гиперболического типов соответственно. Повторяя рас­
суждение, проведенное при доказательстве теоремы (1.4.3), мы 
видим, что при соответствующей нормировке структурных аффи­
норов EQ- есть образ оператора Ja — Ja> a fe-образ оператора 
Ja-\-Ja- В связи с этим назовем идеал Q-алгебры 93 аффинорным 
идеалом, если он является образом некоторого эндоморфизма J 
модуля 33. Из этого определения следует 

Лемма 1. Пусть 3-аффииорный идеал Q-алгебры 93, 
./-соответствующий ему эндоморфизм. Тогда dim3p = 
—rg^ (peM). > 

О п р е д е л е н и е 1. Точку р0£М назовем регулярной отно­
сительно идеала ЗсЗЗ, если функция dim-З? достигает локаль­
ного максимума в этой точке, т . е . aUP ocM:dlm3p 0 > d i m 3 p 
(p&UPll). Здесь и в дальнейшем символом U р обозначается 
открытая окрестность точки pQM. 

Лемма 2. Множество регулярных относительно 3 точек BM 
всюду ПЛОТНО в М. 

-*4 Достаточно доказать существование регулярной точки 
в произвольной окрестности Uр произвольной точки pQM. Рас­
смотрим последовательность {p = po. A Рк> • • •}• P L & U P , 
dim3p.>dim3p._.. Она конечна, так как vpGM--->dim3^<dimM. 
В точке, на которой эта последовательность обрывается, функ­
ция dim3p достигает своего максимума в Up, т. е. эта точка 
регулярна относительно 3. • 

Пусть теперь 3-аффииорный идеал, /-соответствующий 
ему эндоморфизм, р&М — регулярная относительно 3 точка. В силу 
сказанного выше, условие d l m 3 p > * равносильно условию 
xgJp>k. Зафиксируем базис в касательном пространстве ТР{М), 
р£М- Тогда это условие равносильно существованию ненулевых 
миноров до k-ro порядка включительно матрицы (./;) оператора 
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в этом базисе. Выбрав локальное сечение пространства расслое­
ния реперов над М в некоторой окрестности точки р, по непре­
рывности получаем, что это условие выполняется в некоторой 
окрестности точки р, т. e. YpQM^UpvqPUp=^6im^>dim3p . 
Таким образом, рвМ регулярна относительно 3 тогда и только 
тогда, когда aUp:dim3*i Up-= const. Назовем Up окрестностью. 
регулярности точки р. 

О п р е д е л е н и е 2. Точку pQM назовем регулярной, если: 
она является регулярной относительно каждого идеала Зб{®> £}; 

а р v 
а, р, y = 1,. . .,Т. Обозначим множество всех регулярных точек 
в M символом Reg M. Оно, очевидно, образует открытое под­
многообразие в М. 

Лемма 3. Множество RegM всюду плотно в М. 
-4 Пусть 3 и 3 (а, Р — 1.. . . .т) — два таких идеала, p6M-

a p 
По лемме 2, VUpapi6Up — регулярная относительно 3 точка. 

а, 
Пусть Up—ее окрестность регулярности. Рассмотрим VPi = 
— UpOUp,- По лемме 2, аргб1/,,, — регулярная относительно 3 

Р 
точка. Пусть UPt — ее окрестность регулярности. Рассмотрим 
VPt = VPlC\Up,. Каждая точка из V'„. будет регулярной как 
относительно 3 (так как VP2aUPl), так и относительно 3 (т. к. 

Р . а 
l /p .cVp.-UpJ. Наконец, VP2aVPlc:Up. Итак, yUp3.p£lfp — 
регулярная относительно 3 и 3 точка. Поскольку множество. 

а р 
идеалов {3} конечно, по индукции немедленно получаем, что. 

а 
vp6.MV UpiwGUp — точка, регулярная относительно каждого из 
этих идеалов, ^-

Пусть pQM — регулярная точка. Рассмотрим совокупность чи­
сел {sb..., 5С}, где sa--=dim3p? (и-= 1 , . . . , г). Обозначим симво-
лом Reg-!,,..* (M) подмножество точек из RegM, характеризуе­
мых мультииндексом { s i , . . . , ^ } . Поскольку объединение откры­
тых множеств открыто, Reg-,...., (M) —открытое подмногообразие 
в M, причем очевидно, что RegM— |j Reg-,.. - (M), т. е.. 
подмногообразие RegM представляется в виде несвязной суммы 
конечного числа открытых подмногообразий вида RegSi...s (M). 
Назовем каждое такое подмногообразие регулярным подмногооб­
разием му/.ьтиивдекса {s-.,..., sr} в M. Таким образом, доказана 

Т е о р е м а 1. В псевдорасщепляемом редуктивном ОАЭё-
многообразии М определено открытое всюду плотное подмного­
образие регулярных точек, представленное в виде несвязной сум­
мы регулярных подмногообразий. > 
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О п р е д е л е н и е 3. Псевдорасщепляемое редуктивное GA2fe-
многообразие назовем регулярным, если оно совпадает со своим 
регулярным подмногообразием. 

Например, псевдорасщепляемое редуктивное квазиоднородное 
[6] С?Л-35?-многообразие регулярно, так как согласно результатам 
[6J, идеалы 3 такого многообразия инвариантны при параллельных 

06 

переносах в римановой связности. Более того, справедлива 
Т е о р е м а 2. Псевдорасщепляемое редуктивное GQ^-MHOro-

образие М регулярно. 
< Пусть Зс2* (а—1, . . . , т) — идеал, определенный выше. 

а. 
По лемме 1, dim3p—rg(./a + •/«); рб/W, и в силу ковариантного 

а 
постоянства оператора Ja в присоединенной связности, функция 
dim3p постоянна на M. Значит, 3 (с-= 1, . . . , т ) порождает рас-

a a 
прдцеление определенной размерности на М. • 

В случае регулярного GA^-многообразия ^ — ^ o ^ C ^ M ) , где 
$o==-M-/i> • • •> УГ) — кольцо, не зависящее от выбора ТОЧКИ 
р^М, причем элемент aQ®0 естественно отождествляется с эле­
ментом а®1 кольца $. 

К регулярному ОАЖ-многообразию М стандартным образом 
присоединяется главное расслоение $Я = {Р, М, к, G}, где Р — 
совокупность реперов, определеннных псевдоунитарными базисами 
(гл. 1, § 1) Q-алгебр S5p; pQM, образованными объединением уни­
тарных базисов идеалов З р (а-=1, • •., х) и ортогонального базиса 

а 
идеала 3 (унитарность базиса {е,} С- ИЛИ D-модуля и, соответ-

0 
ственно, ортогональность базиса {ег} вещественного векторного 
пространства понимаются в том смысле, что <£et, e,y>= ±5i;-), 
л :Р {to} М — естественная проекция, G — структурная группа, 
являющаяся прямым произведением соответствующего числа 
С-псевдоунитарных групп, D-псевдоунитарных групп и R-псевдо-
ортогональной группы. Это расслоение называется главным рас­
слоением унитарных реперов над M. Аналогичным образом можно 
рассмотреть главное расслоение 91 = {Р, М, л, G} всех псевдоуни­
тарных реперов модулей 2jfp (p6M) с соответствующей структур­
ной группой. При этом отображение а:33 {to} 33® (гл. 1, §4) инду­
цирует вложение 3t {to} 5?, позволяющее рассматривать Ш как 
подрасслоение расслоения 52, т. е. как G-CTpyKTypy над М, 
которую мы обозначим @. Допуская вольность речи, этой же 
буквой мы будем обозначать и пространство этой G-структуры. 

З а м е ч а н и е 1. Редуктивность псевдорасщепляемого GQCfC-
многообразия является достаточным, но не необходимым условием 
существования главного расслоения унитарных реперов над ним. 
Например, такое расслоение, очевидно, существует над любым 4* 51 



(необязательно редуктивным) . почти эрмитовым многообразием 
классического либо гиперболического типа и, более обще, над 
GA^-многообразием, присоединенная Q-алгебра ~> которого рас­
падается в прямое 'произведение 5В-=(хЗ)хЗ распределений 
'- ' а а О 
аффинорных идеалов эллиптического и гиперболического типов 
и идеала параболического типа. Назовем (ЗЛ-Э^-многообразия, 
обладающие этим свойством, слабо редуктивными (-пу-редуктив-
ными), а разложение «8 = (хЗ)хЗ — реперным. Ясно, что класс 

а а О 
таких многообразий включает.-.в себя, класс псевдорасщепляемых 
редуктишых CQ-̂ -MHoroo6pa3Hfl, а также классы почти эрмитовых 
и почти параэрмитовых многообразий. 
.... З а м е ч а н и е 2. Хорошо известно, что некоторый набор функ-
дий р(Е)== {"/,.../,_ (р)| на пространстве расслоения реперов над 
многообразием М" с аффинной связностью V определяет тензор 
S типа (г, 5) на Мп тогда .и только тогда, когда 

dp(S)(X1: ...,ХГ, У\,..,У*) + р(Щ(%(Х1),...,У*) + 
+ . . . - p ( 3 ) ( ^ 1 , . . . , F - - i , Фр

г(П)-= 
. = p ( v E ) ( X 1 , ...,Xn К1, . . . , К - с о ) , 
где Фр —форма связности со значениями в алгебре Ли структур­
ной группы расслоения, Фр—композиция отображения Фр с ото­
бражением транспонирования элементов алгебры Ли структурной 
группы, со —форма смещения, р (vE)-={ V3/,'.'.'./ -А (р)/ — набор 
•функций на пространстве расслоения реперов, с необходи­
мостью определяющий ковариантный дифференциал тензора S 
в этой связности, X i , . . . , Xr6Rn; У 1 , . . . , Ys6(Rn) *. Аналогичное 
утверждение справедливо для расщепляемых ш-редуктивных 
ОС^-многообразий относительно построенного расслоения уни­
тарных реперов, если под р(Н) понимать набор й0-значных 
функций на Я, где $£0 — кольцо, соответствующее модулю % 
типового слоя ассоциированного di расслоения, а под S — 
отображение 

В: .ВХ-- -Х8Х%Х.- -Х%--> .Й. 
Г .S 

"линейное либо антилинейное по различным аргументам. В случае, 
если В антилинейно по какому-либо аргументу, в соответствующем 
слагаемом элемент Фр или Фр

г заменяется на сопряженный элемент 
фр (соответственно, Ф^). 
•' Пусть теперь М~расщепляемое •аи-редуктивное GQ-^-много-
образие ранга г. В соответствии с определением QQ^"-много­
образия форма 5 $ = < . , . > ковариантно постоянна в присоеди­
ненной связности V —V + Т. Пусть со-.--{со*1}—форма смещения, 
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а ф = {со°} —форма связности V на пространстве расслоения £К.; 
.-> 

Тогда первое структурное уравнение Картана связности V" 
примет вид: 

da*=4>/\u + Q, (1) 
где й—тензориальная форма кручения, соответствующая тензору 
— E, 5 — 2 Alt T, Alt--оператор альтернирования по козариант-
ным аргументам. Далее, каждый репер pg-й модуля ~.р опреде­
ляет изоморфизм тензорных алгебр этого модуля и типового 
слоя 2S- ассоциированного 91 расслоения. Ввиду коазриантного 
постоянства тензора 2@, в присоединенной связности, 
dp(^)(X , JO + P W ^ P X n + p W t X Ф>) = 0 (X, УвЪо):. 
Поскольку в унитарном базисе форма Зёй определяется постоян­
ной матрицей, dp (<3#) = О, и предыдущее соотношение пере­
пишется в виде Зв0(%Х, У) + Эв0(Х, %У) = 0, где Зв0=*р(3№). 
НО Зёо(Х, ФрГ) = ^о(Ч,р-)-'. Y), где «*,>•— оператор сопряжения 
относительно метрики #ёа, откуда в силу невырожденности этой 
метрики, 

Ф* — _ ф. (2) 

Отождествляя 31 с G-структурой &, запишем с учетом (1) и (2) 
первую группу структурных уравнений Картана в присоединенной 
связности: 

1. Ао = ФЛш + Я; 2. d(T0co)— — Ф*Л(т0--)+ ••-£-; (3) 

где со — (а'1)лш; Ф = (<---)ЛФ; Q--=(a-I)AQ-=a0-{cdot}fi — тензориальная 
2-форма на @, соответствующая тензору -j аВ на М, а0-— 
= рарр-1, т0--=ртрр-1, хр — оператор естественного сопряжения 
в §8-^Р (гл. 1, § 3), (<г1)Л — отображение, контраградиентное к а. 
Стандартная процедура дифференциального продолжения (3) 
дает вторую группу структурных уравнений Картана: 

ЙФ = ФЛФ + Ч'1 + ¥ 2 + т0¥2; (4) 

где Чг-, xF2 — тензориальные 2-формы на ©, соответствующие 
следующим элементам спектра тензора R кривизны связности V -

1. R (X, Y) Z = 1 Yo(ZoX) + A (Z, X, К); 
(2) - ; 

2. }£(,Y, F)Z--=-ivE(X, Y;Z). 
1 (6) -1 (О 

Здесь Л — 3-форма на Ш со значениями в SB, линейная и сим­
метричная по первым .двум аргументам и антилинейная по 
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третьему, которая называется тензором кривизны присоединен­
ной Q-алгебры [4], X° Y=^X*Y—-Y*X — операция альтерниро­
ванного умножения в Ш [5]. Уравнения (3) и (4) полностью 
определяют геометрию многообразия М. 

Г л а в а 3 

ОБОБЩЕННЫЕ ПОЧТИ КОНТАКТНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 

В этом разделе изучается класс GAS^-crpyKTyp, являющихся 
непосредственным обобщением почти контактных метрических 
структур, по богатству геометрических свойств стоящих в одном 
ряду с почти эрмитовыми структурами. Несмотря на существо­
вание важных связей между этими структурами, геометрия поч­
ти контактных метрических структур резко отличается от гео­
метрии почти эрмитовых структур и требует при классическом 
подходе принципиально новых средств изучения, Тем не менее 
теория таких структур, как мы видели, укладывается в рамки 
теории обобщенных почти эрмитовых структур, что позволяет с 
использованием разработанного выше аппарата существенно 
продвинуться в изучении этих структур, получив полное реше­
ние ряда стоявших здесь задач. 

§ 1. Почти контактные метрические структуры 

Напомним [10], что контактной формой на нечетномерном 
многообразии Ж, dimM-=2/z+1, называется 1-форма ii такая, 
что 4iA(d-1)A • • .A(dr\)j=0, т. е. rgri==dimM, в каждой точке 

п 
т М. Многообразие с фиксированной на нем контактной фор­
мой называется контактным многообразием [26]. На таком 
многообразии внутренним образом определены распределения 
6-=kerT], dim8=2n, и SK=ker(dT]), dim5W=l. Из теоремы Дар­
бу [10] легко вывести, что йП-#={0} и, значит, Ж(М) = 8®$й. 
Выберем |6ЭЛ так, чтобы г)(|)-=1. Тогда на М молено опреде­
лить взаимно дополнительные проекторы т=!®т] и 1 = 
i=id—£<8>т] на распределения Ш и 8 соответственно. 

Пусть теперь на М фиксирована риманова метрика h. Ис­
ходя из метрики h|8, нетрудно построить метрику (., •) на 8 
такую, что оператор / : 8{to}8, определенный тождеством (X, IY) — 
—dr\(X,Y); X, У 68, будет антиинволютивным, т. е. Р=—id, и, 
значит, (/X, /У) = (X, У). Тогда вектор | , ковектор т|, оператор 
Ф = / о I и риманова метрика <X, У> = (IX, lY)+[h&, 1)]-Чг(тХ, 
mY) на М, очевидно, обладают свойствами: 

1. Ф(1) =0; 2, TJO ф - 0 ; 3. т](£)=1; 4. Ф2=—id+£®T); 



5. <X,<Dy>=dn(X,F); 6. T)(X)-=<I,X>; 7. <ФХ,ФУ>= (1) 
= <X, Y>~T1(X)T1<Y>; X, Y$$(M). 

О п р е д е л е н и е 1 ('[35]). Контактное многообразие М, 
снабженное римановой метрикой <•, •>, для которой справедли­
вы соотношения (1), называется контактным метрическим мно­
гообразием. 

Приведенная конструкция делает естественным следующее 
О п р е д е л е н и е 2 ([35]). Почти контактной метрической 

(или почти грейевой) структурой на многообразии М назы­
вается совокупность {g, Ф, | , ц} тензорных полей на ' М, где 
£=<•, -У — (псевдо) риманова метрика, Ф — тензор типа (l, 1), 
называемый структурным оператором, | — вектор, TI — ковек-
тор, называемые структурными вектором и ковектором соот­
ветственно. При этом: 

1. Ф © = 0; 2. лаФ==0; 3. Ti(g)=-1; 4. Ф 2 = ~-id+|®Ti; 
5. (ФХ,ФГ) == (X,Y) — Ti(AT) .(К); X, УбЖ(М). ( 2 ) 

Заметим, что эти соотношения не являются независимыми; 
например, (2.) и (22) следуют из (23) и (24) [13]. Далее, из 
(2i), (23) и (25) следует, что T)(X).-=<-S,X> (Л6Ж(М)), а из 
(22), (24) и (25)—что тензор Q(X, Y) = <X, ФУ> является косо-

•симметричным; он называется фундаментальной формой струк­
туры. Тройка {Ф, i, г|}, удовлетворяющая условиям (23) и (2.1), 
называется почти контактной структурой; в таком виде она 
'была введена Сасаки в [35]. Ее задание равносильно заданию 
G-структуры на М со структурной группой R*xGL(n. С), где 
R* — мультипликативная группа положительных вещественных 
чисел. По существу именно таким образом она была введена 
Дж. Греем в [26] в 1959 г. Задание почти контактной структу­
ры {Ф,.|,т)} на многообразии М порождает каноническое ги­
перраспределение S = kerr) на этом многообразии, называемое 
контактным, инвариантное относительно Ф. В силу (24), опера­
тор Ф индуцирует на 8 почти комплексную структуру. Это дало 
основание Бузону назвать почти контактную структуру почти 
кокомплексной [17]. Если {£» <D> £> т]}—почти контактная мет­
рическая структура, то в силу (25), пара {Ф|й, g\£} задает 
почти эрмитову структуру на этом гиперраспределении, в силу 
чего почти контактную метрическую структуру естественно на­
звать метрической почти кокомплексной структурой. Очевидно, 
ее задание равносильно заданию G-структуры на М со струк­
турной группой {'e}XU(n). Отметим, что исторически понятие 
почти контактной структуры складывалось в такой последова­
тельности: Чжэнь [18] обнаружил, что контактное многообра­
зие допускает G-структуру со структурной группой {e}xU(n); 
.многообразия, допускающие такую структуру, Дж. Грей назвал 
почти контактными многообразиями [26]. Сасаки заметил, что 
•такая G-структура порождает тройку {Ф,|,т)}, обладающую 
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указанными выше свойствами (23) и (24), откуда легко вывес­
ти (2i) и (22). Кроме того, исходя из произвольной римановой 
метрики h на таком многообразии он построил риманову мет­
рику а,У> = Н(ФХ,фУ)+к(Ф2Х,Ф2У)+ц{Х)г](У), • дополняю­
щую {Ф, i-, r|} до почти контактной метрической структуры [35] „ 

Важнейшим примером почти контактных метрических струк­
тур, в значительной мере определяющим их роль в дифферен­
циальной геометрии, служит структура, индуцируемая на гипер­
поверхности N многообразия М, снабженного почти эрмитовой 
структурой {'/, <•, •>}. Напомним эту конструкцию. Пусть п° — 
поле единичной нормали к N. Тогда вектор | = /(ft0)eS(N), при­
чем его ортогональное дополнение L на N инвариантно относи­
тельно J. Определим в £(N) линейный оператор Ф = /|йФ0|ЗЯ, 
где SK — линейная оболочка вектора | , и 1-форму т] (X) — <|, X>. 
Тогда {<-, .>, ф, | , г)} — почти контактная метрическая струк­
тура на N. В частности, такая структура индуцируется на не-
четномерной сфере S2n_1, рассматриваемой как гиперповерх­
ность в овеществлении пространства С"-. Это — важнейший и,. 
по-видимому, исторически первый конкретный пример такой 
структуры; будем называть ее канонической. Эта структура бу­
дет играть важную роль в дальнейшем изложении. Другой важ­
ный тип примеров почти контактных (метрических) структур 
дают главные расслоения со структурной группой Г1 = 5 0 (2, R) 
(главные Р-расслоения) с фиксированной линейной связностью. 
над почти комплексным (соответственно,' почти эрмитовым) 
многообразием [30]. Очевидно, пространство такого расслоения 
несет естественную почти контактную (метрическую) структу­
ру. Обратно, если почти контактная структура {Ф, £, т]} на 
многообразии М такова, что интегральные кривые поля | диф-
феоморфны окружностям, причем £.(Ф) =Ь^(ц) —0, то М яв­
ляется пространством главного Т'-расслоения над почти комп­
лексным многообразием, причем г| — форма связности [32]. 
Очевидно, если риманова метрика g дополняет такую структу­
ру до метрической, причем £ — вектор Киллинга, то на базе 
расслоения индуцируется почти эрмитова структура. Эти усло­
вия выполняются, например, для сферы 52 n + 1 ; указанное глав­
ное 7п'-расслоение в этом случае — классическое расслоение 
Хопфа S-n+1{to}CPn. Недавно Диаз Миранда и Ревентос дока­
зали, что существует естественное взаимно однозначное соот­
ветствие между множеством классов эквивалентных однород­
ных почти контактных компактных многообразий и множеством. 
классов эквивалентных однородных симплектических односвяз-
ных компактных многообразий с целочисленной симплектичес-
кой формой, порожденное указанной конструкцией [19]. 

Пусть {£=<-, .>,Ф,|,т1} — почти контактная метрическая, 
структура на многообразии М. Хорошо известно [10], что на 
многообразии M X R B этом случае индуцируется почти эрмито­
ва структура {/, h}, где /=Ф|й©/1 , h=g\%®gu / i —канона--
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ческая почти комплексная структура на двумерном распределе­
нии 2rtxR, g\ — метрика на этом распределении, являющаяся 
прямой суммой метрики g\$R и канонической метрики на R. 
ПОЧТИ контактная структура {Ф, I, ц} называется нормальной, 
если структура {/, К) интегрируема [13]; необходимое и доста­
точное условие нормальности структуры имеет вид .V-f-
+2- g®drj = 0. где N— тензор Нейенхейса оператора Ф [13]. 
Нормальная контактная метрическая структура называется са-
сакиевой [13]. Необходимое и достаточное условие сасакиево-
сти структуры имеет вид [13]: 

У * ( Ф ) Г - <X, V)l-4(Y)X; X, ГбЖ(УИ). 
Сасакиевы структуры являются важнейшим видом почти кон­
тактных метрических структур; с ними связан основной поток 
многочисленных исследований почти контактных метрических 
структур, обзор которых приведен, например, в [ И ] . 

Почти контактная метрическая структура называется почти 
сасакиевой, если dri = Q. Легко видеть, что это понятие тож­
дественно понятию контактной метрической структуры. В са­
мом деле, для почти сасакиевой структуры кегт)—L, kerdn — 
= кег Ql—ЭЙ, и, значит, •ц/\(с1ц)пФ01 т. е. rgri-=2n-fl. Заме­
тим, что до сих пор этот факт часто проходил мимо внимания 
исследователей. 

Перечислим основные классы почти контактных метричес­
ких структур, наиболее интересные с точки зрения дальнейше­
го изложения, вместе с тождествами, их характеризующими 
[15], [16], [21]: 
1. Нормальные (31): TV + y £®dT] — 0; 
2. Почти сасакиевы (А9>): dr] — Q; 
3. Приближенно сасакиевы (№>): \7х(Ф) Х= { X, X > £•— т] (Х)Х;: 
4. Сасакиевы (^): \/х(Ф)У= (X,Y) \—r\{Y)X; 
5. Почти косимплектические (A^s): dS = dr| — 0; 
6. Слабо косимплектические (NcSs): Х7х(Щ Х--= \Jx (Л) X = 0. 
7. Точнейше косимплектические (Ces): \/х(ЩХ = 0; drj — 0; 
8. Косимплектические (4gs): у Ф - У Л = 0. 

Имеет место следующая таблица включений: г l 
NPZD&aAs? A9>f)Nff>=$r\N9>=®nA9> = 9'; i v 

П 

U =ffi n.A«s{cdot}= Я1П Л^^-s— «•?•• 
N'eszi'SsczA'es 

Сасакиевы и косимплектические структуры являются свое­
образными. аналогами келеровых структур в почти эрмитовой: 
геометрии; такие структуры индуцируются, например, на впол­
не омбилических и, соответственно, вполне геодезических гипер­
поверхностях келеровых многообразий [13], [21]. В частно-
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•сти, каноническая структура на нечетномерной сфере является 
структурой Сасаки. В той же мере почти сасакиевые и почти 
косимплектические структуры являются аналогами почти келе-
ровых, а приближенно сасакиевы и слабо косимплектические 
структуры — аналогами приближенно келеровых ' структур. 
В ходе дальнейшего изложения эти классы мы обсудим под­
робнее. 

Наряду с классическими почти контактными метрическими 
структурами в печати рассматриваются также так называемые 
почти контактные метрические структуры гиперболического ти­
па, или почти параконтактные метрические структуры. Напом­
ним, что почти контактной структурой гиперболического типа 
[40] или почти параконтактной структурой [36] называется 
тройка {Ф, £, г)} тензорных полей на многообразии М, где Ф — 
тензор типа (1,1), называемый структурным оператором, или 
структурным аффинором, | — вектор, TJ — ковектор, называе­
мые структурными, причем: 

1. т] (!)---1; 2. Ф -id—,g®T]. 
Из этих соотношений следует, что Ф(£)=0; г) о ф = 0. Если до­
полнительно задана псевдориманова метрика <-, •> такая, что: 
1. n(X) = <£.X>; 2- <ФХ,ФУ>=— <X,Y>+t\(X)т. (У); X, УбХ(М), 
структура называется метрической. Как самостоятельный объ­
ект такие структуры рассматривали Сато [36], [37], Адати и 
Миядзава [12], Упадхиай и Дьюб '[40] и др., однако теория та­
ких структур, несмотря на формальное сходство с теорией клас­
сических почти контактных структур, развита слабо. 

§ 2. Структурные уравнения почти контактных 
метрических структур 

Пусть М — гладкое многообразие размерности dimAf = 
= 2п+1, £ — {£—<•, •>, Ф, |,""}—почти контактная метричес­
кая структура классического либо гиперболического типа на М. 
Фундаментальная форма F такой структуры определяется тож­
деством F(X, У) =<ф-Х, У>, а тензор Нейеихейса N оператора 
Ф — тождеством 

47V (X, Y) — [ФХ, ФУ] + Ф- [X, K] - Ф [ФХ, V] — Ф [X, ФУ\; 
X, У&(М). 

Используя тождество Х7хУ— \/yX= [X, У\, выражающее отсут­
ствие кру-чения римановой связности, запишем последнее тожде­
ство в виде 
Ш(X, У) = уФ.?(Ф) У-ФЧх (Ф) У- ЧФУ (Ф) Х+Ф^у (Ф) X. (1) 
Напомним (§ 1, гл. 2), что на М естественно определена псевдо-
расщепляемая GA36-структура {g, ф, Т) ранга 1. 
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В модуле Ж(М) определена пара взаимно дополнительных 
проекторов m = £(gn~ и I = id — Ъ®г\= —-еФ2; е = ± 1 . Очевидно, 
ф21= _ si; ./ Ф1А", Ф1К ) = s < IX, IK ) (X, КбЖ (М)), т. е. на 
распределении S —образе проектора I —пара {Ф|£, g\Z} опреде­
ляет почти эрмитову структуру классического (соответственно, 
гиперболического) типа, следовательно, Й можно рассматривать 
как эрмитово векторное расслоение над М с метрикой -CX, У^> = 
- (Х,У) + / < Ф 3 Х , К > ; X, F6S; у - У - 1 ; y ^ l . Далее, 
в расслоении £®Ж над M, где $ — поле С комплексных чисел 
(соответственно, кольцо D двойных чисел) естественно определены 
взаимно дополнительные проекторы с=. — (id + ./3(Da) и а — 

= --.-(id —/3Ф^), где Ф^==(Ф| S)®id^,, a также оператор t есте­
ственного сопряжения, причем очевидно, что на £ справедливо 
соотношение о=-=тоа. Обозначим я—а-1, я = ого!. Пусть pGM. 
Выберем в £р репер (р, еь.. .,еп), унитарный относительно 
метрики < • , • > , и построим репер (p, 61 , . . . , е„, е-.,,..., е,5, 80)$е 
©R-модуля (Sp®^)©^, где Ш1 —образ оператора ш, положив 
еа-.= а(еа); е-=а(е,-,); е0 = | р (я==1, . . . , и). Легко заметить, что 

Фй (8а ) -=;8а ; ФЯ (вв* )==- /ва . ; Ф(80) = 0 (2) 
(a=l,...,n). Такой репер называется репером, адаптирован­
ным структуре, ИЛИ А-репером [5]. Очевидно, совокупность 
всех таких реперов определяет G-структуру на М со структур­
ной группой G = U(n, $£) Х{1}. Пусть со — форма смещения, ср — 
форма римановой связности V на пространстве © этой G-струк-
туры. Первое структурное уравнение Картана римановой связ­
ности V имеет вид: 

rfco==9Ao). (3) 
Далее, каждый репер рб<3 определяет изоморфизм тензорных 
алгебр касательного пространства ТР(М) к M в начале репера 
р£М и типового слоя g0 — R2n+1. Так как Ф—-тензор типа (1, 1) 
на М, ф(Ф) + [р(Ф), Фр]==£)ф, где -ОФ — тензориальная 1-форма 
на @ со значениями в З^Ф^о. $o = R2"©R, соответствующая тен­

зору уФ. Поскольку, согласно (2), р(Ф) = 
У/! 
01-
0 1 

0 Ю"| 
- У / Ю 

0 10 
ф ( ф ) = 0 и, следовательно, 

р(Ф)Фр-фрр(Ф) — .ОФ. (4) 

Пусть_ операторы я0, я0, щ определены соотношениями я - р я ^ р - 1 ; 
"o — pJ-pP"1; Юо- pfttpp-1. Из (4)_имеем: Яор_(Ф)ФрЯ0—- я0Фрр(Ф)я- = 
— я0£Фя0; далее, Яор(Ф)я0==я^р(Ф)(я0-^я0 + га0)ФрПо--=—Уя0фря0; 
я0фрр (Ф) щ = я0фр (я0+л0 + то) р (Ф) я- =.= уя-ФрЯ-, ввиду чего 
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Г яйФря--= — — рп0ВФщ; аналогично, 

2. Jt09pjf0----— /Зя0£)фя0; 3. я0ЛФяо — я0£)Фя0=-О; 

4. гао^Фшо—О; (5) 
5. я-Фрто=/3я0£>Фт.о; 6- т0ФРя0— —-^тоВФя0; 
7. я-фрто=—;'3я0ДОто; 8. тоФр"яо-=/3т0--5Фяо. 

Уравнение (3) с учетом (5) можно записать в виде [5]: 
<i (л0со) = тф А (.лгооэ) + Q; - (6) 

где я|)-=я0Фя0; й — тензориальная форма на @ со значениями в %>0> 
соответствующая тензору Т (X, Y) =- -j у'3я\7Х{Ф) (я + 2т.) У. Оче­
видно, Q-=Q1 + Q2 + -^3+-^'.' гДе &i — тензориальные 2-формы 
на©, соответствующие тензорам Tt (/-== 1, 2, 3, 4): 

Тг(Х, Y)==~ ®3Vm®(Y; X); Т2(Х, К) = Ф3у(5)Ф(К; X); 

r3(X, Y)= j Ф3{у (4)Ф(^; X)-vl4^(X; Г)}; 

r4(X- Г) = ^Ф3{2У (7)Ф(К; X)-Ч{Ь)Ф(Х; Y)}. 
Аналогично, 

d(it0co) = ^A(Jt0co) + Qi" (7) 
d (m0co) = — f (т0.ОФя0)л (я0со) -f- у3 (т0Т)фя0) д (я-со)=Й0+Й0; (8) 

где Й0 — тензориальная 2-форма на ©, соответствующая тензору 
Т0 (A", Y) =.... - у3гаVx (CD) (яК). Очевидно, Q0 = Goi + Й02 + Йоз- где 
Q0l (i = l, 2, 3) — тензориальные 2-формы, отвечающие тензорам 
ТШ(Х, К ) - — { т { у ( 0 ) Ф ( Ф 3 Г ; X)-у(о)Ф(Ф3^; У)}; Т0,(Х, Г) = 
--= -юу (1)Ф(Ф3^; X); Тоз(Х -у)= -ту (2 )Ф(Ф3К ; X), причем 
ввиду параллельности тензора g- в римановой связности уравнение 
(7) можно переписать в виде. [5]: 

d (я0со) = - 1ф* Л (я0ш) + й, (9) 

где (ilp?—1| е<1 ||21| б» ||2("j-p)o. Таким образом, первая группа 
структурных уравнений Картана в римановой связности на про­
странстве ® определяется соотношениями (6), (8) и (9). 

В случае частных видов почти контактных метрических 
структур эти уравнения, вообще говоря, упрощаются. Например, 
с учетом (1) доказывается 

П р е д л о ж е н и е 1 ([5]). Для нормальной ПОЧТИ контактной 
метрической структуры Т3==Т4 = 0, т. е. {Omega}3 — Й4--=0. 
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Теорема 1 ([5]). Первая группа структурных уравнений 
Картана почти сасакиевой структуры имеет вид: \, d(n0©) — 
— \|3AK<») + ^2 + ^3 + --4; 2. d(it0G>)— — гр*Л(.т-оС"-) + £22 + Йз + Й4; 
3. d (той) == 2Q02. где '£-2i .--з- !̂4> й02—тензориальные •2-формы 
на @, соответствующие тензорам Т2, Т3, Tif Г02 соответственно, 
лричем Т2=~ Ф3®п; < Г3 (X, Г), Z > = L < Г (Z, К), X > , где 
Т — композиционный тензор присоединенной Q-алгебры, которая 
оказывается A-алгеброй, Г—-б®г], где е(АГ) = Ф3У(7)ФШ; X) 
(ЛГбЗе(М)), причем 0Ф + Ф9-0; 6(X, К) ==6 {У, X), ще@{Х, 7) = 
= < е (X), К >; Тог (X, У) - j <У, Ф 3^» I; X, У, Z& (M). При 
этом структура является сасакиевой тогда и только тогда, 
когда Т — G — O. 

Теорема 2. Спектр ковариантного дифференциала структур­
ного оператора почти сасакиевой структуры имеет вид: 

l. у(0)Ф (X; Г) = \ «ФХ, 0Г»; 2. v (1)Ф (X; У) -

= I «IX, i r » I; з. v (3)Ф (X; У) - ъ «--". -X» £; 

4. v (4)Ф (X; У)=2ФТ (У; X)+j «er, ®X> ц; 

5. v(e)<D(X;n----lWI(-Oi 6. V(7/I>(X;K)-i.(X^0(Y); 
7. V{l)®(X; К) = 0 (i = 2,5,8). 

' «| Заметим, что V(0)®(X; Г) — 1у{0)Ф№ F) + tttV(1/t>(X; У). 
Согласно (5), я-7яЛГ(ф)(я-К) = 0, значит, lS7w<$(X; К)~=0. 
С другой стороны, < И"7-ЙС(Ф) (яГ), Z > = — < Г, яу.тХ(Ф)Х 
Х (mZ) > = —-• «-У(7)Ф(Z; X), Г » = - }«Ф0 (X), Г » г, (Z) = 
- - J <Ф0 (X), Г > ( |, Z ) , откуда mv-v (Ф) (яК) = 
= __ 1 <<ФЭ (X), Г » Б - 1 «0 (X), Ф (К)» £. Следовательно, 

ту(0)Ф(.К; ^ = П1УяХ(Ф)(лГ)-=~<ФУ, BX>.s. Аналогично до­
казываются остальные тождества. • 

Следствие. уА,(Ф)У = 2ФТ (X, У) + т] (Г) Фе(-ЛГ) — т| (У)Х 
XI(X)+ <®F,0X> |+ <IX,IK)i; X, Г63£(М). • 

Введем в рассмотрение тензор П —Т + (0 — Ф3)®г]-}-g®(.Р —-в). 
Предложение 2 ([5]). Связность V — V + П обладает 

следующими свойствами: 1, "7Ф = 0- 2. V g - 0 ; 3. g-*-•—A-tП--•--
----Alt(Г2+т'з+.г4+2Т-2); где Alt-оператор альтернирования 
по ковариантным1 аргументам, S — тензор кручения связности V . 
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-4 Доказательство состоит в непосредственной проверке этих 
соотношений с учетом тождеств V-дг (Ф) -̂  •= VAT (Ф) Г"+ 
+ П(.Х,Ф К)-ФП(Х,Г) = 0; Vx(i)(Y,Z)= (IL(X,Y),Z) + 
.+ <Г,П(Х, Z)> и свойств симметрии тензоров Т, F, &. • 

Аналогично доказываются следующие результаты: 
Теорема 3. Первая группа структурных уравнений Кар-

тана слабо косимплектической структуры имеет вид: 1. d(jt0a>) — 
=1}зЛ(Яо«) + :--з+--4; 2- d{n0a>)== — ̂ *AK.-o)+Q3+Ur.. 3. с1(Щ(о)= 
=й 0 1 + й01, где Q3> Й4 йо1—-тензориальные 2-формы на О, соот­
ветствующие тензорам Г3- 74. Т01 соответственно, причем 
Т3 = Т, где Г—-композиционный тензор присоединенной 
Q-алгебры, которая оказывается АГ-алгеброй; Т 4= — -н 6®г|, где 
е(Х)—-Ф-у(7)Ф(-§; X), причем 0Ф+Ф0 = О, 6(X, Y) = 
- - 0 ( Г , X), где 0(X, F)-= <0(X),F>; TQl{X, Y) = 
= ---«K, 6 Х > | ; A', Yg£(M). При этом структура является 
точнейше косимплектической тогда и только тогда, когда 0 = 0, 
и является косимплектической тогда и ТОЛЬКО тогда, когда 
- = 0-=О. > 

Теорема 4. Спектр ковариантного дифференциала струк­
турного оператора слабо косимплектической структуры имеет 
следующий вид: 

1. у ( 0 ) Ф № К ) = - ^ - « Ф ^ 6 Г » 1 з ; 

2. v(4)<->(X; -П=2ФТ(-Л X)—|<0Y, Ф * » £ ! 

3. Vi5)®(X; Г)-—Т1(К)Ф0(̂ Г); 4. Ч(Г)Ф(Х; Г) = -г] (^)Ф0(У); 
5. v (O©(X;K) — 0 (i = 1,2,3,6, 8). 

Следствие . v x (Ф)У = 2ФТ (X, Y ) - (вХ,ФУ)% — 
—п (к) ФЭ (^) +- -л (лг) ФЭ (к). > 

Введем в рассмотрение тензор П - Т + —ri®0- e®T] + g®e. 
Предложение 3. Связность V — V + 1-- обладает сле­

дующими свойствами: 1. у ф - 0 ; 2. Vg = 0; 3. - S — AltII — 
= А--(ТЗ + Т4 + :Г01+Т01). • 

Теорема 5. Первая группа структурных уравнений Картана 
приближенно сасакиевой структуры имеет вид: 1. d(jT0ca)-— 
=а|:Л(.-о») + !-22+_рз+Й4; 2. d(.rt0co)-=—г1з*Л(л0ю) + й2 + --з + .̂ 4; 
3. d(m0«) = Q0j+£^1 + 2!..-02. ГДе --2> --з, --4, -̂ м, Й02 —тензориаль­
ные 2-формы на <&, соответствующие тензорам Г2, Тз- Т4> Т0и 
Т02 соответственно, причем Г2— —-Ф3®т); Т3=Т, где Г —компо­
зиционный тензор присоединенной Q-алгебры, которая оказывает-
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ся /Х"-алгеброй; Г4——-J 0®Л, где 6(X)------Ф3у(7)Ф(-1> X).. 
причем 6Ф + Ф0==О; 0(X, F)-=-©(F, X), где &(Х, F) = 
= <e(X), Y), r01(X, K) = i « K , 6 X » | ; ТЮ(Х, F)-= 
= -j « F , Ф 3 Х>| ; X, Ye3£(M). При этом структура является 
сасакиевой тогда и только тогда, когда Г — 0=-О. • 

Теорема 6. Спектр ковариантного дифференциала струк­
турного оператора приближенно сасакиевой структуры имеет 
следующий вид: 

1. У ( О )Ф№Г)-= — 1 « ф Х , 0 Г » | ; 

2. v ( 1 ^ ( X ; K ) - = - | « I X , i y » | ; 

3. v ( 3 ^ ( X ; K ) - | « i K , i X » i ; 

4. V(4)<X>(X. У)-2ФТ(У, X)—i «ФУ, eX» I; 
5. v{S)0(X;Y)=*i\(Y)<M(X)\ 6. У(б)Ф(Х; F)= - л (X)I(F); 

7. у ( 7 )Ф№Г)=-л (^ )Фв (}0- 8. v ( 2 )®—v ( 8 / i--0. • 
С л е д с т в и е . VA- (Ф)К — 2ФТ (X, У)- < QX, ФF > g + < IX", 

IF ) 1-г\(У)<Ы(Х)+ц{Х)ФЫУ)-ч{У)ЧХ). • 
Рассмотрим тензор 11 = 7-ф3®т)-G®T) + -r|®e + |®(E + 0). 
П р е д л о ж е н и е 4. Связность v == V + П обладает сле­

дующими свойствами: 1. у ф - 0 ; 2. V g - 0 ; 3. j S--=AltII.— 
--Alt(Г2+Г3+Т4+Тol+Тo1+2ГoZ). • 

Т е о р е м а 7. Первая группа структурных уравнений Кар­
тава почти косимплектической структуры имеет вид: 1. d(n0o->)-
= -фЛ(яоЮ) + Йз+&1; 2. d(rt0co)—— Я|)*д(я0ю)+й3+й|; 3. d(m-a>)----
-=0; где Й3 и --4 — тензориальные 2-формы на @, соответствую­
щие тензорам Та и Т4 —8®-TI соответственно, где 0(X) = 
= Ф3У(Г)Ф(?, X), ( Г з № Г). - > = = 4 <Т(-2, -К), X>, где 
Т — композиционный тензор присоединенной Q-алгебры, которая 
оказывается Л-алгеброй, 6Ф + Ф0 = 0> 6(X, F) —6(F, X), где 
©(X, F )= (G(X), У) ; X, ГбЖ(М). При этом структура 
является косимплектической тогда и только тогда, когда 
Г —е.-=0. > 

Теорема 8. Спектр ковариантного дифференциала структур­
ного оператора ПОЧТИ косимплектической структуры имеет 
следующий вид: 

1. Ч{0)Ф(Х, F) = -i «Ф.АТ, е Г » |; 
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2. V(4)<E(X; Г ) -2ФГ(Г , X)+j «е-К, O X » i-

3. 4{7)®(X; K)-T)(X)^0(F); 4. У(г)Ф = 0 (i = l. 2, 3, 5, 6. 8). 
С л е д с т в и е . ' ЧХ(Ф) У=2ФТ (X, Y)+ ( 0X/ ФГ > g + 

+ Ti(K)08(X). • 
Введем в рассмотрение тензор П = Т + б®!-] —1®0. 
П р е д л о ж е н и е 5. Связность V — V + П обладает сле­

дующими свойствами: 1. у Ф —0; 2. Vg = 0; 3. |- 5 = Alt П = 
= - М ( Т 3 + Т4). • 

Таким образом, для перечисленных четырех видов почти 
контактных метрических структур существуют внутренним обра­
зом определенные связности у> в которых тензоры Ф и g, a 
значит, и метрика <X , К » — ( X, Y ) + ( ф5Х, Y ) Ф кова-
риантно постоянны. Назовем эти связности каноническими. Их 
наличие сближает рассмотренные виды почти контактных метри­
ческих структур с обобщенными квазикелеровыми структурами. 
Поэтому назовем эти структуры структурами квазикелерова типа. 

§ 3. Обобщенные почти контактные структуры 

О п р е д е л е н и е 1 ([5]). Обобщенной почти контактной, 
короче, G ̂ -структурой ранга г на гладком многообразии М 
называется СгАЖ-структура <p = {g= < • , • > , .А, . . . , ./,, T} 

г 

ранга г, для которой 9Л----П ker Уг — одномерное распределение, 
неизотропное в каждой точке многообразия. В частности, ее де­
фект Ь=1. Заменяя в случае необходимости g на (—g), можно 
считать, что сужение метрики на ЗЛ положительно определено. 
Пусть gem, | | | | | -=1. Тогда определена 1-форма ц соотношением 
г) (X) = <|, X> (ХъХ(М)), которая называется структурной фор­
мой, и два взаимно дополнительных проектора ' т = |®1- и 1 = 
= id—,|®Т1 на распределение WI и его ортогональное дополнение 
2 соответственно. Напомним, что 2-форма © на М называется 
чистой, если в(1{Х, Y)=@(X, J{iY); i = l г; X, YQ3c(M). 

О п р е д е л е н и е 2. Ф-голоморфной секционной кривизной 
бЛ^-многообразия М называется голоморфная секционная 
(HS-) кривизна в направлениях Xe3£j-(M)flS, что согласуется с 
классической терминологией [39]. Стандартным образом опре­
деляется точечное и глобальное постоянства Ф-голоморфной 
секционной кривизны (см. § 1, гл. 2). 

О п р е д е л е н и е 3. GAIF-многообразие, удовлетворяющее 
аксиоме голоморфных /п+1-плоскостей (см. определение 2.1.5), 
следуя традиции, называется многообразием, удовлетворяющим 
аксиоме Ф-голоморфных m-плоскостей, что также согласуется 
с классической;терминологией [27]. 
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О п р е д е л е н и е 4 ([5]). GA'g'-структура & называется 
обобщенной почти сасакиевой (GAS*7-) структурой, если она яв­
ляется GG2-CTpyKTypou, причем: I. Оператор ф, определенный 
тождеством <X, фУ>=йт|(Х, Y), есть элемент кольца ®, такой, 
что кег Фс=2Л; 2. На М фиксирована чистая симметричная 
2-форма в, ядро которой неизотропно в каждой точке многооб­
разия; 3. Структурные операторы / . , . . . , /- ковариантно по­
стоянны в связности У=У+Г+(Ф+-8)(8>Т1 + .;® (drj—&), кото­
рую мы назовем канонической, где <0(X), Y>---e(X, Г); X, Уб 
вХ(М). В случае Т = 0 GA&- структур а называется структурой 
келерова типа, а в случае Т=8 = 0 — обобщенной сасакиевой 
{G91-) структурой. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть М—^^-многообразие. Тогда: 
Г Vx(r]) Y=dT] (X Г)— в (л, У); в частности, ч\ — форма ' Кил-
линга тогда и только тогда, когда 0 = 0. 2. Vxt= —(Ф+0)Я; 
3. geker ФПкег 6. 

•4 Из определения ОА^-структуры следует, что тензоры g, 
Jb ..., Jr, a значит, и т] ковариантно постоянны в канонической 
связности. Следовательно, Vx (Л)-Г——•{Т + (Ф + б)®ч + ^® 
<8>(drj — 0)}* {r\)Y = dr\ (X, Y)~®(X, Y). Далее, ковариаитное 
дифференцирование тождества rj (К) — < | , Y ) дает: VA'OI)-*—• 
- < 4x1, Y ) . Следовательно, - < (Ф + 6) X- Y > ---= < X, ФУ ) — 
- (BX,Y) =dri(X , F ) - 6 ( X , Y) = Vx(n)Y= < VJCE. Г > . X-
У£Ж(М). Ввиду невырожденности метрики, получаем второе 

-
утверждение. Далее, пусть Q — Jnd + ^A.;./,. Тогда dr\(X,Y) = 

г 

= Я, ( X, Y) +^Xi ( JtX, Y > , откуда Я==О и, значит, £бкегф. 
.•-=1 

Наконец, ковариантно дифференцируя тождество ( 1 , 1 ) — 1 > 
получим, что (ЧхЬ £ > = 0 , т .е . < ФХ, £ > + < 0X, I) = 0 , 
и ввиду того, что ggker Ф, ( X, 8-s > = 0i и в силу произвола 
Х&(М), 6&--0. • 

Из результатов предыдущего параграфа следует, что если 
метрика многообразия знакоопределена, г—\, / 3 + / = 0, Ф== 
= -У 3 , 0(X) = 2./W(-s. X), T(X,Y) = j{JVjx(J)(jr) + 
-\-J3\7J<>X{J)(J2Y)}, понятие ОА^-структуры (соответственно, 
СгЛ^-структуры, G^-структуры) тождественно ПОНЯТИЮ ПОЧТИ 
контактной метрической (соответственно, почти сасакиевой, саса­
киевой) структуры. 

Наличие на GA.?*-MHoroo6pa3HH канонической СВЯЗНОСТИ, В 
которой метрика g и структурные операторы, а значит, и мет­
рика <С., • > ковариантно постоянны, влечет справедливость 
.следующей теоремы. 

Т е о р е м а 1, Псевдорасщепляемое ш-редуктивное GA!?-
многообразие регулярно. 
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•4 Доказательство аналогично доказательству теоремы (2.2.2). • -
В частности, к такому многообразию присоединено главное 

расслоение 1К=-{Р, М, л, О) псевдоунитарных реперов (р, е0„ 
еи ...,еп), реМ, е0=1Р, {еи • • ..<?-.} — унитарный базис расщеп­
ляемого -да-редуктивного идеала 2p<z%$p. Это расслоение можно 
как и в § 2, гл. 2, отождествить с G-структурой .3, т. е. под-
расслоением главного расслоения всех псевдоунитарных реперов 
модулей S-}fp (реМ) относительно вложения, индуцированного 
отображением аШда:®--=£е.ЭД-^£%.-Яс2*~? в каждой точке-
многообразия. Повторяя рассуждение § 2, гл. 2, мы получим 
первую группу структурных уравнений Картана канонической 
связности псевдорасщепляемых да-редуктивных GA^-многооб-
разий, которые в силу определения таких многообразий по 
форме совпадают с соответствующими структурными уравне­
ниями, описанными в теореме 1 предыдущего параграфа. Их 
дифференциальное продолжение приводит ко второй группе-
структурных уравнений Картана '[5]. 

Т е о р е м а 2 ([5], [29]). Псевдорасщепляемое редуктивное 
GA.-'-многообразие удовлетворяет аксиоме Ф-голоморфных т-
плоскостей тогда и только тогда, когда оно является многооб­
разием Сасаки классического либо гиперболического типа то­
чечно постоянной Ф-голоморфной секционной кривизны Ш раз­
мерности свыше трех. Всякое такое многообразие при Ш> 
> —Зе локально эквивалентно нечетномерной сфере, снабжен­
ной канонической сасакиевой структурой классического либо. 
гиперболического типа или структурой, полученной из канони­
ческой преобразованием D-гомотетии [39], [5]; при Ж=—Зе 
оно локально эквивалентно нечетномерному аффинному про­
странству, снабженному канонической сасакиевой структурой 
классического либо гиперболического типа постоянной Ф-голо-
морфной секционной кривизны —Зе; при Ж< —Зе оно локаль­
но эквивалентно нечетномерной сфере, снабженной сасакиевой 
структурой классического либо гиперболического типа, полу­
ченной из канонической преобразованием D-инверсии [5]. 
В случае полноты, односвязности и знакоопределенности метри­
ки многообразия эти локальные эквивалентности определены. 
глобально. 

Этот результат широко обобщает и уточняет известную клас­
сификацию Тайно [39] полных односвязных многообразий Са­
саки с положительно определенной метрикой постоянной Ф-го­
ломорфной секционной кривизны. 

О п р е д е л е н и е 5 ([28]). ОЛ$-структура 9 называется 
обобщенной слабо косимплектической (QN%s-) структурой, если 
она является О О 1 -структурой, причем: 1. dr) — чистая 2-форма,. 
ядро которой неизотропно в каждой точке многообразия;: 
2. Структурные операторы Ju...,Jr ковариантно постоянны 
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в связности v--=V + r+-jT)®6 — 6®T] + £®dT}, которая назы­
вается канонической, где ( е (X), У ) = йц (X, У); Х,У&{М). 
В случае Т — 0 G..V^-s-структура называется структурой келёрова 
типа, в случае 0 = 0—обобщенной точнейше косимплектической 
(QCtSs-) и, наконец, в случае Г = 6 = 0 — обобщенной косимплек­
тической (G^s-) структурой. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть М — G/Vigs-многообразие. Тогда: 
1. Фундаментальные и структурная формы многообразия являются 
формами Киллинга; 2. Vx£-==6(X); 3. |6ker9. 

•4 Киллинговость фундаментальных форм следует из оче­
видного тождества v ^ ( . / ; ) X = 0 (i — 1 , . . . , г ) . Остальные 
утверждения доказываются так же, как и в предложении 1. • 

Из результатов предыдущего параграфа следует, что если 
метрика многообразия знакоопределена, г=1 , /3~|-/ —0, а ком­
позиционный тензор задается тождеством (2.1,9), понятие 

• GNW s-структуры (соответственно, ОС^-структуры, G'g's-
структуры) тождественно ПОНЯТИЮ слабо косимплектической 
(соответственно, точнейше косимплектической, косимплектичес­
кой) структуры. Так же, как и в случае GA.^-структур, спра­
ведлива 

Т е о р е м а 3. Псевдорасщепляемое да-редуктивное GN'ffs-
миогообразие регулярно. • 

Т е о р е м а 4 ([28]). Псевдорасщепляемое редуктивное 
СЛ^з-многообразие локально эквивалентно одному из следую­
щих многообразий: 1- -MX-VXR1; 2. MxNxSh

b, где М — при­
ближенно келерово многообразие классического типа, N — 
приближенно келерово многообразие гиперболического типа, 
Sft

5 — пятимерная сфера, снабженная канонической слабо ко­
симплектической структурой классического либо гиперболичес­
кого типа [15]. При этом случай 1 соответствует GC'g's-cTpyK-
туре, случай 1 при -М-келеровом и N-паракелеровом многооб­
разии — G^s-структуре и случаи 1 и 2 при .М-келеровом и N-
паракелеровом многообразии — СЛ^з-многообразию келерова 
типа. В случае полноты, односвязности и знакоопределенности 
метрики многообразия эти эквивалентности определены гло­
бально. 

З а м е ч а н и е . Эта теорема, очевидно, включает классичес­
кий случай слабо косимплектического многообразия (с римано-
вой метрикой). 

С учетом этой теоремы и теоремы 7 в [5] получаем: 
Т е о р е м а 5. Псевдорасще-пляемое редуктивное QN^s-Mnoro-

образие удовлетворяет аксиоме Ф-голоморфных т-плоскостей 
тогда и только тогда, когда оно является ОА^-многообразием 
(0^== многообразием в случае / n > l ) точечно постоянной Ф-голо-
морфной секционной кривизны размерности свыше трех. Всякое 
такое многообразие локально эквивалентно одному из следующих 
многообразий, снабженных канонической слабо косимплектической 
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структурой классического либо гиперболического типа: 1. C^xR1; 
2. CP^XR1; 3. CDftXR1; 4- (RBlS]Rn)XRI; 5- (RP"-RP«) x R1; 
6. {CAX(R'nl.3Rm)}XR1; 7. SlxW\ 8. S i Если т>\, случаи 7 
и 8 исключаются. В случае полноты, односвязности и знакоопре­
деленности метрики многообразия эти эквивалентности определены 
глобально. Здесь символом RP"_RP" обозначено многообразие 
нуль-пар вещественного проективного пространства RP", а симво­
лом Rml.giR'" — Двойное евклидово пространство, снабженное кано­
нической паракелеровой структурой-

О п р е д е л е н и е 6([8]). GA^-структура называется обобщен­
ной приближенно сасакиевой (GTV^-tTpyKTypofl, если она являет­
ся GOi-структурой, причем: 1. dr) = в*•+©**, где ©* — чистая 
2-форма, ядро которой неизотропно в каждой точке многообразия; 
@« (X, Y)= < X, ФГ ) - - ( ФХ, V) , где Ф-фиксированный 
элемент кольца Ж, такой, что кегФсЖ; 2. Структурные операто­
ры . / • , . . . , . / , ковариантно постоянны в связности v = V + -T + 
+ (Q__Q)cgiTi + ----ii®e-l-!jcE)dTi, которую мы назовем канонической, 
где ( 0X, Г ) = в * (X, Г); X, Y& (М). 

Очевидно, СТУ^-структура является G .^-структур ой тогда 
и только тогда, когда Т -=6 = 0. В случае Т = 0 G N ^-структура 
называется структурой келерова типа. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть M — GNSP-многообразие. Тогда: 
1: Структурная форма многообразия является формой Киллинга; 
% У*§ — (е-Ф)Л' ; 3. ?,екегФПкеге. 

•4 Доказательство аналогично доказательству предложения l..^ 
Из результатов предыдущего параграфа следует, что если 

метрика многообразия знакоопределена, г = 1 , У3 + ./-=0, Ф = — У3, 
6(X) =—---y2 .V (|, X), а композиционный тензор задается тож­
деством (2.1.9), понятие ОЛ^-структуры тождественно понятию 
приближенно сасакиевой структуры. Как и выше, справедлива 
, Т е о р е м а 6. Псевдорасщепляемое -.зд-редуктивное QN^-мно­

гообразие регулярно. • 
Т е о р е м а 7 ([8]). Псевдорасщепляемое редуктивное 

ОЛ^-многообразие является либо обобщенным многообразием 
Сасаки, либо пятимерным многообразием постоянной кривиз­
ны, положительной в случае положительно определенной метри­
ки, и снабженным приближенно сасакиевой структурой класси­
ческого либо гиперболического типа, определенной однозначно 
с точностью до локальной эквивалентности. 

Т е о р е м а 8 ([8]). Псевдорасщепляемое редуктивное GN9^-
многообразие удовлетворяет аксиоме Ф-голоморфных m-плоско-
стей тогда и только тогда, когда оно является бЛ^-многооб-
разием (О^-многообразием в случае т > 1 ) точечно постоян­
ной Ф-голоморфной секционной кривизны размерности свыше 
трех. Всякое такое многообразие локально эквивалентно либо 
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пятимерной сфере, снабженной канонической приближенно са-
-сакиевой структурой классического либо гиперболического ти­
па, ОТЛИЧНОЙ от сасакиевой [16], либо одному из многообразий 
Сасаки классического либо гиперболического типа, перечислен­
ных в теореме 2. 

О п р е д е л е н и е 7 ([9]). GAIF-cTpyKTypa 9> называется 
обобщенной почти косимплектической (GA'g's-) структурой, ес­
ли: 1. На М фиксирована чистая симметричная 2-форма в , яд­
ро которой неизотропно в каждой точке многообразия; 2. Струк­
турные операторы / ь . . . , 1Т ковариантно постоянны в связности 
V = V+7+8®r|—ё,®в, называемой канонической, где <0X, У> — 
= &(Х, У); X, YeS{M); 3. 9> является GG.--cTpyKTypofi. 

В случае 7 = 0 GA'iFs-crpyKTypa называется структурой келе-
рова типа. Очевидно, GA'iFs-CTpyKTypa является G'g's-cTpyKTy-
рой тогда и только тогда, когда Г ==8 = 0. 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть М —• ОД^-многообразие. Тогда: 
1. V x h ) - / = —6(X, Г); 2. V - | = -в(Х); 3. |бкег9. 

•^Доказательство аналогично доказательству предложе­
ния 1. &• 

Из результатов предыдущего параграфа следует, что если 
метрика многообразия знакоопределена, -" = 1, / 3 + / = 0, компо­
зиционный тензор задается тождеством (2.1.9) и 6(X)== 
= 2PN(E,,X), понятие GAIFs-структуры тождественно понятию 
почти косимплектической структуры. Как и выше, справедлива 

Т е о р е м а 9. Псевдорасщепляемое ш-редуктивное GAtys-
многообразие регулярно.• 

Т е о р е м а 10 ([9]), Структурная форма псевдорасщеп-
' ляемого ОЛ^-многообразия ранга /CS-1 со знакоопределенной 
метрикой определяет на этом многообразии слоение коразмер­
ности 1, листы которого представляют собой минимальные ги­
перповерхности с естественно индуцированной на них расщеп­
ляемой обобщенной почти келеровой структурой, а их ортого­
нальные траектории являются геодезическими. ' При этом 
GA^s-CTpyKrypa является обобщенной косимплектической тог­
да и только тогда, когда эти поверхности вполне геодезические. 

Т е о р е м а 11 ([9]), Класс почти косимплектических струк­
тур на трехмерном односвязном многообразии находится в 
естественном взаимно однозначном соответствии с классом 
функций на этом многообразии, поверхности уровня которых 
минимальны, а их ортогональными траекториями являются гео­
дезические. При этом структура является косимплектической 
тогда и только тогда, когда эти поверхности уровня вполне 
геодезические. 

Т е о р е м а 12([9]). Псевдорасщепляемое редуктивное GA*i$s-
многообразие удовлетворяет аксиоме Ф-голоморфных m-плоскостей 
тогда и только тогда, когда оно локально эквивалентно одному 
из следующих многообразий, снабженных канонической косимплекти-
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ческой структурой классического либо гиперболического типа: 
1. CxR1; 2. cpjfxR1; з. cD^xR1; 4. (R^R«) x R1; б. (ЧРп~ 
J^RP^XR1; 6, {C^X^^R^XR1. 

GA -̂CTpyKTypbi рассмотренных четырех видов мы назовем 
для краткости структурами квазикелерова типа. На них опреде­
лена каноническая связность V, в которой метрика g и струк­
турные операторы, а значит, и метрика -С., . ;» ковариантно 
постоянны, откуда следует, что псевдорасщепляемые да-редук-
тивные ОД^-многообразия этого типа регулярны. 

Теоремы 2, 5, 8, 12 дают полную классификацию псевдо-
расщепляемых редуктивных обобщенных почти контактных 
многообразий квазикелерова типа, удовлетворяющих аксиоме 
ф-голоморфных /п-плоскостей. 
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