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СТАТИСТИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ, 

ОСНОВАННЫЕ НА ЭМПИРИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ,. 
И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ВОПРОСЫ 

Г. В. Мартынов 

§ 0. Введение. Общие замечания 

При статистическом анализе наблюдений случайных вели­
чин, возникающих на практике в различных исследованиях, час­
то в числе априорных сведений используется предположение о 
виде их распределения. Иногда такие предположения получают 
в результате анализа механизма возникновения этих случайных 
величин. В других случаях они выбираются произвольно, часто* 
из соображения удобства используемых статистических мето­
дов. В любом случае возникает необходимость в проверке та­
ких предположений. 

Для этого математическая статистика предлагает разнооб­
разные критерии согласия, выбор которых производится в за­
висимости от структуры наблюдений, проверяемой гипотезы,. 
эффективности критерия и т. д. Наблюдения могут предпола­
гаться независимыми или получаться в соответствии со схема­
ми регрессии, авторегрессии или другими способами. Напри­
мер, в регрессионных задачах возникает необходимость в про­
верке гипотез о распределении ошибки. Наблюдения, кроме 
того, могут быть одномерными или многомерными. Исследова­
теля может интересовать также, имеет ли наблюдаемая слу­
чайная величина заданное фиксированное распределение (про­
стая гипотеза). Другая задача заключается в проверке гипоте­
зы о том, что наблюдаемая случайная величина имеет 
распределение, принадлежащее некоторому семейству распре­
делений (сложная гипотеза). Такое семейство может быть па­
раметрическим (например, семейство нормальных распреде­
лений) ИЛИ иметь другую природу (семейство симметричных 
распределений, семейство унимодальных распределений и 
т. д.). При исследовании многомерной случайной величины: 
ПОМИМО указанных выше задач возникает задача проверки ги­
потезы о независимости компонент наблюдаемого случайного 
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вектора без знания точного вида частных распределений даже 
при нулевой гипотезе. Еще один класс задач заключается в 
сравнении двух или нескольких выборок между собой. Это — 
так называемые критерии однородности, предназначенные для 
проверки гипотезы о совпадении распределений получаемых 
выборок. 

В ряде указанных задач наблюдения могут производиться в 
условиях цензурирования того или иного вида. При этом, часть 
наблюдений отсутствует. Важной задачей в приложениях яв­
ляется задача проверки качества распределения псевдослучай­
ных чисел, получаемых в результате работы «датчиков» таких 
чисел, Обычно проверяется гипотеза о том, что получаемая 
последовательность имеет равномерное распределение на еди­
ничном интервале. Более трудна задача проверки независи­
мости получаемых наблюдений. 

Отметим, наконец, что на практике часто используется пред­
положение о характере случайных процессов, например о гаус-
совости или стационарности. Такие предположения также нуж­
даются в проверке. В этом случае в качестве наблюдений мо­
гут выступать как последовательности независимых реализаций 
случайного процесса, так и достаточно длинная его реализация. 
В первом случае возможно использование аналогов известных 
критериев согласия. 

При выборе критериев, предназначенных для решения ука­
занных выше задач, следует учитывать, что они должны дей­
ствовать в условиях, когда отсутствуют предположения отно­
сительно того, каким может быть распределение при невыпол­
нении гипотезы. Поэтому требуются критерии, способные 
отличить гипотетическое распределение от любого отличного от 
него распределения по достаточно большой выборке. Такие 
критерии, называемые здесь критериями согласия, могут быть 
сконструированы различными способами. К каждой из пере­
численных выше задач могут быть одновременно применены 
сразу несколько известных критериев. Наиболее известны кри­
терии, основанные на эмпирической функции распределения. 
Эти критерии основаны на общем подходе, хотя в каждом 
конкретном случае требуется их отдельный теоретический 
анализ. 

Наиболее известным критерием является критерий хи-квад-
рат, применимый в самых различных случаях. Наибольшее 
практическое значение в случае непрерывных распределений 
имеет группа критериев (критерии Колмогорова — Смирнова), 
основанных на супремуме модуля разности между эмпиричес­
кой и теоретической функциями распределения, и группа кри­
териев (критерии типа омега-квадрат), основанных на интегра­
ле от квадрата этой разности. Указанная разность между эмпи­
рической и теоретической функциями распределения называется 
эмпирическим процессом. 
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Эти критерии имеют аналоги, основывающиеся не на эмпи­
рическом процессе, а на эмпирическом квантильном процессе 
или на эмпирическом характеристическом процессе, ЯВЛЯЮЩИМСЯ 
разностью эмпирической и теоретической функций распределе­
ния. Менее полезны, по-видимому, критерии, основанные на 
каких-либо оценках функции плотности. 

Анализ и описание различных свойств эмпирических про­
цессов не является задачей настоящего обзора. Их свойства 
можно найти в книге Шорака и Велиера [324]. 

Другая группа критериев (критерии Шапиро — Унлка и 
другие) основана на величине отклонения порядковых статис­
тик от их математических ожиданий. Еще один тип критериев 
основан на сравнении выборочных моментов с теоретическими 
(например, критерий асимметрии и эксцесса для проверки ги­
потезы нормальности). Последний тип критериев не является, 
строго говоря, типом критериев согласия, так как эти критерии 
состоятельны не против всех возможных альтернатив. Сущест­
вует также большое количество работ, в которых предложены 
многочисленные критерии нормальности, основанные на различ­
ных подходах. 

ИСХОДЯ ИЗ вышесказанного, можно заключить, что сущест­
вует несколько сотен возможных вариантов критериев согласия 
для различных задач. Из них в литературе достаточно подроб­
но проанализировано лишь несколько десятков вариантов. 
Часто свойства критериев исследуются только путем моделиро­
вания. 

При применении таких критериев следует учитывать, что 
при конечном (особенно малом) числе наблюдений существу­
ют альтернативные распределения, принимаемые критериями 
согласия за гипотетические с большей вероятностью, чем сами 
гипотетические. С другой стороны, ввиду почти всегда имею­
щегося отличия реального распределения от гипотетического 
при достаточно большом числе наблюдений нулевая гипотеза 
будет обязательно отвергнута. При малом же числе наблюде­
ний способность критерия к такому различению будет недоста­
точной. В связи с этим заметим, что абстрактный ответ на 
вопрос, является ли распределение заданным, имеет больше 
принципиальное, чем практическое значение. Для практики бо­
лее важен вопрос, отличается ли в конкретной метрике, интере­
сующей исследователя, распределение наблюдаемой случайной 
величины от гипотетического более, чем на заданную величи­
ну. Исследователю может потребоваться и просто величина это­
го отклонения. В этом случае при отвержении нулевой гипотезы 
результатом может служить сама статистика. В случае приня­
тия гипотезы статистика не несет информации о величине та­
кого отклонения. При фиксированной альтернативе статистики, 
основанные на эмпирических процессах, без нормирующих мно­
жителей (У"п или n) сходятся к константам, а при соответст-
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вующей нормировке статистика омега-квадрат имеет предель­
ное нормальное распределение. 

Выбор статистики критерия согласия среди других статис­
тик может определяться как по результатам сравнения их мощ­
ностей на множестве стандартных альтернатив, так и с учетом 
интересующей исследователя меры различия между распреде­
лениями. Может оказаться, что критерием согласия принимают­
ся сразу несколько распределений, интересующих исследовате­
ля. В этом случае для окончательного выбора распределения 
следует обратиться к теоретическому анализу механизма, по­
рождающего наблюдаемую случайную величину. Наконец, 
следует предостеречь исследователя от проверки гипотезы сра­
зу по нескольким критериям и выборе наиболее правдоподоб­
ного с его точки зрения решения. 

Сравнительно недавно изданы два сборника, содержащие 
работы, относящиеся к исследованию критериев согласия. Один 
из них — под редакцией Д'Агостино и Стефенса [124], а дру­
гой—под редакцией Ревеша, Ша'ркади и Сена [298]. В них 
можно найти подробные описания различных свойств критериев 
согласия. 

В предлагаемом обзоре рассмотрены преимущественно кри­
терии, состоятельные против произвольных альтернатив. Разу­
меется, что при проверке гипотез, на которые рассчитаны та­
кие критерии, во МНОГИХ случаях целесообразно применить бо­
лее специализированные критерии, состоятельные против более 
узкого класса альтернатив. Описание таких критериев выходит 
за рамки настоящего обзора. В конце обзора описаны методы 
вычисления функций распределения квадратичных форм, не­
обходимые при вычислении предельных функций распределе­
ния статистик типа омега-квадрат. 

Автор выражает благодарность Я. Ю. Никитину, Ю. Н. Тю­
рину и Д. С. Шмерлингу, замечания которых к более ранним 
вариантам настоящего обзора, насколько это возможно, были 
учтены автором. Кроме того, автор выражает благодарность 
Э. В. Хмаладзе за предоставленные материалы к разделу о 
преобразовании эмпирических процессов и Э. М. Кудлаеву за 
согласие поместить в настоящем обзоре свой раздел, относя­
щийся к критериям согласия, основанным на спейсингах. 

§ 1. Критерии согласия для проверки простых 
и сложных гипотез 

Введем некоторые понятия и обозначения, относящиеся к 
наиболее известным типам критериев согласия, применяемым к 
проверке гипотез: 

а) о совпадении распределения наблюдаемой одномерной 
случайной величины с заданным распределением; 

б) о. принадлежности распределения наблюдаемой одно-. 
6 



мерной случайной величины заданному параметрическому се­
мейству распределений. 

Эти критерии основаны на нахождении меры отличия эмпи­
рического распределения от теоретического. Предполагается, что 
в распоряжении статистика имеются п наблюдений Xi, Х% .. . ,Хп 
одномерной случайной величины X с неизвестной функцией 
распределения F(x), x&Ri. По этим наблюдениям будем про­
водить проверку следующих гипотез: 

Простая гипотеза: F(x) совпадает с полностью известной 
непрерывной функцией распределения G(x). 

Сложная гипотеза: ^(д:) принадлежит семейству непрерыв­
ных функций распределения 

.?=-{G(x,e), е-=(0ь е2 ео'бес-я*}. 
Здесь В — ^-мерный параметр. Этот параметр предполагается 
неизвестным. 

Рассмотрим сначала случай простой гипотезы. Статистики 
Колмогорова — Смирнова и омега-квадрат в этом случае ЯВЛЯ­
ЮТСЯ функционалами от эмпирического процесса 

где 
п 

.-*M-=-r2MX.) 
( = 1 

называется эмпирической функцией распределения, 
|0, x<Xt, 

М А<Н1. x>Xt. 
Эмпирическая функция распределения, таким образом, являет­
ся долей числа наблюдений, не превышающих х. 

Изучение различных свойств эмпирических процессов яв­
ляется самостоятельной темой исследований в теории вероят­
ностей и математической статистике. Укажем дополнительно к 
упомянутой выше работе [324] также работы Дадли [142] и Гэн-
елера и Штуте [160]. 

Статистика Колмогорова — Смирнова имеет вид 
£)„=/г1/2 sup \F*(x)-0(x)\. 

—оо<йГ<оо 
Эта статистика называется также двусторонней статистикой 
Колмогорова—Смирнова. Ей соответствуют односторонние 
статистики 

Dn = пф sup (F„ (х) - О (х)). 
—со<х<оо 

И ' • ' . . • . . -

Dn = п}/2 sup (О (x)-Fn (x)). 
—со<дг<--о 
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Таким образом, D„-~ max(Dn> Dл). Статистика омега-квадрат 
вводится следующим образом: 

-1-00 

ю«-=-« S (F:(x)-G(x))-dGw. 
—со 

Эта статистика носит название статистики Крамера — Мизеса 
или Крамера — Мизеса — Смирнова. Ее асимптотическое по­
ведение исследовалось впервые в работе Н. В. Смирнова [52]. 
Описанные только что статистики используются в качестве об­
разцов при построении аналогичных статистик для более слож­
ных задач. 

Введенные статистики могут быть преобразованы к стан­
дартному виду путем замены наблюдений Хи X2 Хп вели­
чинами ti = G(Xi), t =1 , 2 п. При справедливости нулевой 
гипотезы величины /i будут иметь равномерное на |0, 1] рас­
пределение. После этого рассматриваемые статистики преобра­
зуются следующим образом: 

D„ = /t'/2sup \Fn(t)-t\, 

D+
n = n)'2 sup (Fn{t)-t), 

D~n=ti42 sup (t-Fn(t)), 
1 

^—niJ(Fn(o-~--)-d-. 
0 

Здесь Fn(0—эмпирическая функция распределения, построен.-
ная по величинам t{, t = l , 2 , . . . , п. В случае, когда проверяется 
датчик случайных чисел на равномерность распределения на 
[О, 1], такое предварительное преобразование оказывается не­
нужным. 

Важным обобщением этих статистик являются статистики, 
включающие весовые функции г|)(^)>0, 0 < ^ < 1 . Это статис­
тики 

D—я"2 sup y(t)\F„(t)-t\> 

£«=--=/г1/2 sup ^ ( t ) ( F „ ( 0 - 0 . 
0<«1 

D'n^n42 sup -Ht) (*- -M*)) , 

1 

a2 = n[^(t)(Fn(t)-tydt. 
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Весовые функции используются в этих статистиках с целью из­
менения вклада в них отклонений эмпирической функции рас­
пределения от теоретической на различных участках ее аргу­
мента. 

Имеются и другие варианты записи этих статистик, более 
удобные для вычислений. Статистики Dn+ и Dn- при ty(t)=l 
могут быть вычислены по формулам 

^ = f t " 2 m a x U—t(t)), 
l<i<n П 

И 

Dl = nU2 max (i{i)———). 

Здесь ^ — упорядоченные величины ({^i, i=l, 2, . . . , n},. 
t(i)<^2){le}.. .<t<n)). При i|)(/)=7--l таких простых формул нет. 
Статистика con2 в общем случае может вычисляться по сле­
дующей формуле 

1 и 
л2-Ш' ̂ -=$(----)Ф2(')^ + 22^1(-ш)--Чг1т-('"4 

( t 

T-(t).-= ^S0p2(S)dS, T 2 ( 0 - = ^ 2 ( 5 ) d S . 
о о 

Теоретическому анализу наиболее легко поддается случай: 
ty(t)=—1, а статистика со2 может быть легко проанализирована 
и при 

При 1ф(.-.).= 1 статистику со2 естественно называть статистикой 
Смирнова. Во втором случае статистика м2 называется стати­
стикой Андерсона— Дарлинга. 

Для статистики Смирнова, которую будем обозначать Wn
2, 

из общей формулы следует, что 

ru4-+i(^-—-—-^ 
Статистику Андерсона — Дарлинга будем обозначать Ап

2- Для 
нее имеется вычислительная формула 

п 

4 = - n - l ~ 2 { ( 2 j - \ ) l o g ( t U ) ) + {2(n~~J) + \}log(\-tU))}. 
*/----l 

Рассмотрим теперь обобщения статистик Колмогорова — 
Смирнова и омега-квадрат, применяемые для проверки слож­
ной параметрической гипотезы о принадлежности функции рас-



пределения F(x) наблюдаемой случайной величины описанно-
My в начале раздела семейству .?. Эти статистики используют 
предварительно вычисляемую оценку 9П неизвестного значения 
6- параметра .6. В качестве такой оценки может выбираться, 
например, оценка максимального правдоподобия. Как правило, 
оценка бп находится по той же самой выборке, что и эмпири­
ческая функция распределения Fn*(x). Рассматриваемые ста-
тистики видоизменяются тогда следующим образом: 

£>ге=я1/2 sup ty(G (х, 0„)) |F^ (.*)- G (x, 9„)], 
—w<j-<oo 

+00 

ю* =-= n jj -ф2 (G (x, e„)) (En (x) - G (x, 8„))2dG (x. 8Л). 

а после преобразования ii = Q(Xi, 8„) примут вид 
A.-=/i , /zsup y(t)\Fn(t)~t\, 

o«<1 
1 

®'n = n^(t){fin(i)-t)*dt. 
0 

При ^(^)-sl эти статистики будем обозначать, соответственно, 
Dn и со*. Здесь E „(..) — эмпирическая функция распределения, 
построенная ПО преобразованным наблюдениям t^. Аналогично 
записываются односторонние статистики Dn, D~n, D+

n и Dn. 
Первые выражения более удобны для теоретического анализа. 
Из приведенных выражений второго вида для Статистик легко 
видеть, что вычисление значений этих статистик может про­
водиться по формулам, приведенным выше для простых ста­
тистик. При этом, величины U заменяются на iu 

Рассмотренные статистики являются функционалами от 
обычного взвешенного эмпирического процесса' 

ln(t)=i>(t)(Fn*(t)-t), 
или от параметрического взвешенного эмпирического процесса 

L V) - ^ (G (x> 9„)) ( F : (x) - о (х, Ьп)). 
Корреляционная функция K(t,x) процесса 1п(0. не зависит 
•от п и выражается так: 

K(t,x)=^i(t)^(x)Ko(t,x), Ko{t,x)=minlt,x)—tx. 
Корреляционная функция Kn{t,x) преобразованного эмпи­

рического процесса %n(t) —ty{t) {Fn{t)—t) при Но сходится к 
корреляционной функции некоторого предельного гауссовского 
процесса i,(t) с нулевым математическим ожиданием. При 
этом, при соответствующих условиях сходятся и распределения 
статистик, являющиеся функционалами от •!«-..(•-)• Прежде, чем 
привести выражения для iC(t, т), уточним характер оценок. 
10 



Предполагается, что оценка векторного параметра 8 Л = 
— (9i,« Ъь,п)' неизвестного значения 0,—(01|О,.. . . 9 м ) ' пара­
метра 0о-=(01,.. .,9й)г может быть представлена в виде 

п 

«1/2(0л-9о) = ---тГ22А№'9о)+^> 
i~\ 

р 
где i?n{to}0, Xi, i== 1 , . . . , n, — наблюдения, 

h;(x,e) = (h1(^e),...,/z fe(x,e))', 

Eoh(x> 60) =0, E0h(x, Q0)h(x, QQ)'=B(Q0), 

B(QQ) — положительно определенная матрица. Такому условию 
удовлетворяет, например, оценка максимального правдоподо­
бия. Корреляционная функция предельного процесса | ( t ) тогда 
примет форму 

^(t,x)^(t)^(x)(K0{t,x)-q{ttQ0),H(Qa)q[t,e0)), г,т6(0,1), 

где Ko(t,%) = mm(t,x)—tx — корреляционная функция простей­
шего эмпирического процесса .-„(/) ==i|3(t) (Fn*(0--0> 

? ( . , в Ц^, . . . , «^1 ) ' , ._0(,,9), 
1 ( 0 )= Е 1 wlog s < * • е ) щlog 8 (Л'9) I 

— информационная матрица Фишера размера ky^k, g(x,Q) — 
функция плотности, соответствующая G(x,6). 

Существует важный класс сложных гипотез, при которых 
предельный гауссовский процесс не зависит от неизвестных зна­
чений параметров. Пусть проверяется гипотеза о принадлеж­
ности неизвестного распределения F(x) семейству распределе­
ний с неизвестными математическим ожиданием и дисперсией 
(или только одним неизвестным таким параметром) 

9 = fo(Jt£*i.\, — оо <81< оо, 92>0 

функция G(-) известна. 
Возможна проверка трех разновидностей гипотез: а) Неиз­

вестно математическое ожидание 91, дисперсия 02
2 известна; 

6) Неизвестна дисперсия 022, математическое ожидание 0i из­
вестно; в) Неизвестны оба параметра. 
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Соответствующие этим трем гипотезам корреляционные-
функции предельных эмпирических процессов есть 

K\t, т)=^)г|)(т)(-Го(*, х)---», (*)•*», OO/Pi). 
£»(t, x)=,^(t)^(x)(K0(t, t)~w2{t)w3{x)lp2), 

K*(t, х)=ЪУ)Ъ(ч)[К0{Ь x)~i-(p-^1(^)™1(T) — 

- Рз (Щ (t) щ{т) + гв2 (t) да, (т))+ р.га,2. (0 w2(т))), 
где 

Wi(0-=ff(G--W). <M0=-Gr4*)g(G--(*)j, 
CO CO 

p.-$-?$ - - * - $ - • - № - - - " 
—oo - c o 

P s - - $ X'{S
g
<$)' dx> « = p1p2-p21 g(x) = G'(x).. 

—00 

При проверке гипотезы нормальности, когда 
х 

G(x) — Q(x) — ——-- jj exp(-y*l2)dy, 
- o o 

эти корреляционные функции запишутся следующим образом:. 

_*?(*, т) = *f0 (t, т)->:,(*) я-С-). 

.^-(«.,T).=.ATo(t. x)- i*a ( t ) i ia(- ) . 
^a( t . T)=.K0(t, T)-« 1 ( t )x 1 (T)-x a ( i )« 2 (T) . 

где 
*i(0 =Ф(^(0) . Mt) =xv(оФ(ч/(0)/Y2<p(x) =Ф'М, 

¥(0 = Ф-1(0-
Если рассматривается задача проверки экспоненциальное-

ти (показательности) распределения, т. е. предполагается, что 
^•={G(x,6)-=i—exp(-x/e), е>о}, 

то корреляционная функция оказывается такой: 
^( i , t)=i | j(Oi|?(T)(^o(t,T)-t«(t)a)(T)), 

где ги(^)---(1—t)\n(l—t). Условием сходимости распределения; 
статистики 
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к предельному является 
1 1 

[K(t,t)dt=[^(t)t(\ — t)dt< оо 
о о 

(Д. М. Чибисов, [69]). Условия сходимости распределения ста­
тистики соп

2 при оцениваемых параметрах сложнее. Их можно 
найти, например, в работе Нейгауза [263]. 

В работах Дурбина, Нота и Тейлора [148], [149] рассматри­
ваются статистики, получаемые из статистик типа Крамера — 
Мизеса — Смирнова как при известных так и при оцениваемых 
параметрах и называемые компонентами этих статистик. Ста­
тистику соп- представим в виде 

СО 1 

«-I «Г 

где Цг и фг — собственные значения и характеристические функ­
ции предельного корреляционного оператора для эмпирического 
процесса £;,-. Введенные величины zni называются компонен­
тами статистик Крамера — Мизеса — Смирнова. Они асимпто­
тически независимы и имеют стандартное нормальное распре­
деление, В случае проверки простой гипотезы вычисление ком­
понент можно проводить по формуле 

со 

В других случаях алгоритм их вычисления более сложен. Пер­
вые компоненты могут использоваться в качестве статистик 
против широкого класса альтернатив. Конкретные компонентные 
статистики рассматриваются в ряде других работ. 

§ 2. Критерии типа Колмогорова — Смирнова 

Распределения статистик £>„, D*m D~n, co
2„, Dm 51, D~n и 

а>п, как показывает преобразование ti = F(Xi) при Я 0 не зави­
сит от вида функции распределения F(x). Статистики Dn и D"n 
имеют одинаковое предельное распределение 

l imP{D^<x}=--1 — e-2*, x > 0 . 
Л~*-оо 

Предельное распределение статистики Dn есть 

lim P {Dn < х) -= 1 + 2 У, (— 1)%-2'-2*2. 

13 



При малых значениях х удобнее вычислять значения предель­
ной функции распределения Dn по формуле 

lim P{Z)„<x} = J L 5 L У б-С--*--)'*-/^). 

Распределения статистик D+
n и Dn при конечных значениях п 

выражается формулой 

Распределение статистики Dn при конечных п может быть 
найдено по формулам 

где qn (у) удовлетворяет уравнениям 
1/2 

I ( У 1 , Я у ) gw(y)-=0. г = 2[/п/] + 1, 2[л#]+2 
7=0 

с начальными условиями 

--/о(.£/) —= 1 - qT{y) = ~ при г — 1, . . ., [ну], 
[2пу] l \ 

дЛу)=~-Ц(- 2 [jjU+nvrHr-J-ityrr 
при г = [ш/] + 1, . . . , 2[/п/]. 

Вывод этих формул можно найти у Дурбина [146]. Там же 
содержится алгоритм, позволяющий найти распределения ста­
тистик Dt, D^ и Dn при \|)(t)^1. Существование предельного 
распределения статистик Dn и Ьп и соответствующих одно­
сторонних статистик вытекает из слабой сходимости при Но, 
эмпирического процесса 

6n(0-=*(t)(Fn(0--). '-(0,1), 
в пространстве функций на (0, 1) без разрывов второго рода к 
гауссовскому процессу l{t), t6(0,1), с нулевым математическим 
ожиданием и ковариационной функцией 

i^T)=iK0il(T){min(/,T)-*4 ^тб(°> 0-
При этом, функции ф(0 должны удовлетворять следующим 
условиям (Д. М. Чибисов, [69]): 

1|)(/)>0, ty(t) ограничена в любом интервале (т, 1—т), т > 0 , 
14 



и при некотором t0 для всех 0<t{le}to выполняются неравенства 

где Лг(/), t=1,'2, —медленно меняющиеся функции, т. е., 

ИтМйО/М9=--» ' = Ь 2 . 

.•-+0 

при любом &>0 и при любом / > 0 сходятся интегралы 
• о 

Cexp{-M?(t)}t-.^, J = 1 . 2 . 
oJ 

Для того, чтобы распределение взвешенной статистики Ъп 
существовало при фиксированных значениях п необходимо 
существование пределов функции /(1—t)ty(t) при /{to}0 и t-*-l 
и ограниченность i|)(t) на любых интервалах (т, 1—т), т > 0 . 

Существуют модифицированные формы статистик Dt, D^ 
и Dn, предложенные Стефенсом [336]. Для этих статистик мо­
дифицированная форма получается умножением их на 

1 j _ 0 * 1 2 i ° - п 

"Т" 1/2 ~1~ • 

Например, модифицированная форма статистики Dn есть 

п (\ J-0,12 | °'-М 
Верхние процентные точки, соответствующие таким статис­

тикам, есть 

Модификация £-„"•" 
Модификация Dn 

Ш 

1,073 
1,224 

5% 

1,224 
1,358 

1% 

1,518 
1,628 

0,1« 

1,859 
1,950 

В работе Рубена и Гамбино [308J даны точные формулы для 
функции распределения статистики Dn при n{le}10, имеющие ку-
сочно-полиномиальный вид. В качестве примера приведем сле­
дующую формулу (преобразованную в соответствии с обозначе-
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ашями настоящей работы): 

4 7 ; 7- ^!^Y^ 7Б 7*Yi 
15 950 х , 3640 , 2120 - 1680_ , 

7- 73 У"7 73 75 У 7 
2 ^ „ 5 При -——<x<—-—. 

^ V̂ 7 2V7 
Использование аналога критерия Колмогорова — Смирнова 

для дискретных и группированных данных предлагается в ра­
боте Петита и Стефенса [278]. 

Рассмотрим теперь свойства критериев типа Колмогоро­
ва — Смирнова, применяемых для проверки сложных гипотез. 
В этом случае предельные распределения рассматриваемых 
статистик (и статистик типа омега-квадрат тоже) оказываются 
зависимыми от гипотетического семейства распределений и даже 
от неизвестного параметра. Это связано с тем, что в ЭТОМ слу­
чае корреляционная функция предельного гауссовского процес­
са зависит от выбора гипотетического семейства распределений 
и иногда от неизвестных значений параметров. Это обстоя­
тельство часто не учитывают в практических применениях кри­
териев согласия, хотя этот вопрос уже давно хорошо изучен в 
математической статистике (И. И. Гихмак .[7],. Андерсон — Дар-
линг i[80]) и широко известен. 

Статистики Колмогорова — Смирнова D„ при оцениваемых 
параметрах и единичной весовой функции (i|)(£)=-l) рассмотре­
ны в работах Ю. Н. Тюрина [60] и Дурбина [147], а также в 
ряде других работ. Помимо требований к асимптотическому по­
ведению оценки §п, изложенных выше, дополнительно наклады­
ваются условия непрерывности на G (л:, 6) по х для всех 9 и су­
ществования и непрерывности компонент вектора q {t, 6) по 
{t,Q) при всех 060 и 0<!{le}l. 

Довольно громоздкий и, по-видимому, малоэффективный при 
больших объемах выборки алгоритм вычисления функций рас­
пределения статистики Dn при конечных п содержится в лек­
циях Дурбина ![146]. В работе Ю. Н. Тюрина [62] предложена 
следующая асимптотическая формула для предельного распре­
деления статистики Dn

+ (та же_ самая формула справедлива и 
.для распределения статистики Dn~): 

h=-2 

lim P{Dt <x}==e-"* !_ bje-y**, 

max S ~ S - - 2 J I J pi («)d« 
0<-s<l \ („1 \ 0 
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. % - - - - • 
p'Q.)3--(ft. l)j/° 

VdetS(0, s0)2(s0. l)l/"det(--(l/2)H"{f, s0) " 
Здесь p(^) = (l, p1(t), .. •> pft(t))'. Компоненты этого вектора 
являются результатом процесса ортогонализации функций 1, 
/»i> % . . . , / " t , причем, rrii(t) = 0Q-logf{x, 9°). Кроме того, 
обозначено 

t 

2(s, 0 = \ Р(")Р'(И) dK, 
1 

H{y,s)=y'[lrl(0,s)-i-^(s>l)}y, у=(у0, yu.-.,yk)'&Rh+l, 
s6(0, 1). Вектор у0 таков, что при г/о-----1 минимум по (у, .s) 
функция H(y,s) достигает в единственной точке (£/0,s0), при­
чем 

p'(So)S-1(s0ll)«/0{ne}0. 
Наконец, H"(y,s) — матрица вторых частных производных по 
s, yi,...,yh. С помощью такой формулы можно получить при­
ближенные формулы для распределения статистики Колмогоро­
ва — Смирнова D.-+ на верхнем хвосте. При больших значени­
ях х имеет место формула 

P ( D „ > x ) « 2 P ( ^ > x ) . 
Рассмотрим частные случаи. Для нормального распределе­

ния с неизвестными математическим ожиданием и дисперсией 
справедлива формула 

lim P (Dt > * )» l / 2n / (n -2 j e - < - ^ - - » * \ 
Л-ЮО 

B случае, когда математическое ожидание известно, а диспер­
сия оценивается по выборке, 

HmP ( / J ^>x)« . !~e - 2 ^ . 

Для экспоненциального распределения G(x,0)' = l—е~х/в 

имеет место формула 
lim P (Dt > х)«1,345е-3'351А'\ 
.Я~>оо 

B' работе Ю. Н. Тюрина и H. Е. Саввушкииой [63] рассматри­
ваются критерии типа Колмогорова — Смирнова для распределе­
ния Вейбулла—Гнеденко 

P(X<x) = l—exp{—(х/и)*}, x>0. 
При использовании оценок максимального правдоподобия для 
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обоих параметров и и к имеют место асимптотические формулы 
limP(Dt>x)^2ASe~rj,85x\ 
П -»- со 

11т Р (бп> л)«4,96е-5-85*\ 
/..-.•со 

Если параметр v известен, a k оценивается, то 
HmP(.D^>x)«0,846e-2 '0 5^. 

Развитые в последнее время аналитические методы иссле­
дования больших выбросов гауссовских случайных процессов 
и полей (см. В. И. Питербарг [47]) позволяют получить анало­
гичные результаты для широкого класса статистик типа Кол­
могорова—Смирнова, построенных по векторным выборкам и с 
предварительной оценкой параметров (см., например, работу 
B. И. Питербарга и B. Р. Фаталова [48]). Стефенсом ([336]) 
предложены формулы • для модификации статистики Колмого­
рова— Смирнова, применяющейся для проверки нормальности 
с обоими неизвестными параметрами, 

- Л 0,01 0,85 \ 

существенно уменьшающие зависимость распределения на 
верхнем хвосте от объема выборки п. Процентные точки такой 
модифицированной статистики есть 

lQQ/o 5 % 1°/о 
0,819 0,895 1,036 

Таблицы распределения статистики Колмогорова—'Смирно­
ва Dn в случае применения ее для проверки гипотезы нор­
мальности можно найти в сборнике таблиц под редакцией 
Пирсона и Хартли [273]. Указанные таблицы получены Сте­
фенсом путем моделирования. Аналогичные таблицы получены 
ранее Лиллиефорсом [233] также по методу Монте-Карло. 
С тех пор в ряде иностранных статей этот критерий называется 
критерием Лиллиефорса. Однако, по-видимому, такая оценка 
вклада Лиллиефорса в изучение критерия нормальности типа 
Колмогорова — Смирнова несколько завышена. 

Представляют интерес также попытки аппроксимации смо­
делированного распределения с помощью каких-либо функций. 
Одна из таких аппроксимаций приведена в работе Деллала и 
Уилкинсона [125] (проверяется гипотеза нормальности): 

— / • • / 2,78019\ 
• Р (Dn> х)« exp (-7,01256x2 (i +•—-—) + 

„ „ / 2.78019V/2 „ _ 0-974598 1.679974 
+ 2.9958Ц1 + —-—-) -0,122199 + - — - + ——-) 

при 5<« .<100 . 
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и 

При объеме выборки п, большем 100. значение х в этой- фор­
муле предлагается заменить на •• ,/100——---, а вместо п в преж­
ней формуле подставить 100. Эта формула получена чисто 
эмпирически и не согласуется при больших х с асимптотичес-
кой формулой Ю. Н. Тюрина, рассмотренной выше. 

В работе Марголина и Маурера ([246]) содержится алгоритм 
вычисления функции распределения статистики Колмогорова —-
Смирнова для проверки экспоненциальности распределения на­
блюдаемой случайной величины. Этот алгоритм, по мнению ав­
торов, достаточно эффективен. Известна следующая модифика­
ция Стефенса статистики Dn при применении ее к проверке ги­
потезы экспоненциальности с одним неизвестным параметром 
масштаба: 

/ - 0,2 \ л . 0,26 , 0,50\ 

Приведем процентные точки ДЛЯ такой модификации: 
10°/о 5"/о 1% 

0,990 1,094 1,308 
Такие аппроксимации, таблицы и изложение других вопросов,. 
связанных с применением критериев согласия можно найти в. 
книге Ю. Н. Тюрина [61]. 

§ 3. Критерии Смирнова, Андерсона—Дарлинга и Ватсона 

Предельное распределение статистики Смирнова 
1 

w?,-njj(E,.(0-02d~ 
о 

совпадает с распределением квадратичной формы 
со 2 

& wr • 
так как корреляционная функция гауссовского процесса, пре­
дельного для nm(Fn{t)—t), есть FCo(t, т) = min(£, т)—-hr, а ха­
рактеристическими числами соответствующего корреляционного^ 
оператора являются числа l/(ni)2 , £= 1, 2, . • . . Соответствую­
щие нормированные собственные функции есть h i (0 = 
— У'2 sin(nti'), i—l, 2 

Предельным распределением статистики Андерсона — Дар­
линга 

А* = ( ( _ - - — — _ d* 
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•является распределение квадратичной формы 

А- х>, 
.£ | j ( j+l) 

где величины l/[t ('+•-)] — характеристические числа корреля­
ционного оператора с ядром 

frit ч К° (•••-) 
4 ' Y t(\— t)x(l— т) 

Основной особенностью квадратичных форм W2 и Л2 являет­
ся то, что все коэффициенты при xf различны между собой 
(однократны). Это дает возможность применить простой метод 
вычисления таких квадратичных форм, , предложенный 
Н. В. Смирновым и описанный в разделе о вычислении функ­
ций распределения квадратичных форм. Запишем квадратичные 
формы IV2 и Л2 в общем виде 

со ..2 

Q 2 = yj .2-. 
/Я ••-

Величины %j здесь предполагаются различными. Характеристи­
ческая функция квадратичной формы Q2 такова 

Jt I 2iA-W.-

где D(\)—определитель Фредгольма соответствующего кова­
риационного оператора. Для статистики Смирнова 

D w - n ( 1 - - . ^ ) - ^ . , 
Для статистики Андерсона — Дарлинга 

D w-n ( '—^ ) - - - -r -» ( f i^ i - - ) - • ' 
Предельное распределение статистики Смирнова может 

•быть получено также в виде, предложенном Андерсоном и Дар-
лингом [80] 

где( -1[2)=- .(--1)*Г(А + 1/2)/[Г(1/2)й1]. 
Вычисление распределения статистики типа со-.2 при конеч­

ных п затруднительно. Для статистики Wn
2 точные формулы 

для вычисления ее распределения при п=2 были получены 
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Маршаллом ([247]). При n-=-3 и п = 4 в работе Б. A. Залесско-
го и О. В. Ольшевской [11] приведены таблицы функции рас­
пределения статистики Смирнова, вычисленные по точным фор­
мулам. Эти формулы получены путем вычисления объема тела,. 
образованного путем пересечения шара и симплекса 
x1{le}x2--S • • • {le}xn. Сами формулы не приводятся. Анализ ре­
зультатов показывает, что предельное распределение хорошо 
аппроксимирует распределение статистики уже при таких ма­
лых объемах выборки. Так, модуль разности между функциями 
распределения при n=2 и предельным распределением не пре­
вышает 0,073, при п=3 такое различие меньше 0,042, а при 
n=4 оно меньше 0,030 при всех х. Для тех х, при которых пре­
дельное распределение превышает 0,7, различия составляют со­
ответственно 0,020; 0,008 и 0,006. 

Стефенсом на основании таблиц, полученных по методу 
Монте—Карло, предложена следующая модификация статисти­
ки Смирнова: 

W\ = {Wl - (0,4/n) + (0.6/Д2)) (l + l in), . 
действующая при nl>8 и наиболее точная при уровне значи­
мости 0.05. 

В работе Нота [204] приведены таблицы распределения ста­
тистики Смирнова при 2{le}n{le}7, полученные численным обра­
щением характеристической функции. Для проверки простой 
гипотезы о равномерности распределения на интервале (0, 1) 
может быть применена и статистика Ватсона Un

2, предназна­
ченная для проверки гипотезы равномерности распределения 
на окружности. Она может применяться также, разумеется, и 
для проверки гипотезы равномерности распределения на ин­
тервале [0, 1] вместо обычной статистики со2. Последняя тоже 
может применяться для проверки гипотезы равномерности рас­
пределения на окружности, однако статистика Ватсона не за­
висит от выбора начала отсчета на окружности. Статистика 
имеет вид 

1 Г 1 -12 

U\=n\ Fn(x)~x-[(Fn{y)-y)dy dx. i\- i J 
Вариант ее, более удобный для вычислений, записывается так:-

"!-|(^--=РГ--(т|ЛГ'-^"+--
Ее предельное распределение совпадает с распределением ин­
теграла 

1 

£/2.---Ji--(t)dt, 
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где гауссовский процесс 
1 

' Л (*) = £ (-)-$&(• - )*: 
о 

выражается через условный винеровский процесс b,(t) с корре­
ляционной функцией KQ(t, x) = min(/, т)—U. Корреляционная 
функция процесса ri(^) записывается следующим образом 

^ ( t , T) — min(/, т ) _ ± ( . . + т) + - 1 ( г - т ) - — . 1 

Собственные значения соответствующего корреляционного опе­
ратора двукратны и равны A2.-i = A,2i = 4г2я2, i=\, 2, . . . . По­
этому распределение U1 принадлежит классу распределений 
линейных комбинаций случайных величин типа %2 с двумя сте­
пенями свободы 

1-1 

Для статистики Ватсона 6i=4t2n2. В общем случае распределе­
ние такой квадратичной формы Q дается формулой 

со 

Р ( 0 < х ) = 1 - 2 ^ « " ! П — ^ ' ~><" 
Достаточными условиями, гарантирующими сходимость такого 
ряда, являются следующие: 

a) Hminf(^+ 1--A„)>0, 
Л-+0О 

б) s u p | l / A „ - д | < оо. 
л 

Из этой формулы для распределения статистики Ватсона мож­
но вывести, что 

со 

Я(£/<я)-1—22 (- iye-2^ ! j , 
В работе Дарлинга [130] рассмотрена статистика типа Колмо­
горова — Смирнова, аналогичная статистике омега-квадрат Ват­
сона: 

Оп = Уп sup (Fn(t)-t + X„-l j2), 
0</<l 

где Хп — выборочное среднее. Для такой статистики получено 
следующее выражение для предельного распределения: 

3 jf™. «и I З а" 
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где 0 < a i < H 2 < . . . — нули функции Ju$(x) +/_i /3(x), a /- — 
стандартная функция. Бесселя, v(x) —плотность положительно­
го устойчивого распределения с показателем 2/3, т. е., 

VW = SF"S e X p ( - ^ - ) ^ ( 9 ) d 9 , s(9) = sin*(-f-)sin(.§.)/sIn-9. 

Интеграл хорошо поддается численному интегрированию. В ра­
боте приведены таблицы предельной функции распределения, 
В Т . Ч, 

-P(G<0,84)-0,90, 
P(G<0,91)---0,95, 
-D(G{le}l,06) =0,99. 

§ 4. Критерий нормальности типа омега-квадрат 
Выражения для корреляционных функций предельного про­

цесса для трех возможных гипотез нормальности: 
1) известна только дисперсия, 
2) известно только математическое ожидание, 
3) математическое ожидание и дисперсия неизвестны 

были приведены в разделе 2. Собственные значения корреля­
ционных операторов находятся из уравнений, соответствующих 
указанным трем гипотезам; 

s i n ^ j ^ (]/")-= 0, cos(l/ty2).A2(y£).-0, 

Л (1/Х)Д2(т/Х)=о. 
Здесь (Г. В. Мартынов [31]) 

1/4 

A.(|j) —cos-|-----4M, Jj /?, (г) sin (2ц,г) dz, 
o 

RM^[\-zYx[^-z)-^[\ + zyx[^^z 
1/4 

sign (a + z) -— dv, 
-1/4 ••i 2 " - | » - - - l j 

1/4 

A2 (ц) = sin i - 2 К--!- jj #2(z) cos {2\xz)dz, 

23 



4 

-.-.Ь 
— 2 \ sign (02 — 22) и2 (| ^ + г I)—V-j y- dv, 

x , ( T - | W - - - | ) 

И1(0=Ф(^(0), Mt)=y(t)y(xV(t))№, Ф(*)=Ф'(*), 
чМ0=Ф-](0-

ф — функция стандартного нормального распределения. 
Вычисление функций Ai и A2 может производиться в два 

этапа. Сначала рассчитываются таблицы функций R\ и i?2, a 
затем они используются при вычислении интегралов в Ai и A2. 
Таким образом, задача заключается в вычислении только одно­
кратных интегралов. Таблицы же функций Ri и i?2 не меняют­
ся при изменении ц,. Наименьшие положительные корни урав­
нения Ai (\i) = 0 есть 

7,38265 1З.66ЗЗ 19,9157 26,167 32,422 
38,680 44,940 51,203 57,469 63,736 

Наименьшие положительные корни уравнения A2(fx)=-0 есть 
8,6247 15,136 21,525 27,871 34,196 

40,511 46,82 53,12 59,42 65,72 
Вследствие однократности собственных значений корреля­

ционных операторов рассматриваемых здесь статистик нормаль­
ности их распределение может вычисляться по приведенным 
выше формулам Н. В. Смирнова для функций распределения 
квадратичных форм с однократными коэффициентами. В них 
полезно использование следующих выражений для определите­
лей Фредгольма, соответствующих рассматриваемым трем ги­
потезам: 

D2 (X) = - I r A2 0 / T ) cos Х - , 

D3(^) = - — A ] ( l / " ^ ) A 2 ( K r ) . 

Алгоритм вычисления функции распределения может быть 
составной частью программы, вычисляющей значение статис­
тики критерия нормальности и соответствующего ей значе­
ния функции распределения. Это значение (р-значение) можно 
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рассматривать как новую статистику, имеющую уже равномер­
ное распределение на (0, 1). Ее использование возможно без 
таблиц. 

§ 5. Другие критерии нормальности 

Помимо рассмотренных выше критериев нормальности в 
литературе предложено большое количество различных крите­
риев для проверки гипотезы нормальности, не всегда состоя­
тельных против любых фиксированных альтернативных распре­
делений. Некоторые из этих критериев будут рассмотрены в на­
стоящем разделе. Такие критерии могут быть использованы 
для предварительной проверки гипотезы нормальности. Кроме 
того, если окажется, что гипотеза отвергается ими, то они мо­
гут иметь более высокую мощность, чем критерии для широкого 
класса альтернатив. 

Наиболее известный из таких критериев основан на исполь­
зовании мер асимметрии и эксцесса. Асимметрия для непрерыв­
ного распределения F(x) определяется, как "|/fh = {mu}3/|-i23/2, a 
эксцесс — как р2=щ/|-122—3. Здесь ц2, \хз и ц-4 — второй, третий 
и четвертый (теоретические) центральные моменты распределе­
ния F(x). Эти определения справедливы, если существуют тре­
тий и четвертый,момент соответственно. Для нормального рас­
пределения Ур1=0, |}2 —0. По наблюдениям хи х2, • • •, хп вычис­
ляются выборочные центральные моменты 

п п 

mi=—2d(xi — m{)k, k — 2 ,3 ,4 , где тх = — {sum}**. 

Затем вычисляются выборочные коэффициенты асимметрии и 
эксцесса 

Эти коэффициенты инвариантны относительно изменения па­
раметров среднего и дисперсии. Для конкретных выборок ре­
зультаты вычисления ffh и [Зг дадут числа, значительно отли­
чающиеся от 0 и 3 соответственно, особенно при малых выбор­
ках. В качестве процедуры, приводящей к принятию или 
отвержению гипотезы нормальности, может использоваться про­
цедура так называемого ^"--критерия, описанного в работе 
Боумаца и Шентона [100]. В этой работе для. ряда объемов 
выборки п приведены области на плоскости, при попадании в 
которые пары значений (УРь р2) принимается гипотеза нормаль­
ности. Области приведены для 30{le}n{le}100 и при вероятностях 
ошибочного отвержения гипотезы 0,1 и 0,05. В этой же работе 
можно найти большое количество ссылок на более ранние 
статьи на эту тему. 
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В работе Л ока и Спурье [235] предложено для проверки 
гипотезы нормальности против несимметричных альтернатив ис­
пользовать критерий, основанный на [/-статистиках Тр.-.— 
- Upn/sP, 

•С Ядром 

Фр(^, X2, . Y 3 ) = ( r ; - ^ ) p — ( ^ - r 1 ) p , 
где Kj, Yl, Kg — порядковые статистики для X-, X2> X3> -s2— 
выборочная дисперсия. Предлагается использовать Т1Л и Т2п. 
Предельное распределение Т\п нормально. Мощность такой 
статистики превосходит мощность статистики, основанной на 
коэффициенте асимметрии (по данным моделирования). 

В работе этих же авторов [236] рассмотрен вариант U-ста-
тистики для альтернатив с тяжелыми или легкими хвостами. 
В работе Ойя [266] рассмотрены [/-статистики вида 

Г - 2 сч\п{Хи)-Х(1)). 
Отмечается, что при cij=(t+/—n— 1)n!/{3!(n—3)!} получаем 
•статистику, чувствительную к асимметричным альтернативам, 
при 

cl.=={2(ti-j)(i-\)-C2
n./-CU}ICtl 

получаем статистику, чувствительную к альтернативам с не­
нормальным эксцессом, при 

= {-cL., + 2 (i- 1) Cl4-2CLiCLj +2CU{n-j) -CU^lCl 
статистика чувствительна к двухвершинным альтернативам. 

В работе Беста и Райнера [91] рассмотрен критерий нормаль­
ности, предложенный Ланкастером [225]). Пусть Yi— (X.—X)/ 
/s, i= 1, . . , , п, и вычислим величины 

п 

^ — (/l«)-1/22H;(^)> 
где Hi — ПОЛИНОМЫ Эрмита. Ясно, что 1\ и Zi равны нулю, Z$ 
и Z± связаны с коэффициентами асимметрии и эксцесса. Вели­
чины Z3, Zi,... асимптотически независимы и имеют стандарт­
ное нормальное распределение. В качестве статистики для про­
верки нормальности предлагается использовать статистику 

ft+2 

-/-з 
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имеющую асимптотическое распределение хи-квадрат. Резуль­
таты моделирования показывают, что такой критерий сравним 
по мощности с другими критериями. Васичек [348] и Прескот 
[286] рассматривали критерий нормальности, основанный на 
выборочной энтропии 

где т — положительное число, меньшее чем n/2, хм=хц) при 
i < l , x(j) = x(n) при i>n и s2—выборочная дисперсия. Эта ста­
тистика оценивает энтропию Шеннона распределения с плот­
ностью F(x) 

со 

# ( / ) - = - jj /(x) log/(x)d*. 
— DO 

Эта величина максимальна для нормального распределения. 
Такой критерий оказался менее чувствительным к выбросам, 
чем критерий Шапиро-Уилка. 

В работе Аризоно, Киттака и Охта [84] рассмотрен критерий 
нормальности, основанный на выборочной энтропии Реньи 

Y/CY-1) ( " | 1 / ( 1 - Т ) 
Я у т и = 1П — \£(-Х(1+т) — X(i-m))1~4 

•оценивающей энтропию Реньи 
со 

/-jY(/) = --z7In S VW*dXt ч>°- ч*1' 
При стремлении -у к единице, энтропия Реньи сходится к энтро­
пии Шеннона. Такой критерий расширяет возможности пред­
шествующего критерия. 

В работе Шпигельхальтера [328] рассмотрен критерий нор­
мальности в случае, когда альтернативные распределения ЯВ­
ЛЯЮТСЯ симметричными. Такой критерий определяется следую­
щим образом. Пусть p(x\Q,a,%)=a~lp(\xi—Q\/a\X), где X — 
некоторый параметр формы, р(х\Х) = J J p(x|S, о, X)a~1dadQ. 
Предположим, что Хы соответствует нормальному распределе­
нию, a Яи-'и ХД соответствуют распределениям с тяжелыми и 
легкими хвостами. Тогда статистика вида Т = {р(X\XN)-{-
-\~P(X\XD)} «должна иметь хорошую мощность против широко­
го класса альтернатив». 

В'работе Мак Дональда и Катти [249] предложен критерий 
нормальности, основанный на характеризационном свойстве нор­
мального распределения: независимости выборочных среднего 
и дисперсии. При этом, условие независимости включает в себя 
.все свойства нормальности. Статистика критерия основана на 
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результатах анализа диаграмм рассеяния для (7ij, Zij), i < / , 
y.i=X j+X3, Zij=\Xi—X]\. Для проверки независимости ис­
пользуются ранговые методы. 

В работе Лина и Мудхолкара ([234]) на основе независи­
мости выборочного среднего и дисперсии и Z-npeo6pa30BaHHH 
Фишера вводится критерий нормальности против асимметрич­
ных альтернатив. 

В работе Черге, Сесадри и Яловского [115] для проверки 
гипотезы нормальности предложено использовать какие-либо 
критерии равномерности распределения на [0, 1], применяемые 
к величинам, полученным на основе характеризационной тео­
ремы, подобной следующей. Пусть объем выборки Х\, Х% . . .,Хп 
удовлетворяет условию п-=2й+3, £5-2. Введем величины 

Z * = 2 Xi ~*X*-i / Vb (k + 1)' k = l, 2 я - L 

Yx — Z\ +Z2. Y2 — Z$-\-Zi, . , ., У/г+\ = ---я— 2 + -2я-1, 

ft 

Zr-.k — Sr/S/{+\, r--= l, 2 , . . . , к, Sr — j/^Yt-

Выборка является нормальной тогда и только тогда, когда ве­
личины {У-.} независимы и величины {ZT:R} распределены как 
порядковые статистики для к наблюдений, равномерно распре­
деленных на [0,1]. Таким образом, предлагаемый критерий не 
является чувствительным ко всем альтернативам. Характериза--
'ции такого типа предложено использовать и для проверки ги­
потезы экспоненциальное™ распределения. 

В работе Вейсса [359] рассмотрена задача проверки гипоте­
зы о том, что распределение наблюдаемой случайной величины 
имеет распределение G((x—Gi)/62), где 61 и бз — неизвестные 
параметры. Предложена некоторая громоздкая конструкция 
критерия, статистики которого имеют асимптотически нормаль­
ное распределение и затем доказана его состоятельность при 
слабых ограничениях на альтернативы. Статистики ЭТОГО кри­
терия основаны на некоторых подмножествах порядковых ста­
тистик. 

В работе Берча и Парсонса [102] рассматривается графичес­
кая процедура проверки нормальности, основанная на ширине 
полосы, образованной параллельными прямыми, в которую 
попадают пары точек (X-, 7.), нанесенные на вероятностную бу­
магу. Здесь {X.} — последовательность наблюдений, Уг = Ф(Рг), 
Pi=(l—l/2)jV, или Pi = i/(N-\-l).'jm% двух различных критери­
ев, Ф — функция стандартного нормального распределения. 
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§ 6. Критерии равномерности распределения 
на единичном гиперкубе 

Проверка простой гипотезы о совпадении функции распре­
деления F(x), x = (x i , . . . , Xs)'£Rs, наблюдаемой случайной ве­
личины с заданной непрерывной функцией распределения 
G(x) может быть проведена с использованием статистики типа 
«n2- Первоначальные наблюдения Xi Хп, где Xi = 
= (Xii, . . . , Xis)&Rs, могут быть приведены к случайным величи­
нам с равномерным на единичном гиперкубе Cs= (0, 1)s рас­
пределением с помощью преобразования Розенблатта 

Г ц - = G i (*»/)• 
Yn — G2(X2(|A'lO' 

Уsi = Os (Xsl \XU X--],/). 
Тогда статистика типа юп

2 в случае проверки гипотезы равно­
мерности распределения на С- имеет вид: 

al=~n.^{Fn{t)-tv .. ..t^d^.. .dts, 

где t— {t\,.. ., ts), Fn(t) — s-мерная эмпирическая функция 
распределения, вычисляемая no преобразованным наблюдениям, 

п s 

E ^ — E n ( - 1 . . . . . g — ^ _ n M - ^ ) . 
i=-l /-=1 

da(b) — индикаторная функция. Вычисление статистики юп
2 

при s = 2 может производиться по формуле 

<-1 /---1 i—l \ I 

где а2
п1 и ш22 — одномерные статистики со2

п, вычисляемые 
по частным одномерным выборкам, г—nFn(7i) + l—число на­
блюдений среди Yj, j = \,...,n, таких, что Yji{le}Y-(i, Yj2{le}Yt2; 
Ri — число наблюдений среди Yi, j = l,...,n, таких, что Yji> 
>Уц, Yji>Yii{cdot} 

Более удобна вычислительная' формула 
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для статистики 

**~n\(Fa(t)-t1.....ti + ±-Jdtl...dts, 

асимптотически эквивалентной введенной ранее. Корреляцион­
ная функция процесса n(Fn(t)—t\-... -ts) есть 

i = l ! - l 

Характеристическими числами соответствующего ковариацион­
ного оператора являются, во-первых, числа a/JS= (2/зх)2s (2 -̂+-
+ 1 ) - 2 , k=1 , 2 , . . . , с кратностями q^s такими, что величины 
qhs—l равны числам различных способов представления 2&+1 
в виде s сомножителей с учетом порядка. Во-вторых, характе­
ристическими числами являются решения относительно а урав­
нения 

со 

\ \ g f a + -)a«.- _ • 

ft-1 ' 

Первые десять значений X. = l/ai, обратных к корням этого 
уравнения, есть 

при s = 2 
15,814 88.019 203,58 359,66 604,97 

843,29 1125,2 1578,2 1929,0 2237.0 
при s = 3 

30,196 203,92 476,57 845,74 1484,9 
2019,1 2696,6 3909,8 4666,8 5645,6 

(см. работу Э. Н. Кривяковой, Г. В. Мартынова и Ю. Н. Тюри­
на [21]). Вычисления функции распределения, рассматриваемые 
в этой статье, могут быть проведены и при больших размерно­
стях. 

§ 7. Критерии многомерной нормальности 

Существует большое количество предложений, относящихся 
к проверке гипотезы многомерной нормальности в предположе­
нии, что вектор средних и ковариационная' матрица заранее 
неизвестны. Если эти параметры известны, то задача сводится 
к проверке гипотезы равномерности распределения на единич­
ном гиперкубе. Некоторые из предложенных критериев состоя­
тельны против любых альтернатив, другие же отличаются тем, 
.что множество альтернативных распределений, против которых 
состоятельны такие критерии, неизвестно. Критерии многомер-
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ной нормальности против конкретных альтернатив в настоящей 
работе не рассматриваются. 

В работе Петита [274] рассматривается критерий двумерной 
нормальности, состоятельный против любых альтернатив. Пусть 
Xi=(X.b Xi2), i = 1 , 2 , . . . , n, — независимые наблюдения слу­
чайного вектора, имеющего двумерное нормальное распределе­
ние с неизвестным вектором математического ожидания (д. и 
ковариационной матрицей Б. Пусть р, и •" — оценки максималь­
ного правдоподобия для р, и Б. Вычислим величины Fi-= 
=A(2) {Xi—-|u,), Yi=(YH, У2.), i=-1>.. . ,n. Здесь матрица А та­
кова, что в случае, если бы р. и 2 были известны, то преобразо­
вание A(2)(Xi—И.) давало бы вектор с независимыми нормаль­
ными компонентами, имеющими единичные дисперсии и нуле­
вые математические ожидания. Рассматривается статистика ти­
па омега-квадрат 

-Я= J # ( 0 - # . *-(*!• *2). 
[0,1 

где уп =(t) = nll2{Fn(t) — t.t2}, Fn(t) — двумерная эмпирическая 
функция распределения, Fn(t) — доля тех X;, для которых 
одновременно выполнены неравенства: ®(Yii){le}tj, Ф(У^г) =---St2-
(ф — стандартная функция нормального распределения). Кова­
риационная функция процесса уп (t) есть 

k (t, s) = min ( î, si)min (t2, s2) —t1t2.s1.s2--ф (xi) ц>(yi)t2s2— 
—Ф (x2) ф (y2) tiSi— (xi<p (xi) г/1ф (г/,) ̂ 2-52+ 2̂ф (x2) г/гф (г/2) ti-Si) / 2 — 

—ф(^)ф(*2)ф(У1)'фЫ, 
где xi = ©(^), yi-O(si), i = \, 2, ф-=Ф'(л.). В работе кратко 
описана процедура нахождения собственных значений соответ­
ствующего корреляционного оператора. Приведем некоторые 
процентные точки предельного распределения рассматриваемой. 
статистики: 

р 0,90 0,95 0,99 0,995 
х 0,088 0,100 0,128 0,140 

где р = Р(а2^х). 
Рассматриваемая статистика может быть вычислена сле­

дующим образом. Матрица A (2) есть 

А(2)—(№ \Ф 
где б,-=(2—2р>—••/2,' б2----(2-|-2р)-1/2, (11, jl2, av g2, р —оценки 
максимального правдоподобия соответствующих параметров. 
Затем вычисляются векторы У, и величины mi = nFn(Y1i, Y2i), 
i = 1 n, — числа наблюдений' среди У,, / = 1 п, таких, 

3-

t1t2.s1.s2--


что одновременно Yij-^Fi. и Y23{le}Y2i- Окончательное выражение 
для статистики есть 

где /н = Ф(Гн), ^ - Ф ( Г 2 « ) . 
В работе Черге [116] рассматривается критерий нормаль­

ности, основанный на стьюдентизированной эмпирической ха­
рактеристической функции. Одна из возможных статистик име­
ет вид 

Ж,-—n'/2 sup Z„(t), 
tQ.[-T,r\p 

Z„(O — IG«(^,/20r-exp( — ]t|--), 
где 

n 
С в ( 0 = л - - 2 exp(it'Xj), tew, 

— выборочная характеристическая функция, Xj — /-е наблю­
дение случайной величины в RP, Sn — выборочная коварна-
ционная матрица. Эмпирический процесс Zn(t) слабо сходит­
ся в пространстве непрерывных комплексно-значных функций с 
метрикой супремума к гауссовскому случайному процессу с ну­
левым математическим ожиданием и ковариационной функцией 

a(s, t) = 4е"'3~1'((cosh(s't)- 1—(s't).-/2). 
В работе Мэйеона и Янга [248] рассматриваются упрощен­

ные критерии двумерной нормальности, предложенные ранее 
Ковальским [211]. Это — так называемые кольцевой и линейный 
критерии. Здесь рассмотрим только кольцевой критерий. Он 
основан на оценке квадратичной формы, входящей в выраже­
ние для плотности многомерного нормального распределения, 
Q=(X...-{mu})'£-!(-X<—|.i)- Введем функцию F c =P(Q<2c 2 ) . 
Вычисляя вероятности кольцевых областей V=Vc+dc~-Vc и 
сравнивая их с соответствующими эмпирическими вероятно­
стями с помощью, например, критерия хи-квадрат, можно сде­
лать вывод о соответствии данных р-мерному нормальному рас­
пределению. Такой критерий, конечно, не будет состоятельным 
против всех альтернатив. В общем случае 

n Q i / ( n - l ) - B ( p / 2 , (n-p-l)/2), 
где В — бета-функция, р — размерность X. При p=2, следова­
тельно, V---1— (1—2c2n/(n—•1)2)("-3,/2 и сходится при п=^оо к 
1—ехр (—с2). 

Аналогичные критерии проверки многомерной нормальности 
рассматривались и другими авторами. Так, в работе Квироза и 
Дадли ([290]) рассмотрен следующий метод. Сначала вводится 
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статистика общего вида следующим образом. Пусть 
Р{Ро : e&@cRs} — параметрическое семейство распределений 
на RP. Истинное (неизвестное) значение параметра 6 обозна­
чим через 0о, а его оценку — через 9П. Пусть X i , . . . , Хп — яв­
ляются независимыми наблюдениями случайной величины с 
распределением Рео . Пусть вектор cn%Rp и положительно опре­
деленная матрица Ап размера рХр зависят от этой выборки. 
(В частном случае Р — семейство нормальных распределений, 
9» включает в себя оценки ц и Б, cn = {mu}, A,l---2-1/2.) Введем 
Y{ = An(Xi—cn)), i=\,...,n. Определим сферические координа­
ты У; следующим образом: г — ||7i|| п Ui=Yi/ri при r i > 0 . Че­
рез Тп обозначим преобразование 

У= Тп,(х) =Ап {х~Сп), X&RP. 
Введем величины г и U—аналогичные сферические координа­
ты для У. Проверка гипотезы согласия будет основываться, на 
средних значениях некоторых функций от г и U, оцениваемых 
по выборке. Пусть gu . .., gh — функции г и Л 1 , . . . , h\ — функ­
ции U, 

f(Y) = (gi(r)hl(U),...igh(r)hh(U))'. 
Через Pn(f) обозначим эмпирическую меру для f, то есть, вы­
борочное среднее значение /: " , . 

п 

P-(/)-=T2tei (r)Ai(£/). • • -, Su{r)hk{U))'. 

Пусть fi{Y)=giir)ht(U) и - e ( / „ / y ) - E - ( / ( . ' / y ) - " - - ? e ( / , ) X -
XEe(fj) — ковариация между ft и /_. при заданном 0. Обозна-' 
чим через V(F, 8„) ковариационную матрицу с элементами 
Vt](f,Q) = Vg (fi>fj), \<i, y'-ck. Введем статистику 

Sl^Sl(f, tn, Qa)=n\\V(f, o„)-- i / -(p„(/)_p^(/)) | |2 . 
Эта формула обобщает обычную статистику хи-квадрат приме-, 
нительно к рассматриваемой схеме. Она получается, если в ка­
честве функций fi,...;fk выбрать непересекающиеся борелев-
ские множества С\,..., С,.. Рассмотрим некоторые частике слу­
чаи. Первый пример- улучшает критерий Мура и : Стеблебина г 
[257] в сторону увеличения чувствительности к неравномерности 
распределения по угловым координатам. Пусть Ы, h\,...,hm — 
максимальное множество ортонормированных сферических гар-, 
моник (см.. например,' книгу Стейна и Вейса f332])" степени, по 
крайней мере, L, ho= 1. Пусть 0-=ao<a1{le},.;. <a.- = oo,; и, 
gj(r) = l, если aj_i.~s_r>{le}af, и gj(r)=0 в противоположном': слу-' 
чае, /=...• 1 , . . . , д. Пусть 0П= (fx, 2) • Если Б сингулярна,'. то Л'вы-,, 
бйрается подпространство меньшей размерности,..','.,.' '/,?-=.. 
= (fu /2 . . . . , f(n+i)Q-i) \ где ft~gj(r)hk(U) при :j = l,:.:.^q,;- /г===." 
= 0 m, кроме у —Г и k—0. Тогда предельное распределение 
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получаемой статистики SM
2 будет являться распределением 

квадратичной формы вида 

2<tf+ i 'А 
/=1 i=ft-J—1 

где Gi, i = l , . . . , k, — независимые стандартно нормально рас­
пределенные случайные величины, t{ — некоторые константы, 
0{le}ti{le}l, k(m-\-l)q—1, s=-p+p(p+l) /2 . Асимптотическое рас­
пределение статистики S„2 в этом случае не зависит от неиз. 
вестных параметров \х и 2. 

Второй пример отличается от первого тем, что функции 
gt(r) выбираются в виде gi{r)=rCi , i{le}<7, eu ..., eq — положи­
тельные константы. При .7=1 и е. = 4 получаем меру многомер­
ного эксцесса, который рассматривали, например, Мардиа 
[242], [243] и Бера и ДЖОН [86]. 

Козиол [217] указывает на возможность использования для 
проверки равномерности распределения угловых координат 
применить критерии равномерности распределения на сфере,. 
такие например, как предложенные Жине [164] или Прентисом 
[284]. Простейшим критерием проверки равномерности распре­
деления на сфере Sp_1 является критерий Релея. Он основан 
на статистике pR'R, где i? = n~1/2E/i, 

R имеет асимптотически нормальное распределение с нулевым 
математическим ожиданием и ковариационной матрицей и/, 

t )=p - 1 ! [ l - (2/p)(r((p+l) /2)r(p/2))-] . 

• В работе Козиола 1[218] рассмотрена статистика Крамера— 
Мизеса для проверки многомерной нормальности, использую­
щая предварительные преобразования векторов наблюдений к 
векторам 

. г^мх^е^м-руЯ-"*^-?), i = 1 п, 
где как и выше 0„ —((l, 2). Вводится эмпирический процесс 

Wn=n^[Fn(t)-F(p)(t)l tm oo), 
где Fn(t) —эмпирическая функция распределения, построенная 
по величинам {/i}, F(P)(t)—функция распределения %Р

2 с р 
степенями свободы (р — размерность наблюдаемого вектора). 
Обозначим через f($)(t)—функцию плотности распределения 
F(P)(t), являющуюся распределением У,-, если бы в формуле 
для их вычисления использовались точные значения парамет­
ров. В качестве статистики для проверки гипотезы многомерной 
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нормальности предлагается статистика типа омега-квадрат 

Jn=\wl{t)dF{p){t). 
о 

Эмпирический процесс Wn(t) при нулевой гипотезе слабо схо­
дится в L2 v гауссовскому процессу с нулевым математическим 
ожиданием и ковариационной функцией 

K(t,T) = Fm(mm(t>%))-FiP)(t)F(p)(x)-2p-4xf(P)(t)kP)(t). 
В соответствии с предложением Стефенса ({334]) предельное 

распределение статистики ./„ было аппроксимировано распреде­
лениями типа I и типа VI из семейства Пирсона с использова­
нием семиинвариантов 

от 

>4==2J-HJ-\)\^Kj(t,t)dFm(t), 
о 

где 
00 

Kj(s, 0 - J t f y _ i ( s . •»)•/<•:(«, t)dF(H)(u), j>2, Kx(s,t)^K(Srt). 
о 

Некоторые из полученных таким образом асимптотических про­
центных точек и процентных точек, полученных моделировани­
ем и приведенных в рассматриваемой работе, таковы: 

Размерность 

Р 

2 

10 

Объем 
выборки 

п 

30 
100 
оо 

! 30 
100 
оо 

Верхние процентные точки 

5.0 

0,2142 
0,2060 
0,2224 
0,2913 
0,1995 
0,1772 

1,0 

0,3003 
0,3015 
0,3351 
0,3671 
0,2951 
0,2572 

В упоминавшихся выше работах Мардиа [242], i[243] меры 
многомерной асимметрии и эксцесса определяются соответствен­
но как 

^e(i2^)/^8H*-*-(ir.)/-v' 
где rtj^iX^XyS-^Xj-X), r ? = ( X / — X)'S-'(Xi-A,)> А 'и 
S—выборочные вектор средних и ковариационная матрица. Ис­
пользуемые для проверки нормальности статистики Nblp/Q и 
N(b&p—p(p-T-2)y/(8p(p-r-2)) -при нулевой гипотезе имеют 

з* - 35: 



асимптотические распределения хи-квадрат, соответственно, 
%р(Н-1)(/з+2)/С И Х Г 

В работе Изогаи [193] рассмотрена мера многомерной асим­
метрии, аналогичная мере асимметрии Пирсона для одномерной 
случайной величины, определяемой как разность между модой 
и средним, деленная на среднеквадратичное отклонение. Оцен­
ка моды 9„ многомерного распределения определяется на ос­
нове многомерной ядерной оценки функции плотности. Оценка 
многомерной асимметрии определяется как (0n—1) 'co_1(S) (6n—• 
—X), где ш (2) — подходящая функция от выборочной ковариа­
ционной матрицы, в частности, сама оценка Е. 

В работе того же автора [194] рассматриваются графические 
методы проверки многомерной нормальности. Один из них осно­
вывается на многомерных семиинвариантах третьего и четверто­
го порядка, а другой — на анализе собственных значений неко­
торых определителей, связанных с введенными в предшествую­
щей работе обобщениями мер асимметрии и эксцесса. 

В работе Вагнера и Домански [353] рассмотрен метод провер­
ки гипотезы многомерной нормальности с использованием много-
Мерных аналогов коэффициентов асимметрии и эксцесса и обоб­
щения критерия Шапиро—Уилка. 

В работах Хэнслера, Мероты и Михалека [176] и Рикона— 
Галрадо, Квессенберри и О'Рейли ([299]) предложены некоторые 
преобразования многомерных наблюдений, сводящие задачу про­
верки многомерной нормальности к проверке гипотезы равно­
мерности распределения на [0, 1]. Такой критерий чувствителен 
не ко веем альтернативным распределениям. 

В работе Мальковича и Афифи (i[24l]) обобщается на случай 
многомерного нормального распределения метод, предложенный 
Роем [307]. 

В работах Гнадесикана [165] и Мардиа [245] даны обзоры не­
которых методов проверки многомерной нормальности. 

§ 8. Критерии симметрии 

Сначала рассмотрим критерии симметрии распределения, ос­
нованные на статистике омега-квадрат. Проверяется гипотеза 
Но о том, что непрерывная функция распределения F(x) наблю­
даемой случайной величины симметрична относительно начала 
координат; F(x) = 1—-F(—х). В качестве статистики для провер­
ки такой гипотезы возьмем статистику 

Используя упорядоченнукТ выборку' X (i), . . . , X(n> можем для 
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вычисления на практике значения этой статистики использовать 
формулу 

>,.(-X(»)-—-—T. 
п 

• И Ж 1 

Распределение ЭТОЙ статистики при конечных объемах выборки, 
а также предельное, не зависят от неизвестного распределения 
F(x). Ее предельное распределение совпадает с распределением 
случайной величины 

1/2 1 

4 = 2 j j [6(9+10-О!2-*---=$-*-(-)*'• 
о о 

Здесь \{t)—гауссовский случайный процесс с корреляционной 
функцией Ko[t, т) •= mm(t, т)— tx, a w(t)—стандартный вине-
ровский процесс на i[0, l], то есть гауссовский процесс с корре­
ляционной функцией K(t,x)=min(t,x). Собственные числа 
корреляционного оператора, соответствующего винеровскому 
процессу, (п— 1/2)2я2, п = 1 , 2 , . . . . Определитель Фредгольма 
есть D(X) =cosy%. Предельное распределение может вычислять­
ся по формуле Смирнова, описанной в последнем разделе, или 
по формуле из работы Ротмана и Вудруфа [302]. При конеч­
ных п существуют рекуррентные формулы (см., например, ра­
боту Сривасана и Годно [330]). 

В работе Холландера [184] рассмотрен критерий для провер­
ки другого типа симметрии—симметрии двумерной функции 
распределения по ее аргументам, то есть, проверяется гипотеза 
H0:F(x,y)=F(y,x). 

В работе Сена [313] рассматривается проверка гипотезы об 
аффинной симметрии двумерной случайной величины Zi = 
= (Xi, У.) с непрерывной функцией распределения F(x,y). 
Афинная симметрия заключается в том, что симметричны част­
ные распределения и компоненты вектора Zi независимы. Это 
означает, что 

F (х, y)+F (-х, у) + F (х, —у) +F (-х, -у) = 1 
для всех пар (х,у). Рассмотрены ранговые критерии, а также 
критерии типа Колмогорова — Смирнова и Крамера — Мизе-
са — Смирнова (типа омега-квадрат), основанные на приведен­
ном равенстве стандартным образом. Исследуется также асимп­
тотическая относительная эффективность по Бахадуру этих 
статистик. 

§ 9. Критерии однородности 
В настоящем разделе рассмотрим задачу o проверке гипоте­

зы об однородности нескольких выборок, то есть задачу о том* 
что г одномерных выборок Х(п'П={Х\П -X^}. 7 = 1 г, 

<-2 
JauA 
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,взяты из одного и того же непрерывного распределения G(x). 
Распределение G(x) предполагается здесь неизвестным. Кри­
терии однородности, основанные на спейсингах, рассматривают­
ся далее в разделе 15. 

Проверка гипотезы однородности в таких условиях может 
производиться на основе статистики типа омега-квадрат. Пусть 
Gn^ (.л:)—эмпирическая функция распределения, построенная по 
j-й выборке, Gn{x)—эмпирическая функция распределения, 
построенная по объединенной выборке с объемом n== 
=«1+ , . . +пг . Кифер ((202]) предложил статистику 

со г 

а» nr= J 2 n0J]{x)~Qn{x)fdGn{x). 

При г—2 эта статистика принимает вид 
00 

< " = ^ S (G\p(x)-G%(x)ydGn+m(x). 
—-со 

Последнюю статистику на практике можно вычислять по фор­
муле 

Апт — 1 
6 {т + и)' 

где ri и s, —ранги наблюдений из первой и второй выборок в 
объединенной выборке. Формулы для вычисления точных зна­
чений функции распределения статистики аы,™2 при небольших 
значениях пят рассматривались в различных работах, на­
пример, работах Бара [105], [106]. 

Предельное распределение статистики <л2
п т совпадает с рас­

пределением классической статистики омега-квадрат (статистики 
Смирнова). Предельное же распределение статистики а>'П1,...,пг 

является (г—1)-кратной сверткой такого распределения. Пре­
дельные распределения этих статистик при нулевой гипотезе 
не зависят от неизвестного распределения G[x). Эта незави­
симость не сохраняется при переходе к построению такого рода 
критериев для многомерных выборок. 

Статистики типа омега-квадрат для проверки гипотезы од­
нородности рассматривались в работах Диксона [138], Лемана 
[231], Сандрама [345], Розенблатта {303], Фисца [158], Андерсо­
на [79], Вегнера [357]. В работе Петита [274] исследована двух-
выборочная статистика однородности, аналогичная статистике 
Андерсона—Дарлинга. 

СЙи.ш. = 
1 

пт (п + т) 
riIi(ri-if + 'l(Si-i)i 

i—i i=-i 
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§ 10. Критерии, использующие преобразования выборки 
и эмпирического процесса 

При применении критериев согласия для проверки гипотез 
о принадлежности распределения наблюдений в выборке пара­
метрическому семейству распределений ранее мы сталкивались 
с тем фактом, что предельное распределение эмпирических про­
цессов и, следовательно, основанных на них статистик, зависело 
от вида распределений при нулевой гипотезе. Для наиболее 
важного в практическом отношении случая проверки гипотез 
о нормальности распределения распределение статистики не за­
висело от неизвестных параметров нормального распределения. 
Следовательно, для применения такого критерия достаточно 
иметь одну таблицу. То же самое можно сказать и о крите­
риях для проверки гипотезы о типе распределения. При про­
верке гипотез о каждом типе распределений требуется иметь 
отдельную таблицу. Для других семейств распределений может 
оказаться, что распределение статистики зависит даже от зна­
чений параметров неизвестного распределения выборки. В 
последнем случае можно было бы воспользоваться таблицей, соот­
ветствующей оцененным значениям параметров, так что крити­
ческие значения были бы известны лишь с некоторым прибли­
жением. При этом пришлось бы, по-видимому, заниматься рас­
четом такой таблицы заново при каждом применении критерия 
к конкретной выборке. Поэтому представляют значительный ин­
терес методы, позволяющие получить такие процедуры, которые 
сводили бы в этих задачах предельные распределения получае­
мых статистик к распределениям соответствующих функциона­
лов от винеровского процесса. Разумеется, что применение та­
ких методов для проверки гипотезы нормальности и в некото­
рых других случаях нецелесообразно. Следует также учитывать, 
что при применении рассматриваемых методов возникают' до­
полнительные трудности при вычислении значений статистик. 

Сначала укажем две работы, в которых рассматриваются 
методы преобразования нормально распределенной выборки к 
выборке, не зависящей от неизвестных параметров. 

В работе К. О. Джапаридзе и М. С. Никулина [9] рассмот­
рен метод построения такой статистики для проверки гипотезы 
нормальности и гамма-распределенности наблюдаемой случай­
ной величины. В случае проверки нормальности предложено к 
набору случайных величин £j--- (Xj—Xn)/sn, j — 3,...,n, при­
менить преобразование Розенблатта (преобразование много­
мерного случайного вектора к равномерно распределенному на 
[0. 1] вектору) при условии, что фиксирована достаточная ста­
тистика (Х~п, sn

2). ЭТО преобразование сводится к преобразова­
ниям 

1 1 - = Т п - 2 ( £ п ) ) 12 = Т п - 3 ( 1 п - 1 ) > . . . . 1 п - 2 = Т . ( £ з ) , 
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где 

гу(х)= ' \ (1-**/</+1))"2-'^, |x|<T r7TTT 

— функция распределения Томпсона с f степенями свободы. 
Полученные случайные величины имеют равномерное распре­
деление на [0, 1] и к ним могут быть применены какие-либо 
критерии равномерности. 

Саркади [310) (см. также таблицы Л. Н. Большева и 
Н. В. Смирнова [6]) предложил следующий критерий нормаль­
ности, применяемый при обоих неизвестных параметрах. По 
первоначальной выборке вычислим случайные величины 

1 » 1 
xi~'^^LXl~T^Xm' если-/" = 1 " » - - • 

ЧУ-Ч 

п + л " - ^ 1+п1 

1 " 1 
xw-7~jw? Z Xi-Twi* Х"1' еСЛИ } = т' т + г' 

..,11— 1, 
где 1<m{le}n — произвольное ЧИСЛО. Случайные величины 
т..,..., i-n_i взаимно независимы и подчинены нормальному 
распределению Ф(х/о). Затем вычисляются величины 

^•=v(^ r~rK + i + ---+1iLi))- •/=-. 2> . . . .я-2 . 
которые независимы и подчиняются распределениям Стыоден-
та S.,_j_2- Следовательно, величины -Sn-2(£i), Sn_3 (£2) > • • • 
. • •, *Si (£л-2) также независимы и распределены равномерно на 
[0, 1]. К ним может применяться какой-либо критерий равно­
мерности распределения. В этой же работе имеются соответ­
ствующие преобразования для гамма- и показательно распре­
деленным случайным величинам. 

В работе Хорвата [188] рассмотрено преобразование пара­
метрического эмпирического процесса 

к процессу 

1 Ш - _ J MF-'(*. BMj(s)*%{dt), если QM„ 

где i|3j(s)—• собственные функции корреляционного оператора, 
соответствующего желаемому типу преобразованного процесса. 
Входящие в это преобразование множества Ai и меры х3чп оп­
ределяются в работе. Выбирая ijjft+i (s) = (^2/kn) sin kns, полу-
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чим, что преобразованный процесс асимптотически в соответст­
вующем функциональном пространстве будет винеровским. 

В работе Рао [294] (см. также работу Дурбина ([146])) 
предложено при проверке сложной параметрической гипотезы, 
вместо эмпирического процесса ^n(Fn(x)~G(x,Qn)) предложе-
.но использовать процесс 

Vn[Fn(x)-G(x, 9) + 2 n - 2 ( ^ — ) ^-ЖГУ 

(Дифференцирование проводится по компонентам вектора пара­
метров с дальнейшей подстановкой значения оценок, / — ин­
формационная матрица.) Этот процесс в пределе слабо сходит­
ся при соответствующих условиях в обычно рассматриваемых 
функциональных пространствах к броуновскому мосту. Тот же 
самый эффект может быть достигнут, если в эмпирическом про­
цессе lfn(Fn(x) — G{x, Эп/2)) используется оценка параметров. 
по случайно выбранной половине выборки. Естественно, что 
мощность критериев, основанных на таких эмпирических про­
цессах, должна быть пониженной по сравнению с обычными 
критериями. 

В работах Э. В. Хмаладзе [70]—[72], [200], [201], A. М, Ни-
кабадзе и Э. В. Хмаладзе [37] развиваются мартингальные ме­
тоды анализа параметрических эмпирических процессов и ме­
тоды преобразования таких процессов к процессам, сходящимся 
к винеровскому процессу. Укажем также в связи с этим работу 
Аки [75]. Рассмотрим дальше эти методы. Построим преобразо­
вания процессов1 

Vn(x) + Vn(Fn(x)-G(x)) 
и 

Vn{x)=V7t{Fn{x)-Q{x, е)) 
в некоторые другие процессы Wn, которые и предлагается рас­
сматривать как аналоги равномерного эмпирического процесса 

Un(t)=-]ln(Fn(t)-t), *6(0,1). 
Получаемые процессы Wn обладают двумя основными свойст­
вами процесса Un: 

al) при справедливости гипотезы предельное распределе­
ние процесса Wn не зависит от гипотетического семейства, 

а2) процессы Wn так же чувствительны к отклонениям от 
гипотезы, как и сами процессы Vn и Vn-

Процессы Wn обладают и еще двумя свойствами, присущи­
ми процессу Un: 

1 Оставшаяся часть ЭТОГО раздела составлена на основании материалов, 
полученных от Э. В. Хмаладзе. 
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61) вычисление преобразования Vn и Vn в Wn не требует 
ничего, кроме стандартных вычислительных программ, 

62) предельное распределение процесса Wn хорошо из­
вестно. 

Опишем идею построения процессов Wn сначала на качест­
венном уровне. Процесс Vn можно представлять себе устроен­
ным следующим образом: из «малого» приращения AFn(y) в 
точке у вычитается его математическое ожидание EAFn(z/)---
= AG(j/) и затем центрированные приращения kFn(y)— AG(y) 
нормируются множителем in и суммируются по у, меньшим х. 
Можно было бы однако центрировать приращения AFn'{y\ и 
иначе, а именно, связать с каждым у «прошлое» эмпирической 
функции распределения до момента у и вычитать из kFn[y), 
его условное математическое ожидание 

Yn(AFri(i/)— £[AFn(у) |«прошлое до момента у»]) (1) 
по у-<х. В случае проверки параметрической гипотезы предла­
гается несколько расширить условия, включив туда еще и 
оценку максимального правдоподобия 0. Иначе говоря, пред­
лагается рассматривать процессы 

]/ii"(AE„(j/) — E[AF,((/) («прошлое до момента у», 9j) = 
— Д{/„ (у) — Е [AV"„ (у) \ «прошлое до момента г/», 0]. (2) 

Полученные в обоих случаях процессы — обозначим их од­
ной и той же буквой Wn—будут иметь предельное распреде­
ление, еще зависящее от теоретического распределения G или 
от семейства теоретических распределений % в случае парамет­
рической гипотезы, однако их «вероятностное устройство» будет 
простым — в пределе это будут гауссовские процессы с неза­
висимыми приращениями. Их уже нетрудно преобразовать в 
стандартный винеровский процесс W. Таким путем или почти 
таким путем получаем описываемые далее преобразования 
w[Vn, G] и w[Vn), $]. В задаче проверки простои гипотезы для 
одномерных случайных величин вычислить условное математи­
ческое ожидание в (1) легко даже при конечных п: 

Уп [dFn(y)-lr-a{fy dG ^ ] e d™" <») 
или в интегральном виде 

уи |>„(x)- \ x~llm dQto>l =-™«<*> <3> 
и, окончательно, wn(t) = wn(x), t=G{x). При справедливости 
гипотезы процесс wn сходится по распределению к стандартно­
му винеровскому процессу. 

В качестве статистик критериев согласия, основанных на а>Л 
(или на wn), можно теперь рассматривать традиционные функ-
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ционашы от этих процессов, например, 
sup | wn (x) j г|) [Q (x)] = sup | wn (01 ф (t), 

x t 
oo 1 

- c o Q 

Выражение (3) можно переписать в следующем виде 
00 

Vn F„(x)+ \ ln(l-G(xAy))Fn{dy) =wa(x). (4) 
— С О 

Оба выражения (3) и (4) удобны для сопоставления с форму­
лами, приводимыми ниже. 

В задаче проверки параметрической гипотезы для одномер­
ных случайных величин введем сначала два обозначения: 

q (х, 0) -= q (x) = | - ^ l n ? (х, в)j, 
g(x, 9) — плотность С?(х, 9), и 

оо 

СДе) = С - ^ ) < ? T ( W G ( d # > 9 ) 
X 

— информационная матрица Фишера. Предполагается ее конеч­
ность. Если 8 — k-мерный параметр, то q — fe-мерная вектор-
функция, а Сх — матричная функция размера kX,k. Вектор q 
и матрица Сх зависят от 9. Когда в их выражениях 0 заменена 
яг. оценку 0, будем писать вместо них q и Сх. Определим про­
цесс 

1/ft 
X ~° 

Fn(x)- J qT{y)C^\q(z)dFn{z)dG{y,Q) = ®„(x). (5) 

Окончательно положим 
wn (t) = wn (x), t = G (x, 9). 

При справедливости гипотезы процесс wn сходится по рас­
пределению к стандартному винеровскому процессу. Выраже­
ние (5) можно записать еще в виде 

Vn wn (х), (6) E„ (x)- jj M(y,z)Fn(dz) 
—со 

где ядром является функция 
•"ЛУ 

M(x,z) = jj 9J(y)C?dF(y.Q)-kz). 
—со 

Выражения (5) и (6) аналогичны выражениям (3) и (4) соот­
ветственно. 

43 



§ 11. Критерии и оценки минимального расстояния 

Критерии минимального расстояния применяются при про­
верке гипотез согласия для параметрических семейств. С этими 
критериями тесно связаны оценки минимального расстояния. 
Библиография работ на эти темы до 1980 года содержится в 
работе Парра {269]. Некоторые из более поздних работ рассмат­
риваются в настоящем обзоре. Принцип минимального расстоя­
ния исследовался, например, в работах Волфовитца {363}, 
Ле Кама ([230]), Берана [89], Полларда [282], Пфанцагля [279], 
Миллара [254], [255], Кутоянца [224]. 

Рассмотрим задачу проверки сложной гипотезы H0:F(x)& 
&{&}, где F(x)— неизвестная функция распределения наблю­
даемой случайной величины, .? — некоторое семейство распре­
делений. Статистики минимального расстояния для проверки 
таких гипотез, аналогичные статистикам Колмогорова — Смир­
нова и омега-квадрат, имеют вид 

D„ - . УгГ inf sup ф (F (х)) | Eft (х) - F (х) \ 

и 
со 

со' -= л inf C ф2(F (x)){F*n (x)-F (x))4F (x), 

где F„*(x)—эмпирическая функция распределения, построен­
ная по наблюдаемой выборке Xi , ; . . , Xra. В случае, если 'З — 
параметрическое семейство распределений, 

s?={G(x,e), е=(е,,...,ей)'е0сЯ*}, • 
то эти статистики примут вид 

A . . = y T i n f sup ^(G(^, 9)) |F«(x)-G(^. 9)1 oge _-о<.-с<оо 
и 

w2 = n in! C ф2 (G (x, 9)) (Ft (x) - G (x, 9))2 dG (x> 9). 
еде J 

Значения 9 = 9, при которых минимизируемые выражения дости­
гают значений D,- или со2,, называются оценками минимального' 
расстояния, так как при них минимально «расстояние» между 
эмпирической и теоретической функцией распределения. Заме­
тим, что статистика омега-квадрат не определяет в точности 
метрику в L2, и в этом случае более подходит термин «расхож­
дение». 

Рассмотрим статистики минимального расстояния типа со2,. 
так как для них теория разработана в настоящее время в наи-
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•большей степени. Обозначим оценку минимального расстояния 
через б„. Статистика o>n

2 может быть записана в стандартном 
виде 

со 

со2 ----я 5^-(G(x, hMPn(x)-Q(x, k))2dQ(x, G„). 
—со 

Рассмотрим условия, при которых статистика сд2 оказывается 
асимптотически эквивалентной случайной величине 

; К=*- \ Ч>2 (G (*> е-» (F« И - G (x. е«))2 dQ (х, ёо). 
—со 

где 80—неизвестное значение параметра 6. Пусть G(x,9) 
имеет функцию плотности g(x,6) в некоторой окрестности 
е = Э0. Рассмотрим разность 

с> -S2=n ] f(p(х, 9„))(f£|£- 1) X 
—oo 

X (F* (х)- О {х, 9,,))2 dG (x, во). 
Введем другую весовую функцию i|>(G(x, 0n)). Если доказано, 
что распределение случайной величины 

00 

ft 5 ^(Q(x,hnMK(x)'-Q(x,Ql^dQ(x,QQ) 

при каких-либо условиях сходится к предельному, то при усло­
виях, что 0П — состоятельная оценка 0о и 

lim sup 
е-сбо —со<.г<со 

j-(Q(jc. ея)) lg{x, eB) - -О, <1 > 

т о со2—-со2{to}0 п о в е р о я т н о с т и . И с п о л ь з о в а н и е ф у н к ц и и ^ ( О , 
отличной от 1, позволяет ослабить условия на функцию g(x,Q). 
Далее будем считать, что ty(t)~l. Рассмотрим свойства оценок 
минимального расстояния следующего вида 

со 

Т (F*) = Arg inf \ (F* (х)- О (х, 9))2 dG (л:, во). 
еде J 

где под 9о понимается заданное фиксированное значение 9, в 
том числе и его истинное значение. Ввиду более слабого влия­
ния изменения параметра 0О в функции G(x,8o) под знаком 
дифференциала на значение интеграла, что в подынтегральной 
функции, следует ожидать, что при некоторых условиях это 
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определение оценки минимального расстояния асимптотически 
эквивалентно введенному ранее. Изложим некоторые результа­
ты из работы Берана [89]. Рассмотрим сначала 

0 3 

r(F)=Argini \ (F(x)~G(x, WdG(x, Go). 
ере J 

Пусть ДЛЯ б, внутренних точек в, выполняются условия: 
A) Существует вектор-функция as(x)&L2

h такая, что 
ОО 

jj (G(x, ^)—G(x,'9)-(^-0),6e(x))2dG(x. 9o) — o(K-9|), te®;-
— О О 

B) Функция се непрерывна и 
ОО 

lim [(6t(x)—6BM)*dG(x>Qo)-+0; 
— 0 0 

00 

C) Матрица \ bt{x)^{x)' dQ(x, 9o) не сингулярна. 
- 0 0 

При этих условиях для каждой функции распределения F 
из окрестности G(x,0o) имеет место разложение 

Т (F) — 90 + $?„.(*) (F (х) - G (х, во» dG (х, 0о) + 
- О О 

0 0 

j(E(x)-G(x,9o))-dG(x. во) 4-0 

где 

Те»= 
-1 

6е(4 jj 6,(x)fi0(xydG(x, 90) 
- О О 

Функционал T(F) может быть переписан в виде 
оо Г оо 

Т (F) = 90 + J ре (x) dF (x) + о J (F (.*) - Q (x, во»2 dG [x, 9o) 
- o o L - с о 

где 
CO 

P9 (x) = jj / it > x) f e (i) dG (x, 90) — 
- 0 0 

oo 

- J jj / (* > x) Y6 (t) dG (t, во) dG (x, 90). 
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Рассмотрим теперь критерий минимального расстояния,,. 
основанный на статистике омега-квадрат: 

со 

ш 2
Л = Л J (F* (х)- G (х, 9„))2dG (x, 9„). 

—оо 

Рассмотрим распределение статистики (л2
п при сближающихся 

альтернативах 
Hi: распределение наблюдений зависит от объема выборки 

F{x) =Fn(х), причем существует функция | е (x)6L2(G(x> 80)) 
такая, что 

со 

1im \ [V7T(F» (х) - G (х, 0о)) - Ь, (x)YdG (х. 9о) - 0. 
/Z-j-oo v 

—00 

При -s9o(-x)—0 тогда получим распределение при нулевой гипо­
тезе 

//0:F(A.) = G(x, 90). 
При #i имеем следующее разложение для оценки минимально­
го расстояния 

со 

Уп (к - во)-V* $ PSO (x) d (E; (x)—E" (x))+ 
— 0 0 

00 

+ jj Te„(x)ie0(A;)dG(x, 0o) + o /,(l). 
- - • C O 

Кроме того, 
со 

Jj [Vn(G (x, 9„) - G (x, во»- Vn (в„— 0o)'6eo (x)]*dG(x, во)—оР(1)-
. - .00 

Поэтому 
00 

ю£ = jj [VJT(F*n (x) - Fn (x)) + Vn{F»(jc) - G (л 0O)) + 
— 00 

+ Vn (G (x, 0o) - G (x, 9„))] 2dG (.*, 0o) = 

- J \yH (E*(x)-E»(x))-6o0(x)' \ Peo(Od(F«(0-F"(0)} + 
_oo L I _oo 1 

+ 6e-(x)]2dG(x. 9o) + 0P(l). 
причем 

oo 

Ч(*)---М-*)--Ч(-*)' J fe.(-)̂ ,(OdG("-eo). 
- 0 0 
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Тогда а>и слабо СХОДИТСЯ при альтернативе в соответствующем 
гильбертовом пространстве к 

•ш2в $• [Y(x, 90) + *eo(x)]2dG(x, 9o). 
— С О 

Здесь Y(x, 80)' — гауссовский процесс с нулевым средним и ко­
вариационной функцией 

00 

С (x, y,Q)= J -?Р- (x. z) qe,(у, z) dQ (z, ва). 
— C O 

где 
.70, (x, z) == / (z < x) — G (x, Go) — -е, (Jc)'p0o (.s). 

Таким образом, исследовано предельное распределение ста* 
тистики минимального расстояния типа со2 при альтернативах. 
В ряде работ рассматриваются более конкретные статистики 
минимального расстояния. 

В работе Буса [97] рассмотрены оценки, минимизирующие 
статистику Андерсона—Дарлинга (статистику типа омега-
квадрат с весовой функцией l/(G(#,8)(1—G(x,Q))): 

00 

ааят- ) CW(I-GW) g{x,Q)dx, 
— CO 

где g{x, 6)—функция плотности, соответствующая G(x,0). 
При некоторых условиях оценка 0n может быть представлена 
в виде 

п 

*el,-eu-/i-,2-Ce.(X,)+Op(«-1/2). .: 
где 1Сэ,(-) —функция влияния, 

DO 

1С8о(x)- - j - jj f/(у < x ) - Q (х, 80)] X 
— 0 0 

X [ - О1 (х, 9о) - Gk (x, во)]We. (x) dx, 
Д—-матрица пределов по вероятности вторых производных 
с элементами AtJ такими, что —d^ (0) -.-А*/ (дифференци-
рование ведется по компонентам i и / вектора 0 в точке 0О). 
По методу Монте—Карло исследуется эффективность оценки и 
свойства соответствующего критерия согласия. С этой работой 
связана более ранняя работа Буса 1[96]. В работе Хоббса, Мура 
и Джеймса [182] рассмотрены различные оценки минимального 
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расстояния для трехпар-аметрического гамма-распределения с 
плотностью 

/W-=—-—-[(x—c)/9]a-'el-(--c)/9l, х>с, а , 9 > 0 . 
Полученные оценки сравниваются по своей эффективности с 
оценками максимального правдоподобия для объемов выборок 
от 8 до 20. Наилучшие результаты показали оценки, получен­
ные путем минимизации статистики Андерсона — Дарлинга. 
При возрастании объема выборки качество оценки максималь­
ного правдоподобия, как и следовало ожидать, повышалось. 

Буланже и Ван Эден /99] рассматривают оценки параметра 
положения 6о в семействе распределений {E(x—9)}. Оценки 9 
основаны на минимизации неотрицательных функционалов вида 
H\{D\N,G%), где 

- ш (х) = VN {1 - FN ((- х + а)") - F„ (х + 9)}, 

Glv (x) = ~ -утГ D ^ ( x ) ' — oo < Л: < oo , 

Fjv(x)—эмпирическая функция распределения. В качестве 
примеров можно рассмотреть статистики типа Реньи 

H\(D%, G;) = s u P ( - - ^ ± l L ; X<Q, а<20%(х)<Ь 

0 < а < £ < 1 , 
и статистики типа омега-квадрат. Исследовано асимптотическое 
поведение таких оценок. В этой работе и работе Буланже [98] 
рассмотрены также так называемые линеаризованные оценки. 

В работе Ятракоса [367] задача'оценивания по методу ми­
нимального расстояния рассматривается в следующей поста­
новке. Пусть М— {Ps; s6@} — семейство мер на множестве 93 
С а-алгеброй $Ф. Множество параметров © не конкретизируется. 
Пусть Xi, . . . , Хп — независимые одинаково распределенные. 
случайные величины (элементы) на 36 с распределением Рв. 
Пусть |xn(A) —эмпирическая мера, т. е. 

п 

M-4) — T{sum}MX0> .. . ..;. '; ' , 

индексированная множествами А из «я£. Обозначим через Pen' 
«.-кратное произведение-мер Р\> на ($6п, s£n). Так как не пред­
полагается, что G имеет какую-либо структуру, то метризация 
6 производится с помощью Li-расстояния между мерами сле­
дующим образом: ; V ,." ., 

d (s J) ^. \\Р 8-Рл\\ =2. sup {\PS (A) ~-Pt (А) \,АШ}. •:."•..-
Оценка 6П определяется как оценка, минимизирующая/ расст.оя-
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ние dM между мерой из М и эмпирической мерой: 
d/w-=(Pe . (~„) = inf d.M(Pe! (л„). л е 

Доказано, что если семейство М является Li-тотально ограни­
ченным, то существуют равномерно состоятельные оценки 6ге 
для 0, скорость сходимости1 которых ап удовлетворяет уравне­
нию 

an=[(logN(an)/n}"\ 
N(a) —число шаров радиуса о, покрывающих М, log2N(an) — 
d-энтропия по Колмогорову. Рассматривается робастность вве­
денных оценок. 

В работе Лариккиа и Уэрли [228] исследуются асимптоти­
ческие свойства оценок минимального кваитильного расстояния. 
Пусть X i , . . . , Хп — случайная выборка из распределения 
G(x, 8), 9б«Эс:/..,-. Обозначим через Q(w,9) квантильную функ­
цию 

Q(u,0)=inf{x: G(*, 8 )>u} . 
Пусть М — целое число такое, что s{le}M<n и Р = {pi, i = 
— 1 , . . . , M} — множество действительных чисел таких, что 
0 < p i < . . . < р м < 1 . Обозначим ([пр]—1)-ю порядковую ста­
тистику через X(np), и пусть 

x=,(x{aPi),..., х{ЯРМ)у, Q(9)=(Q(Рие) Q(PM\б)г> 
Н(9) —положительно определенная матрица размера М~ХМ, 
элементы которой являются функциями 0. Рассматривается 
оценка 9П параметра 6, минимизирующая квадратичную форму 

К(Х, 9) = (X-Q(9)) ' t f(9) (X-Q(8) ) . 
Если семейство распределений {F(x,Q)} является масштабно-
сдвиговым, то Q(u;0) —линейная функция от 0 и при некото­
ром выборе #(0) такие оценки являются взвешенными оценка­
ми наименьших квадратов. Пусть 0О— неизвестное истинное 
значение параметра 9. Доказано, что при некоторых условиях 
оценка 0П единственна и имеет асимптотически многомерное 
нормальное распределение с нулевым математическим ожида­
нием при #о и ковариационной матрицей 

С - [V'0H (Q0)V0ri V'0H (0о) М (0о) И (0о) V0 \Vp (9o) Vol"' • 
где 

V0 = dQ(Q)/dQ\e^, 
.M(0o)=D(9o)-IVD(9o)-1, 

1 Последовательность оценок {6„(Х , Хп)} является равномерно 
состоятельной для 0 со скоростью сходимости ап при заданном расстоянии d, 
если для всякого е>0 существует значение &(е)>0 такое, что sup Ре"-

9g® 
[(Xi Хп) '. d(Qn, 0)>ft(e) .о,,] < е для всякого п^.1, 
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V= {min(pi, pj)—pipj} —матрица размера МХМ, 
D(e0)=diag[/Q(p i ; 9 0 ) , . . . ,fQ(pM; %)], 

fQ(pi\ 80) —квантильная функция плотности, 
соответствующая Q(pu 60). 

Исследуется асимптотическая эффективность оценки 8п> 
рассматривается 'Оценивание параметров логнормального рас­
пределения. В работе Парра и Шукэни [271] исследуются свой­
ства робастности статистик минимального расстояния. Отмече­
но, что такие оценки сравнимы по робастности с наилучшими, 
известными ранее. 

Отметим также работы Луонга и Томсона [239]; Вудварда., 
Парра, Шукэни и Линдси [365]; Парра и Шукэни [271]; Парра 
и Де Вета [270]; Вайды i[346] и [347]; Козека [213]; Виенса [362]; 
Штуте [343]; Берана и Миллара [90]; Коула [206]; [207], {208]} 
Рейсса [295]; Нагнура и Хегда [261]; Донохо и Лиу [139], [НО];, 
Ванга [354]; Коула и Де Вета [209]. 

§ 12. Критерии независимости 

Критерии независимости рассматривались первоначально в 
работе Гефдинга [183], а затем в работах Н. Н. Ченцова [64], 
Блюма, Кифера и Розенблатта [95], Дюге [144] и ряда других 
авторов. Описание некоторых критериев и таблиц содержится 
в книге Г. В. Мартынова [34]. Изложение начнем в соответствии 
с параграфом 8 главы второй этой книги, а затем приведем не­
которые новые результаты из более поздних работ. 

Предполагается, что заданы независимые наблюдения 
Xi, . . . , Хп s-мерной случайной величины XGi?~ с функцией рас­
пределения F(x), x= (xi,..., xs). Компоненты наблюдаемого-
вектора обозначим следующим образом: Xi=(X.i,. . . , Xi-). 
Гипотеза о независимости координат наблюдаемого вектора X 
может быть записана так: 

H0:F(x)=Fl(xi)-...-F'(x,), 
где F^x) —частные одномерные функции распределения, яв­
ляющиеся непрерывными. Статистику шп

2 для проверки гипоте­
зы Н0 зададим в виде 

< = $ {Fn(x)-Fln(Xi)-...-F'n(xa№dFn(x). (1> 
Rs 

Здесь Fn(x)—эмпирическая функция распределения, опреде­
ленная следующей формулой: 

п s 

Fn{x) = Fn{x, *.) = -г2-- 6(^-X/A 
/=1 j=i 

o ( z ) = l , если -г>1, и cr(z)=0, если 2{le}0; Fn
i(x) —одномерные: 
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эмпирические функции распределения, построенные по t-ым 
координатам наблюдений, т. е. по Хц,..., Xst. Для вычислений 
более удобна формула 

п 

->»-=2 (-7«(Xt)--4'i(Xn)- • • • -F'n(Xit)f. (2) 
i = \ 

Если произвести здесь покоординатное преобразование Тц — 
—РЦХц), i=\,...,n, j — l,...,s, не изменяющее значение ста­
тистики, то из этой формулы можно вывести, что распределение 
статистики <вп

2 при нулевой гипотезе и каждом значении п не 
зависит от неизвестных функций распределения F-'(Xj), / = 
= 1 s, а следовательно, и от самой функции распределения 
F(x). Предельное распределение статистики con

2 существует и 
совпадает с распределением функционала 

со2 = $ £* ( * )# . (3) 
с-5 

где 4(t) —гауссовское случайное поле на s-мерном единичном 
кубе Cs, имеющее нулевое математическое ожидание. Его кор­
реляционную функцию обозначим K(t,x), t,x&Ca, t— ( / i , . . . , U), 
x— (T1. . . . , Ts). В наиболее важных частных случаях при s-=2 
и s = 3 для корреляционных функций имеют место следующие 
формулы: 

Ki(t, т)'= (min(ti, xi)— in.0 (min(^2, т 2 )~^т 2 ) ; 
Ks(t,x) =min(/i, Ti)min(ta, T2)min(fa Тз)—-V^^min^i, т.) — 

—^.т^зтдаш (tz, x%) —-tiTi^min (t3, т3) +2Лт1/2т2('згз-
Собственные значения ядра Kz{t,%) есть Xjk = n4j2k2, j,k~ 
— 1, 2 Собственные значения ядра Ks(t,t) неизвестны. 

Необходимости нахождения собственных значений ядер 
Ks (^ т) можно избежать путем усложнения статистик критериев 
независимости. Статистика модифицированного критерия трех­
мерной независимости имеет вид 

ш2„ = Д (E„ (х) - Fi (x,) F? (x2, x3) - F\ (*2) Fn (x,, A-3) -

-Fl^)Fn(Xi, x2) + 2FUx1)F
2

n(xi)FUx3)¥dFn(x). 

Здесь FJn(xj, xk) — двумерная эмпирическая функция распреде­
ления, построенная по подвыборке (X1;, A",,,), (Л*-,, X2ft). • • • 

I Y Y \ 
• • • > \ л nj' л nk)-

Предельное распределение со̂  совпадает с предельным 
распределением функционала вида (3), причем корреляцион-
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ная функция процесса "e,(t) в этом случае имеет простой вид 
з 

Ka(t, «)==II(min(t,, т2) —tit;). 

Собственные значения корреляционного оператора с таким 
ядром есть n6i2j2k2, где i,j,k = \, 2 , . . . . Критерий, использую­
щий статистику con2, оказывается слабочувствительным к не­
которым альтернативам, например, к альтернативам вида 

# ^ E ( x ) = E4xi)F23(x-,*3). 
Это можно вывести из того, что математическое ожидание 
измененного эмпирического процесса при Н'\ равно нулю. Пре­
дельные распределения статистики со2 при Н0 и Н* существуют, 
но различны. Что же касается статистики независимости со2.,, 
рассмотренной в начале раздела, то ее распределение в слу­
чае, если гипотеза независимости не выполняется, удаляется с 
ростом объема выборки п на бесконечность. Для того, чтобы 
при увеличении п вероятность различения гипотезы Н0 и всех 
возможных альтернатив типа Н\* стремилась к 1, МОЖНО вос­
пользоваться следующей статистикой, имеющей также как и 
статистика ©„- простую характеристическую функцию: 

Г%
 B / n 2 ' 1 2 _ L n 2 ' 1 3 L n ! ' a _ L ^ ^ 

С,- -=-.*Z.(C0„ -J-COn +G>n. -\-0(S)n)' 
где £ > О — произвольно выбираемая константа, влияющая на 
мощность критерия по отношению к конкретным альтернативам, 
а (л2/1-— статистики, с помощью которых можно было бы прове­
рять гипотезы о независимости i-й и /-ой координат наблюдае­
мого случайного вектора. Эти статистики записываются сле­
дующим образом: 

а..*-'—. [ (F'Jixt, Xj)-Fl
n {xiiFfojWdFk'iXi' */)• 

Статистика C2 имеет предельное распределение, являющееся 
распределением суммы случайных величии из семейства функ­
ционалов типа (3). Вычислив взаимные корреляционные функ­
ции случайных процессов, на основании которых построены 
частные статистики в Сп

2, можно показать, что эти процессы, 
а, следовательно, и соответствующие статистики, взаимно неза­
висимы. Следовательно, характеристическая функция предель­
ного распределения статистики Сп

2 есть 
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В книге Г. В, Мартынова -[34] содержатся таблицы распре­
деления статистик двумерной независимости и критерия трех­
мерной независимости при 6 —}/270. При таком значении b 
дисперсии статистик соя'12 + Мл'13 + о)^23 и 6со« одинаковы. Их 
математические ожидания оказываются при этом примерно оди­
наковыми. 

Критерий двумерной независимости, описанный выше, в ра­
боте Козиола и Немек [222] разлагается на компоненты анало­
гично тому, как это делается в работе Дурбина и Нота '[148] 
для классической статистики Крамера — Мизеса— Смирнова. 
В этой работе исследуется также асимптотическая эффектив­
ность этой статистики и ее компонент при проверке независи­
мости компонент двумерного нормального распределения. 

В работе Де Бета [133] рассмотрена статистика типа со2 не­
зависимости двух случайных величин, модифицированная пу­
тем введения весовой функции: 

0 0 СО 

Тп=п\ \ (Н(х, y)-Fn(x)QnWWi(F*n(x))X 
—-оо —со 

XW2(G*n(y))dFn(x)dQn(y), 
F*n(x)=nFn(x)/(fi-{-\), 0*(if) = »0B(i/)/(n + 1). 

(По выборке (Xi, Yi), , . ., {Хп, Yn) проверяется гипотеза о том, 
что совместная .функция распределения Н{х,у) является произ­
ведением частных функций распределения, т. е. Н(х,у) = 
= F(x)F{y), Нп, Fn, Gn — соответствующие эмпирические функ­
ции распределения). В выражении для Тп W\ и W2 — весовые 
функции. В предположении, что весовые функции непрерывны и 
дифференцируемы, а также 

W.(«KCi(a( l—u))- 2 | log«( l—и) \~ \ 
и 

|^/(«)|{le}Di(U(l—u))-3 | logw(l-w) | -1 , i = l , 2 , 
доказано, что существуют константы \хп такие, что 

о " 
Тл-и„=-> z ^*(-v5»--)' 

где {Njh} — независимые случайные величины с распределени­
ем N(0, 1), {fj-fc}—собственные значения интегрального опера­
тора с ядром 

1 1 

Q(s, t) — \\q(s, t)q(t, z)dzxdz2, 
о о 

S=(Sb S2), t= {tu h), 2 = {ZuZi), 

q{s, t) = (I(s^-h) (I (s2</2) -h) {Wi (h) W2 (h) )-1/2. 
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Константы цп определяются следующим образом: 

n„-=jj$Q(t, t)I(-n<Q(t, f)<ri)dtxdh. 
о о 

Ясно, что 
Q(s, t)== С~ (.",, t!) Cw,(s2, t2)> 

где 
l * 

Cw(s, t).— J (7 (s < u) — u) (I (t< u)— u)W (и) da. 
о 

Тогда Ч/й — Ч^Ч^. причем чУ и ч£2)_собственные значения 
операторов с ядрами CV. и C.V, соответственно. Следует отме­
тить, что если ^ 1 и W"2 таковы, что 

то 
D -S 

-v*2 v^v 
СХОДИМОСТЬ Tn--цп имеет место, однако, при более слабом 

условии на коэффициенты -у :̂ 

2т%<«. 
Этому условию удовлетворяет более широкий класс весовых 
функций. В работе рассмотрен вопрос о выборе оптимальной 
весовой функции. В случае альтернативных распределений, яв­
ляющихся двумерными нормальными, установлено, что опти­
мальные весовые функции есть Wi = W2=y((b~1)~2, где ф и Ф — 
функция плотности и функция распределения стандартной нор­
мальной случайной величины, соответственно. Если альтерна­
тивное распределение является двумерным экспоненциальным 

Н(х, у) = 1 - е~х—ev+e-~-i/+e."», 
то оптимальные весовые функции есть 

^ 1 (u)=^ (a)=-(1—«)-- (1og ( l -«) ) ; -« . 
При обоих рассмотренных типах весовых функций Тп—Цп 
сходится по распределению к случайной величине 

т= 2 UWVtjk-D-
. /-«-1 

55 



Характеристическая функция Т есть r(t)emt\ где 
со 

г (0-=П (sinh(2^k)/(2.TGt/k))-1/4. 
<S=1 

со со 

9(0 = 1 _ {sum} ((arctg(2//(/.fe)» — 
• 4 . - > i ; - = 1 

Приведем процентные точки для предельных распределений 
статистики Ти—ц„ и описанных ранее статистик сога и Сп при 
#=-1/270: 

р 

'0,99 
0,95 
0,90 

а8 

,0,0869 
0,0584 
0,0469 

с-

0,2814 
0,2317 
0,2098 

г 

6,90 
4,18 
2,98 

В работе Клейна [203] рассмотрена задача проверки неза­
висимости двух времен долговечности. Предложена некоторая 
модификация критерия Кендалла. Приведены результаты моде­
лирования для двух вариантов совместной функции долговеч­
ности. Первый вариант—модель Оакеса: 

Н(х,у) = Р(Х>х,Г>у) = 
= [{\/7 (xtf~l + {l/G(y)f-l-\rlKe~l)> в>\. 

Значение 0=1 соответствует независимости. Второй вариант — 
модель Гамбела: 

Н(х, у) = ¥(х) Q(y) [ 1 + а, (1 - F (х)) (1 - 0(у))\, - 1 < а < 1. 
Значение сс = 0 соответствует независимости. 

В работах Дюге [144], (145] обобщается метод построения 
статистики независимости трех случайных величин с целью по­
лучения статистик независимости большего числа случайных ве­
личин. Целью этого метода является получение статистик с лег­
ко вычисляемым предельным распределением. 

Пусть Нп(xi,... ,хр) — р-мерная эмпирическая функция 
распределения и Hn

i(Xi) —частная одномерная эмпирическая 
функция распределения для t'-ой компоненты. Введем выра­
жение 

Dn(х\>... > хр) = Нп(xi,..., хр)--\-
+ ( - - ) l _ ( l ) H " ( * № ( x , Я,:- + 00 xp) + 

+ ( - l ) 2 _ < 2 ) / / "^)H«(xy)H-(x1 •*•.- + «>. 
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xi+l xy = -)- oo , xy + ] , . . ., Xp) + 

+ + 
+ (- If Hi (x.) Hi (x2) • . . . • Hp

n (xp). 
Здесь 2 J означает суммирование no всем возможным Ck

p на­
борам k индексов из (1,...,р), при которых аргументы в Нп 
обращаются в бесконечность. В качестве статистики независи­
мости может быть использована статистика 

Тп=п \ D\ (x1 xp) d#« (xi)... dHp
n (xp). 

Характеристическая функция предельного распределения Тп 
имеет вид 

-гг ( 2iu ^-1/2 

Ф(а)— 11 1-13—12. А х . - . , fcp-1 \ ' Р 

В этой же работе рассматриваются также следующие две 
статистики: 

а) статистика для проверки гипотезы независимости 

Q n = * $ [tf„(*i xp)-Fl(x,)...F»(xk)X 
к» 

ХНп(—оо,..., — <» ,%, , . . ..Xp^dF1^)... 
...dF* (xk) dH^ (*/ж) •. - dHp

n (xp), 
где -"'(xi)-предельное распределение, к которому сходится 
H«(xi); 

б) статистика для проверки независимости двух групп слу­
чайных величин: 

Sn=n \ [#„(xi хр)-—Нп(х{ xft> - оо,.. ., - оо)Х 

X Нп(- оо — оо, xk+v.... xp)]idFIn (xi)•. -dHp
n (xp). 

Предельные характеристические функции статистик Qn и Sn 
соответственно есть 

1--- / . • 2га _̂  
фд(и)= И I "_4*>[ААи + (1/2)]-...[^ + (1/2)]-я-<"-*) 

п,иш,...,ьр-о\ 
•Ы«)— П ( - - - j ^ = i - s o ' 

- 7 1 . Л - - - 0 \ " n l "{cdot}1 

Здесь Я-ор), Х\р),...— нули функции 
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В работе Чорге {113] исследуется скорость сходимости рас­
пределения статистики типа омега-квадрат для проверки ги­
потезы независимости. Деувель [131] рассмотрел статистики ти­
па %2 для проверки гипотезы независимости двух и трех слу­
чайных величин. Блехнер [93] получил новую форму критерия 
X2 для проверки независимости, не требующий оценивания 
частных распределений. Синха и Вианд [325] предложили не­
который ранговый критерий для проверки гипотезы независи­
мости, 

В работе Деувеля [131] рассматривается применение статис­
тики типа Колмогорова — Смирнова для проверки гипотезы не­
зависимости. Пусть Хп— (Xi.n, . . . , Xp.n), n=\, 2 — наблю­
дения р-мерного случайного вектора с функцией распределения 
F(xu..., %) и частными непрерывными функциями распреде­
ления Fh(xh). Определим функцию D следующим образом: 

D(F1'(x1),. . . ,Fp(xp)) ' .=F(x b . . .,хр). 
Функция D является функцией распределения на (0, 1]-\ Рас­
сматривается статистика типа Колмогорова — Смирнова 

Г,—n1 '2 sup] D„ (и, v) — av \, 
u,v 

где Dn—эмпирический вариант D. Доказано, что эмпирический 
процесс nU2(Dn(u, о)—-uv), 0{le}«, и<Д, слабо сходится в 
(С, У) к предельному гауссовскому процессу F-o(a,u) с нуле­
вым математическим ожиданием и ковариационной функцией 

Е{W^iu, v)Woo(W, v')) =min(u, u')mm(v, v'jX 
X (1—max(u, u')) (1—max(t>, v')), 0<w, a', v, o ' < L 

В качестве других статистик независимости рассматриваются 
статистики 

S+ = msx{Dn(ti, 1/2)-й/2}, 
п 

S~=min{u/2-Dn(a, 1/2)}, 
п 

имеющие одинаковое распределение 

°2iV /—- v ' 

Это распределение в пределе принимает вид 
limP(n1 / 2SI>X).= g - w . 

Доказано, что статистика S„ — max(Sn . Sn) c предельным рас­
пределением 
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Р(2/г1/25п>Я)----22 (-l)*+.e--w 

•состоятельна против любой альтернативы к гипотезе незави­
симости такой, что 

sup |Л (а, 1/2)—и/2|>0. 
0<и<1 

В статье А. Г. Дмитриевой [10] рассматриваются статистики 

7V = sup jj an(s, t)dO„{s) 
—oo 

oo 

Tt= sup \ an{s, t)dOn(s), 
— o o < / < o o «J 

—oo 

oo 

Т.7 — sup \ (-an(s, t))dGn(s), 
— O O 

где an(s, t)=Fn(s, t)—-Gn{s)Hn{t), F(s,t)—совместная функ­
ция распределения, G(s) и H{t)—частные функции распреде­
ления, индекс «п» переводит их в соответствующие эмпиричес­
кие функции распределения. Статистика Тп предложена по 
образцу соответствующей статистики Дурбина. Описанные ста­
тистики отличаются простотой вычисления их предельных рас­
пределений. При Н0 

l i m P ( № W 2 r + < a ) _ ( - ~ e - 2 4 a V « > 0 ; 

lim.P ДО'-Т„<а).•---• 1 - 2 У -2ia? , а>0, 

О, а < 0 . 
В работе Бурке [103] рассматриваются критерии независи­

мости для случайно усеченных данных. 

§ 13. Критерий Шапиро —- Уилка 

В первой части были рассмотрены критерии согласия, осно­
ванные на сравнении эмпирической и теоретической функций 
распределения. В этом разделе опишем критерии, основанные 
на сравнении порядковых статистик с некоторыми подходящи­
ми для решения рассматриваемых задач функциями от номеров 
этих статистик. 

Пусть X1,.. .,Хп — наблюдения случайной величины с не­
прерывной функцией распределения F-(x), принадлежащей в 
«случае справедливости нулевой гипотезы семейству 
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{F({x—ct)7|})}. Обозначим через X(i){le}X(2{le} • . . {le}X(n, соответ-
ствующие порядковые статистики, X= (X(i),..., Х(П))', a f — 
функцию плотности для F. Введем вектор констант Т= 
— (-Г1. -"г, • • • > 7\i)'. Обозначим через mi математические ожида­
ния порядковых статистик для выборки из случайной величины 
с функцией распределения F(x), X —выборочное среднее, Т — 
среднее для величин {~i}. В работе Стефенса [338] рассматри­
ваются критерии, основанные на коэффициенте корреляции 

R{S,T)=S(X,T)/{S(X,X)S(T,T)y^ 
.= u(X,r)/{u(X,X)t;(7\.r)}1 '-. 

Здесь 

S(Xn—2(*<o-^(-".-n. 
i 

S(.AT,.X).—2(X(o-X)-. 
i 

5(Т.-") — 2(Т(о-П-. 
i 

i i (X,~)=S(X,~)/ (n—l) , w(X,X) и v{T,T) определяются ана­
логично. В дальнейшем будут использованы также обозначе­
ния S2 для S{X,X), v для v{X,X) и R для R(X,T). 

В указанной выше работе Стефенса описаны критерии, ос­
нованные на статистике Z(X,T)=-n{l—i?2(X, Г)}. Состоятель­
ность статистик такого типа при проверке нормальности уста­
новлена Шаркади [311], а для более широкого класса распреде­
лений при гипотезе- Герлахом [162]. 

В случае проверки гипотезы равномерности распределения 
на fO,l] в качестве {Т.} могут быть использованы математичес­
кие ожидания порядковых статистик из равномерного распре­
деления, т. е., ~i=EX(,) = mi=-t / (n+l) . Приведем краткую таб­
лицу критических уровней статистики Z: 

Уровень значимос­
ти а 

'0,10 
0,05 
•0,01 

4 

0,888 
1,089 
1,388 

8 

1,163 
1,474 
2,100 

Объем 

12 

1,280 
1,628 
2,360 

ыборки 

18 

1,385 
1,716 
2,503 

20 

1,420 
1,760 
2,550 

оо 

1,420 
1,770 
2,550 

Рассмотрим теперь задачу проверки гипотезы нормальности,. 
т. е. того, что наблюдаемая случайная величина имеет распре­
деление N(n,a2). В таком случае а==ц, [. = а. В качестве векто­
ра Т используем теперь вектор т = ( т ь . . . , т п ) ' , ЯВЛЯЮЩИЙСЯ 
вектором математических ожиданий порядковых статистик для? 
стандартного нормального распределения N(0,1). Тогда 
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E(X(i))={mu}+a/ni. Ясно, что m=0. Квадрат коэффициента кор­
реляции 

называется статистикой Шапиро — Франсиа [318]. Необходимые 
для вычисления статистики R2{X, m) значения математических 
•ожиданий порядковых статистик для стандартного нормально­
го распределения содержатся в работе Хартера |171]. Прибли­
женная формула для них 

* ф-1 /г"—0.375-т1 = ®. („ + 0.125/ 

предложена Бломом [94]. Приведем краткую таблицу крити­
ческих уровней для преобразованной статистики Шапиро — 
Франсиа Z = n{l— R2(X,m)}: 

Уровень значимос-
.. ти a 

0,10 
0,05 
0,01 

10 

1,26 
1,58 
2,27 

20 

1,56 
1,91 
2,81 

Объем выборки 

60 

1,96 
2,39 
2,43 

100 

2,11 
2,56 
3,61 

600 

2,52 
2,98 
4,04 

СО 

2,60 
3,11 
4,25 

В указанной выше работе Стефенса содержатся также таб­
лицы этой статистики в случае цензурирования выборки по 
типу II. 

Известен также критерий Де Бета — Вентера [134] для 
проверки нормальности, основанный на статистике 

Z(X,H)=n{l—R2(X,H)}, 
где Н — вектор из величин Я. = Ф - 1(1/(«+1)) . Таблицы зтой 
статистики содержатся в работе Стефенса [337]. Отметим так­
же критерий нормальности Филлибена [157], использующий в 
качестве величин Ti медианы распределения порядковых ста­
тистик стандартного нормального распределения. 

Наиболее широко известной статистикой среди статистик, 
не основанных на эмпирической функции распределения, яв­
ляется статистика Шапиро — Уилка [349], [352], предназначен­
ная для проверки гипотезы нормальности. Эта статистика имеет 
вид 

Г = {m'V-*X)_ 
~(m'V-lV~lm)S-' 

Здесь «г и V — вектор математических ожиданий и ковариа­
ционная матрица порядковых статистик для стандартного нор-
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мального распределения, S —S(Xi—X)2. Статистика W может 
быть приведена к виду, более удобному для вычислений: 

Г -
5>i* V) 

Здесь 
а= (am, • • •, fl„„)' = V-1m/(m'V-1V-im)1/2. 

Таблицы коэффициентов ain вплоть до п-^50 содержатся в ра­
боте Стефенса [335]. Распределение статистики W зависит 
только от п, но не от неизвестных значений математического 
ожидания и дисперсии. Приведем краткую таблицу критичес­
ких уровней статистики W: 

Уровень значимос­
ти a 

Ю,10 
0,05 
0,01 

Объем выборки 

3 

0,998 
0,999 
1,000 

10 

0,972 
0,978 
0,986 

2D 

0,979 
0,983 
0,988 

30 

0,983 
0,985 
0,900 

40 

0,985 
0,987 
0,991 

50 

0,985 
0,988 
0,991 

При п>50 вместо статистики W рекомендуется использо­
вать статистику Шапиро — Франсиа [318]: 

тру (п'ХТ 

совпадающую с ранее описанной статистикой R2(X,m). Такая 
замена обосновывается тем, что при больших значениях п 
V_1m«.2m. 

Д'Агостино [119]—[121] предложил и исследовал статистику 

DA = %X(l)(t-(n + l)/2) 
. . • - - -

(SnW) 

Эта статистика вычисляется еще более легко, чем W и W. 
Существуют модификации рассмотренных статистик, предназ­
наченные для проверки гипотезы экспоненциальности, т. е., что 
Fo(x) = 1— ехр{—-(x—a)/p}, х>и, Р>0, параметры а и £ 
предполагаются неизвестными. Для экспоненциального распре­
деления 

пц- У+1Г1. 

Для статистики 
Z(X,m)---n{l-#2(X,w)} 

приведем краткую таблицу процентных точек 
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Уровень значимос­
ти а 

0,10 
0,05 
0,01 

10 

1,56 
1,92 
2,67 

20 

2,20 
2,77 
4,10 

Объем выборки 

40 

3,05 
3,94 
6,42 

60 

3,52 
4,67 
8,01 

\ 

80 

3,96 
5,25 
9,33 

100 

4,30 
5,70 

10,35 

Эту статистику и более простую статистику, в которой вместо 
mi используются величины # i = — log{l—i/(n+l)}, рассматри­
вали в своих работах Стефенс [335], Спинелли и Стефенс [329], 
Смит и Бэйн [327], Локхарт и Стефенс [237]. 

Аналог статистики Шапиро — Уилка для проверки экспо­
ненциальное™ имеет вид 

WE = 
П(Х- -хо)У 

{n—\)Sl • 
Приведем краткую таблицу критических значений для статисти­
ки WE: 

Уровень значимос­
ти а 

0,10 
0,05 
0,01 

10 

0,218 
0,253 
0,339 

20 

0,088 
0,100 
0,129 

Объем выборки 

40 

0,038 
0,041 
0,050 

60 

0,023 
0,025 
0,029 

80 

0,017 
0,018 
0,021 

100 

0,013 
0,014 
0,015 

В случае известного параметра а, например а = 0,. может 
применяться статистика, предложенная Стефенсом [336]; 

где 
Ws=Ay[n((n+l)B-A2)], 

>u=2X" / э=2 X2-
i=-i ( - 1 

Таблица ее процентных точек совпадает с таблицей для статис-
тики WE- Известны также статистика Джекоона 1[195] 

• j - 2 -iXo/C-X) 
и статистика Де Вета — Вентера (134] 

где величины Я. определены ранее. Критерии такого типа из­
вестны также для распределений экстремальных значений, ло­
гистического. Коши и Вейбулла (см. [337], [339], 1[340], [229], 
[162], £3171), для проверки нормальности в линейных моделях 
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[351]. Известны также критерии, основанные на части порядко­
вых статистик [78]. 

В работе Берилла и Джонсона [349] рассмотрена асимптоти­
ческая эквивалентность ряда модифицированных статистик 
Шапиро — Уилка как для полных, так и для цензурированных 
выборок. 

В работе Де Вета и Вентера [134] рассмотрено асимптоти­
ческое поведение предложенной ими статистики W* = R2(X,H) 
(ей эквивалентна рассмотренная ранее статистика Z(X,H)). 
Асимптотическое распределение статистики W* определяется 
следующим образом: 

2n( l - \ r 1 / 2)-a„{to}£. 
где 

со 

e = {sum}(K?-l)/i, 
;-=з 

Гг. - ^ 3 , — последовательность независимых случайных вели­
чин, имеющих стандартное нормальное распределение N(0,1), 

Ф и ф — функция распределения и функция плотности стан­
дартного нормального распределения. 

В работе Лесли, Стефенса и Фотопоулоса [232] исследуется 
асимптотическое распределение статистики Шапиро — Уилка 
W. Доказано, что в случае справедливости нулевой гипотезы 

где квадратичная форма £ определена выше. 
Распределение на хвостах такой квадратичной формы рассмат­
ривали П. Б. Бобров и Е. И. Островский [3]. 

§ 14. Критерии для случайных процессов 

Набор возможных типов критериев согласия значительно 
возрастает при переходе.к проверке гипотез, относящихся к 
случайным процессам и последовательностям. Здесь, однако, 
возрастают теоретические трудности анализа свойств таких 
критериев, а также трудности их практического применения. 
В качестве примера укажем статью Пайка и Вилбура [288]. 
Пусть Х\}.. ., Хп — случайные величины из некоторого вероят­
ностного пространства (X, зФ, Р), и задано некоторое множест­
во В подмножеств из .5$. По аналогии с обычными критериями 
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Колмогорова — Смирнова и омега-квадрат могут быть опреде­
лены статистики 

Dn (Я) .---л'/- sup \pn(B)-P (В) |, 

а>„(#. ц) •=/"•$ (Pn(-5)--D(-5))2dH(-5), 
ш 

где Рп(В)—эмпирическая мера множества 5, то есть, доля 
числа наблюдений, попавших в 3S, ц. — вероятностная мера на 
множестве подмножеств Jf. Входящие в эти статистики эмпири­
ческие процессы называются эмпирическими процессами, ин­
дексированными множествами из .$. В простейшем случае од­
номерной случайной величины множество ЗИ состоит из полу­
интервалов на числовой оси. Не при каждом выборе множества 
9& рассматриваемые статистики будут обладать удовлетвори­
тельными свойствами. 

Г. В. Мартынов [34], [35] рассматривал следующий вариант 
построения статистики типа омега-квадрат. С множеством 9И 
связывается измеримое пространство (У, S3) такое, что каждому 
элементу z/бУ соответствует множество Ву&&!. Функцию F(£/) = 
— Р(Ву) при условии, что она измерима в (У, S3), назовем функ­
цией распределения относительно 38 случайной величины в 
(X, s£, P). Предполагается, что no F однозначно восстанавли­
вается мера Р. Эмпирическая функция распределения опреде­
ляется как Fn(y)=Pn(By), Рассмотрим проверку сложной ги­
потезы Но: Р&Ф={РВ, G-30}. C семейством 5s согласуем семей­
ство мер Г= {fo, 060}, заданных на (У,©). Статистика <ЙП

2 В 
таком случае определяется следующим образом 

К = п W (j7 df> ®n)) {Fn (У) - E G / . 9„))2 dTe • 

Здесь 8П — оценка неизвестного параметра 0, -ф—-весовая 
функция. Предельное распределение такой статистики может 
быть проанализировано методами, сходными с методами ана­
лиза обычных статистик типа омега-квадрат. 

В качестве конкретного примера может быть рассмотрена 
статистика омега-квадрат для проверки гипотезы Q том, ;что 
мера ф в сепарабельнрм гильбертовом пространстве X с с-ал-
геброй борелевских множеств Э является гауссовской с нуле­
вым математическим ожиданием и ковариационным операто­
ром А. В частности, можно рассматривать критерий .для провер­
ки гипотезы о том, что наблюдаемый на интервале (0, 1) .слу­
чайный процесс s (t) является тауссовским с нулевым математи­
ческим ожиданием и ' 'заданной корреляционной ' функцией 
K(t,x), такой, что SK(t,x)dt<.oo. Проверка гипотезы проводит-
ся по «реализациям этого процесса. ; '••-' •''"'" • • : 
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Элементы х пространства X будем представлять в виде 
х= (х\, х^), где Xi — коэффициенты разложения элемента х по 
базису, образованному собственными элементами {-si} операто­
ра А. Класс множеств Ш пусть состоит из множеств 

Вх={у=(уиУ2, ••• )6X: yi<x{-+'a$i, i = l , 2 , . . . } , 
где а.2 — характеристические числа корреляционного операто­
ра A, и {pi} — некоторая последовательность положительных 
чисел. Минимальная о-алгебра, содержащая 5.?, совпадает с S3, 
и мера в (X, S3) однозначно восстанавливается по своим зна­
чениям на множествах из 91. Ввиду независимости случайных 
величин xi, .= 1, 2 функция распределения относительно 
семейства 9& может быть представлена в виде 

СО 

^(*) = Ф(Д-) = Пф(^/аг+ |Зг). 
2 = 1 

где Ф(х)—стандартная функция нормального распределения. 
Эта формула обобщает определение конечномерной функции 
распределения на гильбертово пространство. Для того, чтобы 
функция распределения отличалась от нуля почти всюду необ­
ходим специальный выбор последовательности {Bi}. В качестве 
примера укажем pi = 2|3 In i\in. 
Корреляционная функция предельного процесса имеет вид 

K,(x,s)~F(z)—F(x)F(s),x,seX,Zi = mm{xuSi), i = 1, 2 , . . . . 
Таблицы предельного распределения такой статистики не ВЫ­
ЧИСЛЯЛИСЬ. 

В качестве другой задачи, возникающей при проверке гипо­
тез о случайных процессах, рассмотрим задачу проверки ста­
ционарности случайной последовательности, представленной п 
элементами X= (xi, x 2 , . . . , хп) с использованием статистики 
хи-квадрат. Изложение далее следует работе Эппса [152]. 
Предполагается, что последовательность X является гауссовской 
последовательностью с коррелированными наблюдениями. 
Предполагается, что при альтернативе наблюдения с номерами 

t o < T i < •. • <Тк> т0=0, тя = п, 
являются предполагаемыми точками изменения распределения 
наблюдений. Обозначим длину А-го периода наблюдений через 
«ft. Пъ. = Хк—Tft-ь k=\, 2,. •. , К- Для определенности предпола­
гаем, что в &-й период математическое ожидание наблюдений 
равно Цй, а ковариационная функция есть Oh(r), r — 
= 0, ± 1 . ± 2 , . . . . Обозначим оп

2~ап(0). Задача заключается 
в том, чтобы проверить гипотезу Но: 

(Xi = . . . = n r = (i; ai(r)---02(r)= . . . =aK(r)=o{r), 
r = 0, ±1 , ±2 

Предполагается, что в каждом периоде может быть взято бес-
конечное число наблюдений (при асимптотическом исследова-
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нии статистик, рассматриваемых далее). Такую последователь­
ность наблюдений, соответствующую /г-ому периоду, обозначим 
{xt

h. t=—« +оо}. Считаем, что существует <;>0, при 
котором выполнено условие 

(Al) 2 \г\Ца„{г)\<оо. 
- =—со 

Такому условию при любом £ > 0 удовлетворяют все стационар­
ные авторегрессионные модели со скользящим средним. Введем 
вектор-функцию (функцию чувствительности) с / компонента­
ми 

g (X{, Xi-i,..., xi-x.; Я.), g* '. RL+IУ\Яа~*-RJ> 
% — некоторый d-вектор, который, вообще говоря, может зави­
сеть от наблюдений. Предполагается, что вектор-функция g* 
такова, что все ее элементы являются функциями от одной и 
той же линейной комбинации наблюдений Хи Xt-u • • •. xt-i... 
L>0, точнее, 

(A2) g* {хи Xi-u ..., x._L) =g(X{(L)- L), 
где 

Xi(L).-Bx..+ai(.-\,)x...-i+ . . . +aL(X)Xi-Ll 

ai(X), /=1 L, — константы. Таким образом, g есть отобра­
жение RiXRd-^-Rj-

Статистику для проверки однородности в указанной модели 
будем основывать на разностях между выборочными средними? 
функции g в различные периоды. Это выборочное среднее опре­
деляется как 

" А 

£»»(*•)- 2 g(*?(--V.A.). 

Суммирование ведется по наблюдениям й-го периода. Для каж­
дого периода введем величины 

4k(X)^Eg(xf(L);K), T M + Z < i < T A . 

Ясно, ЧТО при Нй ТА(М —Чо(Ь) ПРИ в с е х •*• Обозначим 

ii*{t) = g{x*(L);L)-4>{*>)-
Компоненты вектор-функции gk(i) обозначим через .?*(0-
/ = 1,2 J. Предположим, что выполнено также условие 

+00 

(Аз) sup 2 l«W?-'"'?+ r ;X ) .< 0 0 

для всех / , s, t, m6{1. 2 J}> 
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где и*,,т—семиинвариант четвертого порядка для элементов 
g*j(i), определенный как 

*?,-•»(?• Р> ^ %)-Е\ё)ШкЛ<1)~ё\{Р)ёк
т(*)}-

-Efg){0)gl(t)]E[gl(q)~g^p)] 
при q, p, t = 0, ± 1 , ±2, .. ., j , s, I, me{l, 2, . . . , / } . Пусть 

00 

Г, (Я) = ^ Cov [g (x*r (L); Л) g (xl (L); Л)], 

•-— асимптотическая ковариационная матрица размера J~X,J 
вектора gnk-{k). Предполагается также выполненным условие 

(А4) Матрица Г/. (Л) положительно определена. 
В качестве практически полезных укажем следующие два 

примера: 
I. Введем 

Л = (\Х\, (J-2, • - . •> |te> Ль Лг %ь) , 

.xHL)-^+M_1 + ...+vf_i, 
p,ft(L)=(x;i(l+.\1+...+XL). 

Тогда 
g(x\ (L); %)-{%Щ, {x\(L)-n{L)n-

Следовательно, gn/c(l) зависит от выборочного среднего и вы­
борочного второго момента относительно ц,„ (L) для наблюдений 
в периоде к. При L = 0 gn/t зависит от выборочного среднего 
и дисперсии наблюдений в периоде, если в качестве цп(Ь) вы­
бирается среднее по периоду. Если (xn(L) неизвестно, что часто 
бывает на практике, то вместо него используется выборочное 
среднее. 

П. Во втором примере, в отличие от первого, используются 
функции, приводящие к критериям, чувствительным к откло­
нениям более Широкого класса, чем отклонения между распре­
делениями в периодах в средних и дисперсиях. Пусть L.>0 и 
/ — четное число, Ло= (1, Лоь • •.., Лох,} — вектор действительных 
чисел порядка L+1, Л-, Ль • • • Д.г/2— различные положительные 
константы. Обозначим 

Я-= {Яо, Ль . . . , Л//2}6/?Ы-1+^/2) 

..?(** (L); Я)={соз (Кх?Щ), sin {%,х\ (L)),... 
.;:.-, cos (1^ (£)), sin (ЬЛ^Щ)У. 
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Вектор средних gn/t (X) состоит теперь из действительных и 
мнимых частей совместной эмпирической характеристической 
функции наблюдений {я,., x ._ . , . . . ,xi-z,} в i-ом периоде, вы­
численной в точках AIXQ, К&о,..., ^/гЯо. Так как эти статистики 
являются состоятельными оценками соответствующих компо­
нент истинной совместной характеристической функции, то ис­
пользующий их критерий может быть чувствительным к откло­
нениям достаточно общего вида. Можно показать, что рассмат­
риваемый в этом примере вид функции g(xih(L); L) удовлетво­
ряет условию (A3) при некоторой полезной зависимости от 1. 

После этих предварительных построений перейдем теперь 
к рассмотрению статистик стационарности и их свойств. Ста­
тистики критериев стационарности строятся как квадратичные 
формы от разностей средних по периодам векторов {gnk (M}> 
имеющие, как можно показать, распределение хи-квадрат. От­
метим, что из условия (А1) следует условие 

оо 

(А10 2 lMr)|<oo, 
-=- .—со 

а из условия (АЗ) следует условие 
(АЗ') Var^(xf(L);L)<oo, /-=1,2 /. 
Тогда при условиях, что {x*j —стационарный гауссовский про­
цесс, и (АГ). (А2), (АЗ7) и (A4) при Г,,-*- оо 

TT[gn*Q)-\№] + N(0,Th(b)). 
Таким образом, предельное распределение среднего gUk {%) в 
каждом периоде асимптотически имеет -7-мерное нормальное 
распределение с нулевым вектором математических ожиданий и 
ковариационной матрицей Ть(%). 

Перейдем теперь к рассмотрению совместного распределе­
ния этих статистик во всех К периодах. Предположим, что 

lim лА/й=сЛе(0. 1). k = \,2 К. 
Г -+оо 

Пусть $ {Ц— блочно-диагональная квадратная матрица порядка 
JKXJK с матрицами срТ, (Я), CflT2(X),...,c~lTx(^) ни диа­
гонали. Опред лим вектор 

On(Я)-te»,(Ц',• ...gaK WGRJK-

В сделанных выше предположениях для одного периода для 
каждого значения k при /г->-оо справедливо утверждение, что 

ft1/2[G„(-V)--G^)]{to}-V(0, 3?(Я)). 
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Для ковариационной матрицы Г,-(А,), в каждом периоде сущест­
вует состоятельная оценка. Эта оценка строится следующим 
образом. Обозначим 

-Мя —maxf la^H nk — L—\), a , > 0 . a2e(0, 1), 
где [a] — целая часть а. Введем функцию 

[1. У = 0, 
г»(0)= 2 0 —*/)• О < 0 < 1 , 

10, в остальных случаях. 
Обозначим 

g(xHL)'A)=g(x!(LYA)-gnA(b). 
Предположим при этом, что вектор-функция g удовлетворяет 
условию (А2). Если {Хгк} — стационарный гауссовский про­
цесс, удовлетворяющий условию (А1), и выполнено условие 
(A3), то при Пь-->-оо статистика 

Г«и=2 -('"/л--*)-гг -2 ё^Щ; b)g(4+r Щ;ьу 
t = \ (-=£-1-1 

сходится почти всюду к Г/ч (А,), т. е., может использоваться в 
качестве оценки этой ковариационной матрицы. 

Выбирая теперь $п{\) в виде блочно диагональной матрицы 
с матрицами {п/П]1)ТПк k (X) в качестве &-ой матрицы на диа­
гонали, получаем из вышесказанного, что Зп{к)-+@(к) почти 
всюду. 

Введем матрицу A---D<g>/j размера JMX.JK, где L- — еди­
ничная матрица, а каждая строка матрицы D размера МУ,К 
содержит К—2 нулей и два целых числа —1 и + 1 , расположен­
ных таким образом, что ранг матрицы D равен М^К— I. Путем 
выбора различных вариантов матрицы D рассматриваемый ни­
же критерий будет чувствительным к различным наборам раз­
ностей между средними по периодам. Например, если выбрать 

,— \ 1 0 . . . 0 \ 
1-х о 1...о\ 

\ —1 о о.'.л/ 
то получаем 

bQnM={gntW-gnAty gnxW-gnAWY-
Введем теперь статистику 

Qri(Я) —n(AGn(К))' (ASn (X)ЬЗп W ' ) + (AG- {%)), 
где «+» означает операцию нахождения обобщенной обратной 
матрицы. Гипотеза о стационарности принимается, если статис-
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тика Qn(%) принимает значения, меньшие некоторого критичес­
кого уровня. Для его нахождения по заданному уровню значи­
мости необходимо знать распределение статистики Qn(A), опре­
деляемое далее- При К=2 статистика Qn(X) принимает вид 

Введем теперь некоторую последовательность альтернатив Нп-
^(Я) — Тб<»)(Х)^То^)+/г-1/2Фй(А), щ(Ь)фО, 

Vk(K) = Tin)(X) = To^) + fi-l%(4 k = \,2 К. 
В случае справедливости гипотезы #0 ^ = ^0 —0, k = l, 2 К, 
и, следовательно, 

Чн{Ь)=Чо(Ь), ThiX)=To(Xl k = l,2,...,K-
В самом общем случае при условиях (А1) — (А4), использован­
ных ранее при установлении асимптотической нормальности 

статистика Qn(A-) асимптотически при альтернативе Нп имеет 
нецентральное %./м2-распределение с параметром нецентраль­
ное™ 

^a)---[Aoa)]'{At^®ro(i)]A'}-i[A®a)]>0 
и числом степеней свободы JM. Здесь 

Ф М - Ы М ' . Ф2(я)',...,ф-с(х)'}'. 
При нулевой гипотезе Но (гипотезе стационарности) предельное 
распределение является центральным распределением %JM

2 

(при этом, ^ (X.) •-= 0). 
Рассмотренные выше альтернативы, зависящие от объема 

выборки п, полезны при теоретическом анализе распределений 
с целью изучения асимптотической мощности критериев. С их 
помощью устанавливается граница чувствительности критериев 
к скорости сближения альтернатив с гипотезой. В случае, если 
альтернативные распределения фиксированы и не зависят от 
объема выборки (что, как правило, имеет место на практике), 
то распределение статистики Qn(h) неограниченно сдвигается 
в бесконечность, т. е., с ростом объема выборки гипотеза мо­
жет быть сколь угодно надежно отличена от альтернативы. Рас­
смотрим теперь критерий, основанный на 

g(4(L); \)-{x>}{L), [x*(L)-v,k(L)]*y. 

Такие функции g рассмотрены ранее в примере I. Распределе­
ние Qn(X) в таком случае есть %2м2, М^К,— L Предполагая, 
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что (Хй(Я) заранее не известна, мы можем вместо нее использо­
вать ее оценку по выборке в £-ом периоде 

оо 

Пусть далее оценка ГИ/б|/. такая же, что и ранее, но использует 
в качестве констант {МП/г} величины 

M„, —m ах {[о,»*], л* — L — 1}. «1 > 0, a2G(0, 1 /2). 
Пусть Q„(А,) —статистика, определенная выше, a Q„(А,,)—ана­
логичная ей, но использующая вместо g {х) (L); А) 

g(x1 (L); %)={х1 (L); Л), [x!(L)-MLW-
Тогда при указанных ранее условиях статистики Qn(hn) и Qn(-A-) 
имеют одинаковое предельное распределение при п—>-оо. Отме­
тим также, что Г„А>А (Яп)->-Гй.(Х) по вероятности. Аналогичные 
результаты имеют место и для примера П. 

§ 15. Критерии согласия и однородности, 
основанные на разделимых статистиках1 

Материал этого параграфа является дополнением той части 
обзора Э. М. Кудлаева [24], которая посвящена критериям со­
гласия и критериям однородности, и, в основном, содержит ре­
зультаты, касающиеся вида различных схем разделимых ста­
тистик. Следуя этой работе и работе Э. М. Кудлаева [25], рас­
смотрим следующий класс сумм зависимых величин. Пусть для 
каждого значения n ^ 2 

(•У-iji Onji "nil, У - ' » --> 

— вероятностные пространства, на которых при J = 1 и У =2-, 
соответственно, заданы наборы случайных величин чюп\ w"ttn 
и бщ 9«s co значениями в некотором пространстве С?2. 
Предположим, что при я .>2 случайные величины QnV . . . , Э щп 
независимы, а совместное распределение случайных величин 
wnV . . . . tsonbn совпадает с совместным условным распределением 
случайных величин Qnl %пцп при условии 

f e — 1 

Если fnh> k=\, • • • , kn, — борелевские функции, отображающие 

1 Этот параграф написан Э. M. Кудлаевым. 
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«т+!1»-кратное произведение пространств G<i в некоторое про­
странство Gi, то величина 

S " = = 2 fnk(Wnk Wn,k+m), (2) 

где сложение в индексах происходит по mod kn, называется 
m-разделимой статистикой (для краткости пг-РС); в частности, 
при /га=-0 величина (2) называется разделимой статистикой 
(PC). Возникающие при этом определении трудности, связан­
ные с выбором версии условного распределения, непрерывной 
(в смысле слабой сходимости) в окрестности «точки» а„, об­
суждаются Э...М. Кудлаевым [24, 25], где приводятся более 
строгое (в математическом смысле) определение m-PC и тео­
рема существования таких статистик. 

Пусть Zh • • • ,ZN-\ и Vi, • • • , Vn — две независимые вы­
борки, состоящие из независимых в совокупности одинаково 
распределенных (в пределах каждой выборки) случайных ве­
личин, причем функция распределения членов первой выборки 
равна FN, a второй — Fa. Будем считать, что обе функции рас­
пределения абсолютно непрерывны с плотностями fN и /0 соот­
ветственно, причем распределения членов выборок «сближают­
ся» с ростом п: 

X 

FjV(x) = F0(x) + xll J an(t)dt, xeR, (3> 
— C O 

где Tn{to}0 при n{to}oo и для каждого фиксированного значения 
t&R величина an(t) есть 0(1) по п. Для каждого фиксированно­
го значения п из (3) следует: 

\ an(t) = 0. (4) 
—со 

Предположим, что нам заданы целые числа ги, удовлетворяю­
щие неравенствам: 

0 = r 0 < 1 < r 1 < r 2 < . . . < r f t n _ i < . V — l < r f t „ = .V = iV(n). 
Обозначим через ZN(k), k = l,..., N— 1, порядковые статисти­
ки, построенные по первой выборке, а через %nh—число точек, 
попавших в полуинтервал (ZiV(..'ft_i), Zjv(Oi)] (k = l , . • . , kn), 
где Z(0) =—oo, Z ( N ) = + o o . В случае Ah=rk—rft_i>l; k== 
= 1, . . . , k n , разности Z-«-(rft_i)—Zjv(rft-i) называются (выбороч­
ными) спейсингами высших порядков, а величины %пк — спей-
синг-частотами высших порядков; в случае же Aft=-= 1; к~ 
— \,...,kn, соответствующие величины называются (выбороч­
ными) спейсингами и спейсинг-частотами. Величины 

WN(k)=FQ(ZN(k)),k=l,...,N-l, (5) 
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являются порядковыми статистиками, построенными по простои 
случайной выборке объема N— 1 с функцией распределения, 
имеющей плотность hNt 

hN(u)=l+%nbN(u), иЩ1], (6) 
где 

l-an(F^ (u))lfM{F^ (и)), если f„(FZx{u))+0, 
и ( К ) ~ 1 о , если fN{F^(a))^0, 

функции ап и Fjv определяются согласно (3) и 
Ful(u) = ini{x:F(x)>u}. 

Предположим, что при каждом значении k—\,...,kn функции 
fnh ЯВЛЯЮТСЯ действительными борелевскими функциями 2т+2 
действительных переменных и пусть 

•»» 

S» = 2 /«* (N W» (Г") ~ W» (•"*-!)). ««--• (7> 
N(WN(rh+l)-WN(rk)\, 

. . . , N ( WJV (Гй+Го) — WJY (r/i+m-i) ) , Ип, fc+m) . 
В формуле (7) величины %nh, k—\,... ,kn, молено трактовать 
как числа точек преобразованной выборки Ui=-Fo(V.)> i— 
= 1,. . , ,п, в соответствующие полуинтервалы {Wn(rh-i), 
Wh(rk)], Ы /i, определяемые величинами (3). В случае 
справедливости гипотезы 

Fjv-Fo (8) 
статистика (5) при слабых ограничениях на функции /,.&; k= 
= 1 А,„ является /n-РС (см. теорему 3.1 и с. Ill—112 из 
работ Э. М. Кудлаева [24], [25]). Такими же являются при 
справедливости (8) рассматриваемые ниже специальные случаи 
статистики (7). Предельным п, £„{to}{infty}, a —lim(n/.V), 0 < а < 
< + о о , распределениям частных статистик вида (7), в том 
числе предельным распределениям при альтернативах (6), где, 
в основном, 

т - 1 / 1 / N или xn=\/VN, (9) 
посвящено большое количество работ (см. обзор Э. М. Куд­
лаева [24] и имеющуюся там библиографию). Здесь мы огра­
ничимся сводкой результатов о видах асимптотически опти­
мальных односторонних критериев при сближающихся альтер­
нативах каждого из случаев (9). 

Сначала рассмотрим критерии согласия, основанные на 
спейсингах первого порядка. Предположим, что в формуле (7) 
т-=0 и для каждого значения k = l,... ,kn функции fnh зави­
сят ЛИШЬ от первого аргумента. При широких условиях (см. 
работы Э. М. Кудлаева, [22], [23]) асимптотически наиболее 
мощным односторонним критерием (АНМОК) проверки после-
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довательности гипотез (8) с N=1, 2 , . . . против альтернатив 
(6) с Tn---1/y/V является критерий со статистикой, приведен­
ной в пункте Г 1.6) сводной таблицы. Если дополнительно к 
указанным условиям функции fnu не зависят от второго индек­
са k, то альтернативы, определенные первой формулой в (9), 
не различаются (Рао, Сетураман [293], Э. М. Кудлаев, [22, 23]). 
Однако, в этой ситуации различаются альтернативы (6) с хп = 
— l/j/W и при широких условиях АНМОК определяется стати­
стикой Гринвуда (Рао, Сетураман [293]), приведенной в пункте 
1.1а) таблицы. 

Рассмотрим теперь критерии согласия, основанные на спей-
сингах высших порядков, и приведем оптимальные статистики 
лишь для случая симметрической схемы. Пусть в (7) /п = 0, 
функции fnh не зависят от второго индекса k и от второго ар­
гумента, причем rh — kl, k—l,...,kn, где / — натуральное чис­
ло. Тогда величины вида (7) сводятся к статистикам, предло­
женным Дель Пино [136]. Последний показал, что при фиксиро­
ванных значениях I они асимптотически различают лишь 
альтернативы с Tn=l/yN. Им же доказано, что в этой ситуации 
статистика АНМОК является аналогом статистики Гринвуда 
(см. пункт 1.2.а) таблицы). Более полно при / > 1 , чем статис­
тики Дель Пино, используют информацию о выборке статисти­
ки, введенные Кресси (111]. Для них в формуле (7) функции fnk 
не зависят от второго индекса k и от всех аргументов с четны­
ми номерами, причем 

/,,(xo. xi> • • •. xm) = --J {sum}x/ J. xGR; i=0, 1 m. 

Как показано Кресси [112], при слабых ограничениях на со,, 
'И для кусочно-постоянной функции bn c т п = \jY~N статистика 
AHMOK также аналогична (т не зависит от п) статистике 
Гринвуда — см. пункт 1.2.6) таблицы. 

Отметим, что схеме построения PC, основанных на спейсин-
гах, построенных по />1 отрезкам вариационного ряда, и опи­
санной в разделе 4.3 работы Э. М. Кудлаева [24], соответству­
ют статистики (7) с m=0 и функциями \пк, не зависящими от 
второго аргумента, причем Дь = 1, если 

) - \ 
А— У+ 2 (lNp2i]-[Np2l^]) + s, 

s = i ,2, . . . , [Np2 i]-[Np2 i-1]; /=l . . . . . / . 
..Если же 

/ - 1 

k^J + ̂ dNp^-lNp^}); / - 1 , . . . , г + 1, 
(=0 
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li 

то 

Здесь [л:]— целая часть числа х и"предполагается, что все чис­
ла [Npi]; i=l,... ,21, различны и 

p_i-=po-l—Р2г-ы~0 
Автору этого раздела неизвестны работы, в которых приводят­
ся статистики АНМОК для PC, построенных по отрезкам ва­
риационного ряда. 

Рассмотрим критерии однородности, основанные на спей-
синг-частотах первого порядка. Пусть в (7) т = 0 и функции 
fnh при каждом значении k не зависят от первого аргумента. 
При широких условиях (Э. M. Кудлаев, [22, 23]) для проверки 
последовательности гипотез: функции распределения членов 
обеих выборок непрерывны и совпадают против альтернатив 
(6) с Tft==l/yJV и справедливости (8) статистика АНМОК яв­
ляется линейной — см. пункт 2.1.6) таблицы. Если, кроме того, 
функции fnh, входящие в (7), не зависят от второго индекса k, 
то различаются лишь альтернативы (6) с тп—l/i/N, причем. 
статистикой АНМОК является (см. Рао, Мардиа [291], Холст, 
Рао [186]) статистика Диксона — см. пункт 2.1а) таблицы. 
Асимптотическую мощность статистики Диксона можно 
превзойти, если рассматривать вместо PC схему с m-РС. Ста­
тистикой АНМОК в этой ситуации является (т не зависит от 
п) статистика Цуканова — см. пункт 2.3 таблицы. 

Критерии однородности, основанные на спейсинг-частотах 
высших порядков, определяются следующим образом. Пусть в 
(7) функции fnh не зависят от каждого аргумента с нечетными 
номерами и 

/в* (Уо. Уи •••> 0m) —ro-J 2 ^ ) ' У&%' г"=°> i т. 

При широких условиях (Холст [185]) для проверки последова­
тельности гипотез: функции распределения членов обеих вы-
борок_совпадак)т и непрерывны против альтернатив (6) с тп = 
==1/yN при п, йп--~—, a = lim {n/N), 0<a<;+.{infty}, статистика 
АНМОК, основанная на спейсинг-частотах высших одинаковых 
1-тых порядков, является линейной — см. пункт 2.2.6) таблицы. 
Если, кроме того, функции а>Пк не зависят от второго индекса 
k, то различаются лишь альтернативы (6) с хп — 1 l\f N причем: 
статистикой АНМОК является аналог статистики Диксона — 
см. пункт 2.2.6) таблицы. 

Дополним вышеупомянутые результаты сведениями об 
асимптотически оптимальных критериях согласия в полиноми­
альной схеме размещения частиц по ячейкам. Предположим,, 
что в Кп различимых ячейках независимо размещаются п раз-
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.личимых частиц таким образом, что вероятность попадания 
каждой частицы в &-тую ячейку равна 0<p n f t <1, k=l,. .., kn. 
Обозначим через vnh число частиц, попавших в k-ю ячейку, и 
пусть 

fc/I •' ' 

£я — £j,fnkbnk "V-.I.-H7-), (10) 

где fnh — действительная борелевская функция m+1 действи­
тельного аргумента. Нас интересуют статистики вида (10) для 
проверки гипотезы согласия: 

Hn-Pnk = P°nk' k==l kn> (11) 
где p",—некоторые заданные вероятности, против последо­
вательности сближающихся альтернатив 

^ ^ « л - ^ О + .дЫ. А - 1 kn, (12) 
где аналогично (4) 

•*» 

(•=1 

и аналогично (9) 
t„ = 1/"|/N или T—1///V. 

Здесь мы ограничимся рассмотрением регулярных схем 
0<Ci{le}&npnfc-<C2< + 0 0 , k= 1, . . . , kn, (13) 

и малых выборок 
npnft<C3< + {infty}, k=l,...,kn, (T4) 

(терминология заимствована из обзора В. A. Иванова, Г. И. Ив­
ченко, Ю. И. Медведева [15], содержащего большое количество 
результатов о статистиках (10)). При выполнении соотношения 

ft{to}ce, limA-=a, 0 < a < + oo, (1S) 
числа Ci (i—l, 2, 3) не зависят от п. В случае т = 0 и гипотезы 
равновероятности: 

p°ft==1//гл, k = \ kn, 
при альтернативах (12) CTn=1/yN соотношение (13) сводится 
к (15), а статистика АЙМОК при условии , 

ft- . 

2 blb+fryO, max |ft„*|<c< + с о (16) 

является (см. Холст [185]) линейной —см.' пункт 1.5 таблицы. 
ЕСЛИ, кроме того, в (10) функции fnk не зависят от второго 
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Асимптотически оптимальные PC и т—PC критериев согласия и од 

на Проверяемая гипотеза Класс статистик 

Асимптотически оп 
скорость сближения альтернативы 

4 
с гипотезой 1/T̂ .V 

1.1 

1.2 

Гипотеза о согласии с 
равномерным на отрезке 
'[0,1] распределением 

» 

Критерии согласия 
N 

PC, основанные на S.v= = .S WN (k)— 
спейсингах первого по- p.=i 

^ ф у н к ц и и U не за- - ^ ( * - 1 ) Г - с т а т и с т и к а 
висят от индекса Гринвуда 
-%=1, . . . , -V; 

б) функции fnk зави­
сят, вообще говоря, от 
k = l, .... N 

PC, основанные на 
симметрических функ­
циях от спейсингов выс­
ших порядков: 

а) класс статистик 
Дель Пино; 

б) класс статистик 
Кресси 

-WN{{k-\)l)f 

N 

( -=1 



1.3 

1.4 

l .S 

1.6 

Гипотеза равновероят­
ности 

Pnt = l/kn, 

» 

> 

Гипотеза согласия: 
pnk=P°nh, k=l,..., kn 

Симметрические PC 
полиномиальной схемы 

т—РС полиномиаль­
ной схемы, для которых 
функции fnk не зависят 
ОТ &£-..-1, . . . , kn 

PC полиномиальной 
схемы 

PC полиномиальной 
схемы в случае регуляр­
ных схем и малых вы­
борок 

Статистика %~: 
1-я 

Статистика Ивченко—Цука­
нова: 

У2 (п. kn)= 

Й - - . 1 

—2(V"--+---+V«,A+m-l) 
( 4 = 1 

2. Критерии однородности 

2.1 Функции распределе­
ния членов двух выбо­
рок непрерывны и сов­
падают 

PC, основанные на 
спеисинг-частотах перво­
го порядка: 

а) функции fnk не за­
висят от .4=1 , , . . , iV 

Статистика Диксона: 

JV 

?« = 2 "я* 
й = 1 



СО - . . .. . . . - - - . . . 

№№ 

2.2 

2.3 

Проверяемая гипотеза 

> 

> 

Класс статистик 

б) функции fns зави­
сят, вообще говоря, от 
* = 1 , . . . , N 

PC, основанные на 
спейсинг-частотах вые-
щих одинаковых Z-тых 
порядков: 

а) функции fns не за­
висят от А = 1 , . . . , [NJI] 

б) функции fnk зави­
сят, вообще говоря, от 
£ = 1 , . . . .[ iV/q 

т — PC, основанные 
на спейсинг-частотах 
первого порядка, с функ­
циями fnk, не зависящи­
ми от k=l, ..., N 

Асимптотически 
скорость сближшия альтернативы 

4 
с гипотезой l/VTf 

Статистика Рао—Швейцера 

[Nil] 
tn (0= S <k 

( . = 1 

Статистика Цуканова: 

N 1 т \ -

*=1 WW) / 
N lm—\ \ -

ft-—1 \У=0 / 



индекса к, то различаются лишь' альтернативы (12) с т, — l / ^ / V 
причем статистикой АНМОК является статистика %2 •— см. 
пункт 1.3 таблицы (Холст [185]). Асимптотическую мощность 
последней статистики можно превзойти, если в (10) рассматри­
вать значения /п>1 (т не зависит от n). Статистикой АНМОК 
в этой ситуации является статистика Ивченко—Цуканова 
[17] — см. пункт 1.4 таблицы. 

Для проверки более общей гипотезы (11) против альтерна­
тив (12) с тп — \/YN И справедливости соотношений (13) —(16) 
(в последнем соотношении в первой его части вместо Ь%,. сум­
мируется p°nflbnk) статистика AHMOK также является (Г. И. Ив­
ченко, Ю. И. Медведев, [16]) линейной —см. пункт 1.6 таблицы. 

Из этой таблицы и фактов, приведенных в этом параграфе, 
можно сделать следующие выводы: 

1) При различении простых сближающихся с гипотезой со 
скоростью l/"|/iV альтернатив асимптотически оптимальной яв­
ляется линейная форма от случайных величин 

wnh, k=\, ..., kn (17) 
коэффициенты bnu или b{k/kn) которой зависят от альтерна­
тивы, 

2) При различении простых, сближающихся со скоростью 
1/у N альтернатив, асимптотически оптимальной (в ТОМ числе, 
по-видимому, и для m-РС, основанных на спейсингах первого 
порядка) является квадратичная форма от случайных вели­
чин (17), коэффициенты которой не зависят от вида альтерна­
тив. 

3) При различении альтернатив, сближающихся с гипотезой 
со скоростью If-^N, использование асимптотически оптималь­
ных m-РС вместо асимптотически оптимальных PC позволяет 
увеличить асимптотическую мощность односторонних критери­
ев, возрастающую с ростом m. По-видимому, это утверждение 
имеет место и для критериев согласия и однородности, основан­
ных соответственно на спейсингах и спейсинг-частотах высших 
одинаковых порядков. Что же касается альтернатив, сближаю­
щихся с гипотезой со скоростью 1/Y.V, то можно предположить, 
что переход от PC к m-РС не увеличивает асимптотическую 
мощность соответствующих оптимальных критериев. 

§ 16. Некоторые другие критерии 

В работе Аки и Кашиваги [77] рассмотрена статистика для 
проверки простой гипотезы о виде распределения, основанная 
на интеграле от модуля эмпирического процесса. Предельное 
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распределение такой статистики совпадает с распределением 
функционала l=S\w(t)\dt и имеет следующий вид: 

о 

У = 1 

где 
7-/2 

GsC*)-2«yGfe 1 
7=1 ч / 

G(x, й ) = — [ exp{—Va(x, и)} da, 

1/ (x а).-;.-1-/-"-1? (-•п(ааЛ^(--)/2)|- ; / ( '-а)со-((а—-) и + я/С(а)/2)^ 
1 j cos д 

(Зб;Р(б;)), / = 1, 2, 

<jj — /-й положительный корень Р ' (г/). Вывод этой формулы 
основывается на результатах Каца [198] и В. М. Золотарева 
[13]. 

В работе В- И. Тимонина [56] рассматривается задача о про­
верке гипотезы следующего вида (альтернатива Лемана) 

tf0=E(*)=[G(0P, 
относящейся к двум выборкам с распределениями F(t) и G (t) 
и объемами т и п, k — известное число. Для проверки этой 
гипотезы используется аналог статистики Колмогорова — Смир­
нова 

1 к= S"P — —> 
0<«П +ц[Я т + л (0]1~*-—1-Ядам(0 

где k0=l/k, \JL=k2m/n, Fm vs. Gn — эмпирические функции рас­
пределения для первой и второй выборок. Предельное распре­
деление построенной таким образом статистики совпадает c 
распределением обычной статистики Колмогорова — Смирнова.. 
В работе получено распределение этой статистики и при конеч­
ных объемах выборки. 

В работе Фукуи и Миуры [159] рассматривается обобщение 
альтернативы Лемана в форме 

F( i)=A(G(t),e) , 
где h(t) —известная функция. 

В работе Зайта и Пандикова [368] рассмотрено обобщение 
Лемана статистики Крамера — Мизеса в случае проверки ра­
венства распределения двух случайных величин. Эта модифика-
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ция приводит к упрощению процедуры вычисления значений 
статистики. 

В работе Козика и Саркади (214] для проверки гипотезы о 
равномерности распределения на [0, 1] предлагается использо­
вать статистику, аналогичную статистике Ватсона омега-квад­
рат 

ft \ft J ип + i) ' 
{x(i)} — порядковые статистики, построенные по выборке. 

В работе Хартиганов [173] предложен критерий для про­
верки гипотезы унимодальности одномерного распределения,. 
основанный на статистике 

dip — inf sup|E(A:)-E„(x)|, 

где U — множество всех унимодальных распределений. К со­
жалению, его применение затруднено из-за зависимости рас­
пределения статистики от неизвестного гипотетического распре­
деления. В работе одного из этих авторов [172] рассматривается 
критерий унимодальности многомерного распределения, осно­
ванный на нахождении дерева минимальной длины, связываю­
щего все наблюдения. 

В работе Хавкинса [174] и Лейпуса [27] статистика Кол­
могорова — Смирнова применяется к оценке момента измене­
ния распределения в последовательности наблюдений (опреде­
ление момента разладки). 

§ 17. Мощность и эффективность критериев согласия 
В большинстве статей, относящихся к рассматриваемым в 

настоящей работе вопросам, свойства критериев согласия ис­
следуются по методу Монте—Карло. Интенсивные исследова­
ния такого рода содержатся в одной из первых статей на эту 
тему, принадлежащей Стефенсу {333]. В этой работе и в рабо­
те Дайера [150] отмечается, что при применении критериев нор­
мальности типа омега-квадрат при известных параметрах их 
мощность может быть повышена при рассматриваемых альтер­
нативах, если вместо известных параметров подставлять их 
оцененные значения. Дальнейшее исследование этого вопроса 
проводится в работе Уэлса [361], где со ссылкой на неопубли­
кованную работу предлагается использовать при применении 
параметрических критериев неустойчивые оценки. 

В работе Дайера и Харбина [151] путем моделирования ис­
следовалась мощность критериев согласия для- показательных. 
распределений. 

В работах Милброта и Страссера [253] и О. К. Данильче-
вой [8] получены разложения асимптотической мощности кри­
териев согласия и производится их сравнение. 

6* 8а 



В то время как критерии согласия, такие как критерии 
Колмогорова — Смирнова и омега-квадрат и др., являются 
асимптотически состоятельными против любых фиксированных 
альтернатив, при конечных объемах выборок вероятность при­
нятия альтернативного распределения может оказаться боль­
шей, чем вероятность принятия распределения при нулевой ги­
потезе. В качестве примера рассмотрим критерий омега-квад­
рат для проверки равномерности распределения на интервале 
(О, 1) при объеме выборки, равном двум. Ранее отмечалась 
близость распределения этой статистики к предельному. В то 
же самое время легко вычислить, что при вероятности ошибки 
первого рода, меньшей (6—л) / 8 » 0,36, альтернативное распре­
деление, сосредоточенное в точке 1/2, принимается всегда. 
С ростом .объема выборки это свойство ослабляется и исчезает 
только асимптотически. 

В работе A. Н. Тюлягина [59] исследуется асимптотическая 
допустимость критериев согласия, применяемых для проверки 
простых и параметрических гипотез. Сравнение качества крите­
риев согласия проводится также с использованием различных 
мер асимптотической эффективности: по Бахадуру, Ходжесу— 
Леману, Питману и др. Эффективность по Бахадуру вводится 
следующим образом (см. Я. Ю. Никитин [42]). Рассмотрим 
последовательность статистик {Тп}. 'Предполагается заданным 
параметрическое семейство альтернативных распределений 
F(x,Q). Пусть проверяется гипотеза Я0: 8 = 0 при Н\\ 8 > 0 . 
Пусть Fn (х) — функция распределения Тп, Ln{x) = l—Rn(x). 
Пусть для всех 8 > 0 существует функция Gr(0) такая, что поч­
ти наверное при Н\ 

lim /г 1 In .£„.- — Cr(Q)/2. 
«-.-co 

Тогда Сг(9) называется точным наклоном (по Бахадуру) для 
последовательности {Тп}. Точный наклон характеризует ско­
рость экспоненциального убывания ошибки первого рода при 
фиксированных мощности и альтернативе. Известно неравенство 

Ст (0) < 2К (9) - 2 \ In - ^ 4 ) g (x, 0) dx, 
<J S (x, 0) 

где K(Q)— информация Кульбака — Лейблера. Последователь­
ность статистик {Тп} называется асимптотически оптимальной, 
если Gn(8) = 2Д(8), и локально асимптотически оптимальной, 
если Ст(8) ~2K(Q)- Областью локальной асимптотической оп­
тимальности называется семейство распределений {G(x,8), 
666}, для которых выполнено свойство локальной асимптоти­
ческой 'Оптимальности. При некоторых условиях семейство 
{G(x, 0)] принадлежит области локальной асимптотической 
оптимальности тогда и только тогда, когда 

Ge'(G-1(x.Q) I0)=a(x), 
где v(x) определяется с точностью до константы по последова-
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тельности {Тп} и называется ведущей функцией. Для статисти­
ки типа омега-квадрат с оцениваемыми параметрами и двух-
выборочной статистики однородности ведущая функция имеет 
вид С sin nt. Такую же ведущую функцию имеют и последова­
тельность первых компонент статистики омега-квадрат. Для 
статистики Андерсона—Дарлинга с оцениваемыми параметра­
ми — w(t)-=Ct(l—t). Для статистики Ватоона ведущая функция 
может быть или С sin2nt или С sin 2nt. 

Представляет интерес нахождение распределений, для кото­
рых критерии согласия оказываются асимптотически локально 
оптимальными. Ниже будем предполагать, что оптимальность 
ищется в классе распределений, для которых существует плот­
ность f и K(Q) ~ / (/) G2/2. Рассмотрим альтернативы сдвига на 
б. Оптимальность по Бахадуру для статистики Колмогорова — 
Смирнова достигается при распределении Лапласа с плотностью 

f(*)-=(V2)exp(—Л|*|). 
Простейший критерий омега-квадрат оптимален по Бахадуру 
для распределения с плотностью 

/(j-)-l/[nach((t~T)/o)]. 
Статистика Андерсона — Дарлинга оптимальна по Бахадуру 
для логистического распределения, а статистика Ватсона — для 
распределения Коши. 

В работе О. А. Подкорытовой [49] доказано, что статистика, 
предложенная Хмаладзе (см. § 10), 

— 03 

оптимальна в тех же самых условиях для распределения 
F (х) = 1—ехр (—ехр х). 

Эффективность по Бахадуру рассматривалась также в рабо­
тах Грегори [168], Козиола и Петкау [223], Козиола 1[219, 220], 
Аки и Кашиваги [77], Козека [212], В. Л. Аббакумова [1] и др. 

Другой подход к определению асимптотической эффектив­
ности последовательности статистик {Тп} предложен Ходжесом 
и Леманом (см. Я. Ю. Никитин [44]). Это определение основано 
на скорости экспоненциального убывания ошибки второго рода 
pn.(a, 6) при фиксированных значениях а и простой альтернати­
ве 8. Если существует функция dT(6). 0<dT<{infty}, такая, что 

— 2 Urn /тЧпрЛа, е). 
"-*-оо 

то dT(0) называется точным наклоном (индексом) по Ходжесу — 
Леману последовательности {Тп}- Имеет место неравенство 

d T ( 0 K 2 W , 
где К(д)—информация Кульбака — Лейблера. Доказано, что 
последовательности статистик типа Колмогорова — Смирнова, 

T„-=sup 
х 
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омега-квадрат, и Ватсона, применяемые для проверки гипотез 
при одной выборке, однородности нескольких выборок, симмет­
рии и независимости, являются асимптотически оптимальными 
по Ходжесу — Леману, то есть для них выполняется равенство 
dT(0) =2^(0). Это свойство имеет место при широких предпо­
ложениях относительно альтернатив. Такой результат может 
свидетельствовать о малой способности такого определения 
асимптотической оптимальности к различению таких критериев. 

В работе Зоу и Яммаламадаки [369] рассмотрена эффектив­
ность по Бахадуру статистик, основанных на спейсингах. Эф­
фективность критериев по Питману рассматривается в работе 
Роте [300] и Арчамбаулта и Микульского [83]. Вопросы о рав­
номерной эффективности критериев рассматриваются в работе 
Баррона [85]. 

§ 18. Вычисление функций распределения квадратичных форм 
Критерии типа омега-квадрат на практике могут быть при­

менены для проверки значительно более широкого класса гипо­
тез о согласии, чем критерии Колмогорова — Смирнова. Это 
объясняется тем, что предельные распределения статистик типа 
омега-квадрат поддаются расчету в большем числе случаев. 
В то же самое время алгоритмы вычисления распределений 
этих статистик при малых объемах выборок отсутствуют, за 
исключением частного случая статистики Смирнова и некото­
рых двухвыборочных статистик. 

Предельные распределения статистик типа омега-квадрат 
при нулевой гипотезе совпадают с распределением интеграла 

afi=^p(f)dt (1) 
о 

•от гауссовского случайного процесса | ( / ) с нулевым математи­
ческим ожиданием и некоторой корреляционной функцией 
K(t,%), являющейся пределом корреляционных функций соот­
ветствующих эмпирических процессов. 

Хорошо известно, что случайная величина со2 из интеграль­
ного представления (1) может быть преобразована в линей­
ную комбинацию квадратов нормальных случайных величин: 

оо 

с тем же самым распределением. В этой сумме Х\, Хч,..., — 
последовательность независимых одинаково распределенных 
случайных величин, имеющих стандартное нормальное распре­
деление (с нулевым математическим ожиданием и единичной 
дисперсией), а коэффициенты ее,- являются характеристическими 
числами ковариационного оператора 
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г 
Kf = \K(t, %)f{x)dx. (3) 

0 
Коэффициенты в (2) удовлетворяют условию: 

1 со 

\fC(t, т)Л.---2а1<°°-
о « - 1 

Отметим, что коэффициенты а{ в рассматриваемых задачах по­
ложительны. Характеристическая функция (1) и (2) выражает-

00 

ся через определитель Фредгольма D(;-\,) ==П(1—Хоь) коварна-
ционного оператора (З) следующим образом: 

9(^) = l/D-1-/2(2tY). 
Методы вычисления функций распределения рассматривае­

мых квадратичных форм основаны обычно на различных ме­
тодах обращения характеристической функции. 

Ранее приводились формулы для определителей Фредголь­
ма для статистик с известными параметрами. Теперь рассмот­
рим связь между определителем Фредгольма D0(A), соответст­
вующего ковариационной функции ty(t)ty(x)Ko(t, т), и опреде­
лителем Фредгольма D(X) для ковариационной функции 

K(t, *) = №№)(KoV, x) — 2 xi(t)xt(*)\ 

TeM самым будет рассмотрена связь между определителями 
Фредгольма для ковариационных операторов при отсутствии и 
наличии оцениваемых параметров в следующей ситуации. 
Обозначим через ' а / и cpi' характеристические числа и собст­
венные функции ядра *ф (/)-ф (х)/Со (.ti t ) • Пусть все ai различны. 
Введем также обозначения 

о 

А,-(А„, ...,fiik), d(X) = fet(E~%-^\ 

где Е — единичная матрица размера kxk, 

Г п У hb . Tr у hlkh" ЪФЬ 
1 ])— l+jLi l/"._.oj J Ы — - < 1/%—at ' R ^ -

1фг 1фт 
Пусть множество Л* состоит из тех ar, r—l, 2 , . . . , для кото­
рых ||ftr||{ne}0, но равны нулю величины 

<?-— 2 '(-1)*2А<А,«,ПТ?*,.. 

87 



где mu...,mh — всевозможные перестановки чисел от 1 до k, 
a q — число попарных перестановок для каждой из них. Тогда 
определитель Фредгольма D(?») есть 

D(i\) = D0^)d(A)/ П (1-а-?.). 

Эта формула выведена в книге Г. В. Мартынова [34]. При 
k = l получаем отсюда формулу для определителя Фредгольма, 
предложенную Дарлиигом [127]. При &{le}3 аналогичная форму­
ла рассматривалась в работе Сукхатме 1[344], однако в ней был 
пропущен знаменатель. Смысл этой формулы заключается в 
том, что в некоторых случаях (например, при оценивании толь­
ко одного параметра в критериях нормальности) часть собствен­
ных значений корреляционного оператора при известных пара­
метрах являются собственными значениями и для корреляцион­
ного оператора при дополнительных оцениваемых параметрах. 

Для классической статистики омега-квадрат (статистики 
Н. В. Смирнова) коэффициенты в (2) оказываются различны­
ми, а.-=-1/(эт;£)2. и поэтому здесь может быть применена фор­
мула, полученная путем обращения характеристической функ­
ции Н. В. Смирновым [51—55]. 

Обозначим Яг = 1/с-.- Функция распределения Q выражает­
ся следующей формулой: 

Fr(x)=i+-i ( - i / t е~х%12,Т-. *>°- <4> Т * Й ' ) (-Д(Х))1'2 Х 
Л2Й-1 

D (Л)=.-П(1 —Л/.-.). 
i=i 

Для сходимости этого ряда должны быть выполнены некоторые 
условия, рассмотренные Г. В. Мартыновым [31, 34]. Так, при 
слишком быстром сближении величин Хън и Kak+i члены этого 
знакопеременного ряда стремятся1 к бесконечности. Интегриро­
вание в k-ом интеграле производится после преобразования 
[166] 

% = ph(z) =1[ (Xa-.--A.2n-i) z+V+>.2ft-i]/2 
по формуле 

( ' j j pk(*)(-D(pk(z))fl2 / 1 - F ' 

Подынтегральная функция в этом интеграле содержит особен­
ности, сосредоточенные только в множителе 1/yi—z2. Поэтому 
для численного интегрирования может быть применена квадра­
турная формула вида 
88 

Xa-.--A.2n-i


S f (г) dz я -г... y^Ep^^l /(**)+*«• 
_ i r л ( . - = 1 i 

iik—l \ 
где 2.A = cosl 2ff- -я I, k=-1, 2 m> i?,—остаточный член. 

Если квадратичная форма (2) содержит конечное число 
слагаемых, то и сумма (4) конечна. При этом, в случае, когда 
квадратичная форма имеет нечетное число слагаемых, послед­
ний (пусть r-й) интеграл в (4) имеет пределы интегрирования 
'(Aa-b °°). К этому интегралу применим замену переменных 
X=pr(z) =2A.2r-i/U—z)> после чего он принимает вид 

, » . f e~pr^ iPr{s)~Ur^ dz 

Этот интеграл вычисляется также по приведенной выше квадра­
турной формуле. Во многих случаях собственные значения 
корреляционного оператора являются кратными. Группируя 
члены ряда (2) с одинаковыми значениями ai, получаем линей­
ную комбинацию хи-квадрат распределенных случайных ве-
личин 

со 

Q-= 2 "**•>•• <5> 
1-1 

где 5г—-кратность коэффициента а* в сумме (2), %| ., i--=1.. 
2 — независимые случайные величины, имеющие распреде­
ление у? с числами степеней свободы si, i=\, 2 

Формула Н. В. Смирнова, рассмотренная выше, обобщена на 
случай произвольных квадратичных форм вида (5) в работе 
Г. В. Мартынова [33]. Приводимое ниже ее обобщение может 
рассматриваться главным образом как алгоритм, с помощью ко­
торого возможен вывод конкретных формул для функции рас­
пределения квадратичных форм простой структуры. 

Обозначим в (5) р,г= 1/а*. Не ограничивая общности счита­
ем, что Hi<Cnj, если i < / . Будем считать, что в сумме (5) 
содержится конечное ЧИСЛО членов, которое обозначим через г. 
Таким образом, а* = 0 при г>г . Пусть р,., <щ, < . . .<ц . £ — 
все такие {mu},, для которых числа степеней свободы si нечетные. 
Число L будем считать четным, в противном случае значение 
г увеличим на единицу, добавив в сумму еще одну случайную 
величину хи-квадрат с одной степенью свободы, умноженную 
на нулевой коэффициент (в этом случае |Xr=--{infty}). Рассматривае­
мая формула будет справедливой и при бесконечных значениях 
г, если полученный ряд окажется сходящимся (как и для фор-
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мулы Смирнова). Далее введем последовательность подмно­
жеств чисел, обратных к коэффициентам ряда (5): 

As —{-1-м f̂c.nft)1 k = \, ..., t, t = L/2, 
где Яй1-=|лга6_., K,nk = \iiz/l, Кд< • • • <U,nk-i — ̂ ce числа среди 
{mu}i, i — \,...,r, с четной кратностью, расположенные по величи­
не между Xfti и Лл.п/г • Обозначим через 4* число степеней свобо­
ды распределения случайной величины хи-квадрат, перед кото­
рой в формуле (5) стоит коэффициент, соответствующий 1Ди. 
Пусть {Tj, / = 1 , . . . , 17}—возрастающая последовательность 
тех из [xi, i=l,...,r, которые не вошли в объединение всех 
множеств Ли, k = l , . . . , t. Обозначим через xi число степеней 
свободы распределения случайной величины хи-квадрат, перед 
которой в (5) стоит коэффициент l / t i . В дальнейшем для 
упрощения записи вместо k, tik будет использоваться обозначе­
ние {k}. Обозначим Nkj==[thj/2\— 1, rhj = hi/2— 1, [а] — целая 
часть а, 

т(Ц= 2 s" «*./(*•)- {sum} St, 

Общая формула для функции распределения квадратичной 
формы (5) имеет вид 

п t [ЧЧ 
-•F(*)-P{Q<.x}=l+2*y(*)~2 

j-i fc-1 
s im({lambda})e-?.»./2 

| 4 I-О, (Я) I 1/2 

» * - • W<V 

2 2-#<*><*-**/~,*r'+ 

p=0 
+<2«?}w(-i)P^r,"---P"rw (Л{(!}-А,Р ' « " ' Л -

.v 

p=0 

j~2 L д=о 

&.ме»>_-Г--
riii—P 

_____ 

-V А; 

+*2«?}<*) 
p - i 

+ 
•so 



+"%<М^" 
В этой формуле i — мнимая единица, все корни из положитель­
ных величин — арифметические, 

t=-0 

;,_ П 0 - - ^ 
s* 

rxP 

щ=\, ws получим из x^ws_x — w's^ путем замены .x:p на xp+v 
• {rws является многочленом .у переменных xlF x2 xs), 

ki/ s T V hj.P-t (%UX\l
r-bb,x 

•-*•*;=- - / I A f t ; W I • Фц1°г-Щ(вкА>- • •>0-iyi)>' 
a'*-(--')l{1+

<n.g,.rt-o-^w}-
/Ч-Я..'?'"* Urn .""'<Ч+Ч 

причем предел берется изнутри интервала {%kv Я^). При «.А-=1 
из приведенной общей формулы следует формула Смирнова. 
Все интегралы в этой формуле сходятся абсолютно. Численное 
интегрирование в ней может быть проведено с использованием 
преобразований, описанных выше для формулы Смирнова. В ка­
честве примера рассмотрим выражение для функции распреде-
.ления квадратичной формы <22.= %з,1 + —.-l.^' где 1%л и %\,ц — 
независимые случайные величины, имеющие распределение %2 

с тремя степенями свободы. Тогда, из общей формулы следует, 
•что функция распределения такой случайной величины есть 

'«-'+-£$•*££-
3f--* е-'Р+У-* е-*А dz 

91 



_-1(3е-*/2+е-ад2)} . 
В работе Града и Соломона [166] ранее рассматривалась фор­
мула для функции распределения квадратичной формы* 
хх+А(х%+х§, Л>0 . 

Из рассмотренной общей формулы следуют формула для 
функции предельного распределения статистики Ватсона, при­
веденная ранее, и формулы для предельных функций распреде­
ления статистик типа омега-квадрат для проверки однородности 
распределений нескольких выборок. 

При сравнении критериев по мощности может быть введена 
последовательность альтернатив, сближающихся с ростом но­
мера наблюдения с нулевой гипотезой. В случае простой гипо­
тезы, например, это сближение может проходить по закону 

G"(x) = G(x)+-yf-
В этом или в аналогичных случаях для критериев, предназна­
ченных для проверки более сложных гипотез, предельный гаус-
совский процесс %(t) имеет математическое ожидание a(t) = 
= t(G-1(t)), отличное от нуля. Тогда интеграл (1) приводится 
к сумме (2), где величины xi имеют уже отличные от нуля 
математические ожидания, пусть т{, являющиеся коэффициен­
тами разложения функции a(t)"в ряд по собственным функци­
ям корреляционного оператора (3). Тогда сумма (5) запишется 
в виде 

где X2 
i-\ {cdot}"iW.{cdot}-i 

s — независимые случайные величины 

(5а) 

X2 с числами' 

степеней свободы st и параметрами нецентральности б?. Общая 
формула для вычисления функции распределения линейной 
комбинации (5а) нецентральных случайных величин х2 получе­
на Г. В. Мартыновым [31] и имеет вид 

со 

/̂ -l+.larctg.l-.lj ̂ ' - y ' ^ " dt, 
г д е 

{ 2 \ 

ри)-1 П \\[ 1 _ *L)2+JLf/4
eXD J_M!mzz<£±m.\\ p W »-i ill *»l+i$\ p l -[(«--.)' + *'] J)-
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ад (t).-ardg-=-- , й * - Л . 
-- «is 

Здесь а — произвольный параметр. При вычислении распреде­
лений типичных статистик омега-квадрат его значение следует 
полагать равным 2.4. Эта формула обобщает известную форму­
лу Имгофа [191], получаемую из приведенной при а = 0. Выбор 
значения аФО приводит к появлению в числителе подыинтег-
рального выражения множителя ехр[—atx/2], что обеспечивает 
более быстрое убывание амплитуды колебаний подынтегральной 
функции. Это облегчает процесс численного интегрирования. 
Приведенная формула может использоваться и для вычисления 
функций распределения неположительно определенных квад­
ратичных форм, а также функции распределения отношения 
квадратичных форм. Программа для вычисления функции рас­
пределения нецентральной квадратичной формы общего вида 
содержится в статье Н. М. Зубовой и Г. В. Мартынова [14]. 

Существуют также методы вычисления функций распреде­
ления квадратичных форм, основанные на разложении этих 
функций в степенные ряды. Эти методы, как правило, мало по­
лезны при вычислении функций распределения квадратичных 
форм даже с небольшим числом элементов. 

Недостатком изложенных выше методов вычисления распре­
деления интеграла (1) является то, что для этого надо пред­
варительно вычислить характеристические числа « , в доста­
точно большом количестве. Эта задача во многих случаях не­
выполнима. Поэтому представляет интерес • следующий метод. 

По аналогии с квадратурными формулами в теории числен­
ного интегрирования детерминированных функций запишем 
следующую аппроксимацию случайной величины to2: 

т 

Здесь ат — коэффициенты какой-либо квадратурной формулы, 
известной в теории численного интегрирования, индекс т в 
<о2'т записан вверху с целью ОТЛИЧИТЬ ЭТО обозначение от 
обозначения статистики а>т

2, вычисляемой по выборке объема 
т. Прежде, чем исследовать сходимость предлагаемой квадра­
турной формулы, рассмотрим вопрос о вычислении ее функции 
распределения. 

В отличие от рассмотренных ранее квадратичных форм от 
нормальных случайных величин, входящие в со2,т нормальные 
случайные величины b,(ti), %{h),..., | ( t m ) коррелированы и 
имеют ковариационную матрицу К с элементами К (к, tj), 
i, j—l, 2,..., т. В принципе, молено рассматривать задачу о 
вычислении функции распределения квадратичной формы еще 
более общего вида X'AX, где А —- симметричная матрица по­
рядка т, X— вектор порядка т, имеющий нормальное распре-
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деление Ы(\л,К). Характеристическая функция со2'™ имеет вид 
я|>(*) =[det(l-n—2«A^)]-1/2exp{^M-' (-m—2itAK)-lA\b} 

(си. например, Барра, [2]). Численно эта характеристическая 
функция совпадает с характеристической функцией, которая 
получилась бы после преобразования квадратичной формы к 
каноническому виду, рассматриваемому ранее и использующему 
знание характеристических чисел ковариационного оператора. 
Следовательно, могут использоваться методы вычисления рас­
пределения co2,m, аналогичные ранее описанным. Рассмотрим 
теперь случайную ошибку 

1 т 

вт = ш2_ю*.>»=С|2(/)#_2а£ |-(*«). 

введенной квадратурной формулы. Ее математическое ожидание 
есть 

1 т 

Таким образом, если выбрать коэффициенты ai и узлы tf в. 
соответствии, например, с методом Симпсона численного интег­
рирования, то для достаточно гладких функций /((/, t) Еът-*-§~ 

Найдем теперь дисперсию ет: 
(Р "* \ 2 

Dzm~E\\{i4t)-K(t, tydt-^at&Htu-Kiti, td)] . 
Обозначим 

.A{t, т) =El№(t)-K(t, t)) (1-(т)-Д(т, -г))]. 
Тогда 

1 1 mm m l 

o о i - i J-\ .=1 о 
Второе слагаемое в правой части этой формулы дает простей­
ший метод вычисления двойного интеграла от функции A (t, т). 
Тогда при достаточной гладкости функции A (t, x) это слагаемое 
при достаточно больших т отличается от первого слагаемого-
на малую величину. Следовательно, можно записать 

1 1 Hi 1 

£>е„-2 С [ A(t, x)dtdx-2^al С A(t. tt)dt + %m. 
0 0 - - 1 ij 

Здесь xm{to}0. Обозначим 

.а(*)..= §.А(*,т),4т. 

94 



Тогда 
1 т 

Dem --=2 С В (t) dt~ 2 2 а.Я (^)+«/«• 

Следовательно, если функция B{t) достаточно гладкая, та 
Dem{to}0 при увеличении числа узлов интегрирования. 
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