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О МИНИМАЛЬНОЙ СТЕПЕНИ ЛИНЕЙНОСТИ 
КОНЕЧНЫХ ПРОСТЫХ ГРУПП 

А.Н.ФОМИН 

В данной статье приводятся утверждения, аналогичные результа­
там работы £ Q . Как и в £Q , под классом групп понимается мно­
жество 'JOf1/ групп, рассматриваемых с точностью до изоморфизма,т ,е. 
если Д — 6» и £>6 TtV , то Ae ' j t f l . Далее, N обозначает 
множество натуральных чисел, Q - множество всех чисел, каждое из 
которых есть натуральная степень простого числа; = » гТЪ N ! 

р - простое число. Запись X —* Y означает, что X есть секция 
группы Y , 

Определение 1 . Пусть G- - конечная группа. Тогда наименьшее 
среди натуральных чисел ft таких, что Q является секцией группы 

Zia(fy1 , называется Jb^-степенью группы Q- и обозначается 
через /Ь (&1 • Натуральное число МьГЪ л Л называется 

ji -степенью группы G- и обозначается через fi>{№ 
Определение 2 . Конечная группа А называется yi^-широкой 

секцией группы G" , если А - простая неабелева группа, р £ 1 Е ( А 1 , 
yj^(A^ = Jb (G") >А ^ G- , А - * 6" , и если X - простая неабе­
лева группа и А — X —*• Q- , то либо X — Д , либо X ~ G" . 

Определение 3 . Подгруппа А конечной группы Qr называется 
Р -широкой, если А " простая неабелева группа, А Ф G~ >Jb(A\ = 

— jbiff\ и если X - простая неабелева группа и А ^ X ^ G" , 
то либо А = X , либо X = G" • 

Предложения 1 , 2 показывают, что свойства Jl^ -широких секций 
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и р-широких подгрупп конечных групп близки к свойствам широких под­
групп конечных групп. 

Теорема 1 . Пуста - класс конечных простых неабелсвых 
групп, содержащий, каждую простую неабелеву группу из множества 
[ £> а «р lft<£ N } • Тогда

 Г$1(^ содержит любую конечную простую 
неабелеву группу , порядок которой делится на р , если для каждой 
группы G - УЬ/ в класс J1V входит любая простая неабелева 
группа д , удовлетворяющая следующлм условиям: 

2) в группе G" есть такая подгруппа £) > что 

а) З Ь / 0 , ( 2 » * Х ; 

(5) М = МЛ(Ф1 - максимальная подгруппа группы Q- ; 

в} 0р/1М^ = О р Д , Н - единственная максимальная под­

группа группы Q- , содержащая >" 

г) <Ltffo«< , гдеН=фЛт,Ъ=Ъ/Ор<1М) 
М г г 

Эта теорема легко следует из леммы 1 и предложения 1 . 
Лемма 1 . Пусть ~ класс конечных простых неабелевых 

групп, содержащий все простые неабелевы группы из множества (Zi^CCpl 
IX 6 N "\ • Тогда если все. уЗ^ -широкие секции каждой группы из 

принадлежат TYl^ , то класс содержит любую конечную 
простую неабелеву группу, порядок которой делится на р . 

Доказательство . Предположим, что лемма неверна. Тогда сущес­
твует такое натуральное число \\ , что все конечные простые неабе­
левы р(£-группы, -степень которых строго меньше ГЪ , лежат в 

Ktb^ , и существуют конечные простые неабелевы pt i-группы с 
степенью, равной П, , не принадлежащие ^fth^ . Среди последних вы­
берем группу X наибольшего порядка. Ясно, что Jh^[X) — tV , 

X —• L^ify) > ^ а ^ С р € • Т е п е Р ь нетрудно усмотреть, что 
есть такая простая неабелева секция Y , что ^ ^ TCi/n и 

X — -широкая секция группы Y . По условию леммы, 
X £ ЭДЬа • Следовательно, наше предположение неверно. Лемма доказа¬ 

на. 
Лемма 2. Пусть \ —* Z^CCp j Т - нелдиничная ^-подгруппа из 
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Y , X —*" N C T l , X - простая неабелева группа. Тогда 

Д М «с ГЪ. 
Доказательство. Обозначим через G" • Ясно, что 

в \j- е с т ь такие подгруппы Л и £> , что В В / А — X и 
р £ 1С(Д) . Пусть Р - силовская р -подгруппа группы А 

Тогда X—*• N CP) • Теперь через V обозначим П, -мерное вектор-& 
ное пространство над полем р из элементов и рассмотрим е с т е с т ­

венное действие Q- на \ . Так как сЛтДТДр) — р , го CJ^P) — 
— - ненулевое собственное подпространство пространства V 

ПОНЯТНО, ЧТО V ДОПУСТИМО ОТНОСИТеЛЬНО N A P ) И Г Ц " 6 П,— ГЬ I 

где гг,= dim,(УД i \ = oLim.(Y/V0̂  . из N ^ P ) только 
р-элементы могут оставлять на месте каждый элемент из Y^U V / V ^ . 

Поэтому X является секцией по крайней мере одной из групп 
. Следовательно, J$ (j() < ft, . Лем­

ма доказана. ^ 
Следствие. Пусть Y / ^ ( С р , В б Y , А ^ В, В / А = X - п р о с ­

тая неабелева группа и J^^Ck^ — П . Тогда А , С ^ ( В ) и централиза­
тор в N^ , (A) /A подгруппы В/А являются р -группами. Если, 
дополнительно, рбТгДХ) и X ~ простая неабелева секция из 

W Ш 6 , то д Д О < а 
Лемма 3. /&ода Y — £ f t l C p , &.6 Y , В . /0 р ДВ.) = 

простая неабелева группа 

L 6 {-|Д i } , н «ycmfc X — ( B - M ^ l ^ i > . Гогда 
простая неабелева группа и 

Д(Х) - (г 
Доказательство . Сначала отметим, что из условий леммы следу­

ет,, что р 6 1u(Xj) . Здесь I - произвольное число из множест­
ва ^1,2,, . Если R <1 Ъ и в X/ft есть простая неабе­
лева секция, Ji^ - степень которой равна П, > то, 8 силу следствия 
леммы 2, 0 ХЪ) • Пусть теперь R 4 Ъ и в l / R нет Р 
простых неабелевых секций, уЗ^ - степень которых равна П, . Тог­
да все силовские р -подгруппы группы В^ лежат в R. . Так как 

О , ( В ) us ФСВ-) , Х- - простая неабелева pfl,-rpyn-
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па, то Е>, порождается множеством всех своих силовских р -под­
групп , поэтому В' R. • Значит, R в % . Следовательно, X -

¥ 

простая неабелева группа. Понятно, что j3^(X) = fl . Так как 
0 р / СВ^ ^ Ф (В | ) , то П В ^ В р = &• . Следовательно , 

. Лемма доказана. 
Определение Ч . Пусть X " секция группы G" • Тогда любая 

подгруппа В группы Q- , содержащая такую нормальную в В под­
группу Д , что В/Д — X , называется носителем секции X в 
группе Q- . Если, кроме того, В 7^ G" , т о В _ собственный носи­
тель секции X в группе G- • Максимальные по включению элементы 
из множества всех собственных носителей секции X в группе Qr назы­
ваются максимальными носителями секции X в группе G - . 

Предложение 1 . Пусть Q- - конечная группа, Q (G-) ~ (Ъ > 
J 9 

)( — Jh - широкая секция группы Q- , В - собственный ее носи­
тель е А В, В ( А ) ~ X , М - максимальная подгруу уппа. гриппы 

G- , содержащая В, $ = ОрАМ) В • Т о г д а -
l) А = 0 р / ^ ^ ^ 0p,tM) }' если В - максимальный носитель 

секции X в группе Q- , то А = 0^{Н) = "i.e. В i 

•:) М > т.е. либо Hi®) = М \ либс г Ш ) - ( г ; 
если В ~ максимальный носитель секции X в группе G" и G- j m o 

М = N A B ) - е&инственная среди максимальных подгрупп группы 

з) С - ( М = н , « * М = М / О р , ( М ) , X = fl/0,(MV= 
* X ; 

^) любая простая неабелева секция из M/iSO имеет Jb^-степен^ 
меньшую чем ГЬ . 

Доказательство . В силу следствия леммы 2 . А ~ 0 Л В) 

Через В обозначим такую подгруппу группы В , что в = о п д в ж 
и О рАВ)п Ъ4 = ОрЛВ; ^ <P(fy • пусть Х = ( В [ 1 ^ е М > . 
Тогда, в силу леммы 3, Х/0р,СХ) - простая неабелева группа , 

А - степень которой равна (Ъ . Так как X —** X , то из опреде¬ 
ления п - широкой секции следует, что Х / 0 {Vi — X . и 
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X — . Далее, % - нормальная подгруппа в группе М , 

Обозначим через М Фактор-группу М/ОрДМ) . Пусть % ~ 

. Тогда, в силу следствия леммы 2, CR(%) ^ 

^ ОрДМ) . Так как 0.Л ̂  = \ , то С-(ХА — 4 - По­
этому ОрДВ) ^ ОрДМ) ' . Теперь ясно, что О ^ С М ^ = 0 ^ М ) & — 

. Если В - максимальный носитель секции 

X в группе G- . т ° легко видеть, что ̂  = В и 0р»(М = А . 
и если к тому же В содержится в максимальной подгруппе груп­

пы G- и Н^ф М , то В ̂  и В <1 О 
. Утверждения 

3} и ч) вытекают из следствия леммы 2. Предложение доказано. 

Теорема 2 . Пусто - класс конечных простых неабелевых 

групп, содержащий каждую простую группу из множества [ (X")} Г\£ N 
^ п. 

Т, £ Q ^ . Тогда ttl> совпадает с классом всех конечных простых 

неабелевых групп, если для каждой группа G" из Ktl классу ttl при­

надлежит и любая простая неабелева подгруппа X группы G- , удов­

летворяющая следующим условиям: 
- максимальная подгруппа группы \т ; 

3) - единственная максимальная подгруппа группа Q- л ссхЭер-

Эта теорема непосредственно вытекает из нижеследующих леммы ч 
и предложения 2. 

Лемма ч . Пусть - класс конечных простых неабелевых групп, 

содержащий все простые неабелевы группа из множества (t-)lh,£N 
1 п. 1 

Т/1 Q \ . Тогда если каждая j3 -широкая подгруппа любой группы из 

Ш лежит в rftl , то Ktl есть класс всех конечных простых неабеле­

вых групп. 
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Доказательство, ввиду его простоты и «нелогичности доказательст­
ву леммы 1, опускается. 

Лемма 5. Пусть G- — G'/.kU'l,^, 6 ̂  От , )( - простая не-^ 

абелева группа, jb(X) = П , X -* В • Тогда С^В") E JCCG"!. 
Доказательство легко следует из хорошо известной леммы Шура о 

неприводимых представлениях групп. 
Лемма 6 . Пусть G-«* G-Z*0X,Cp ̂ В ^ О Ь ^JA^t- прос­

тая неабелева группа и 

Доказательство. В силу предыдущей леммы, достаточно показать, 
что X является секцией в централизаторе любой примарной силовской 

подгруппы группы А . Предположим противное, т.е. пусть 1/ 61t(A^ > 
R. - силовская ^-подгруппа группы А и . Тогда 

ясно, что Х - ' N CR^ . В силу леммы 2, т^^кр . Через 

обозначим подгруппу наименьшего порядка группы R. , для которой 

X—*" Х^*" С^Ф') . Тогда из леммы 5 следует, что любая 

собственная характеристическая подгруппа группы лежит в цикличес­

кой группе . Группа порождается всеми элементами 

порядка % , в противном случае в ̂  была бы только одна цикличес­

кая группа порядка % и из X —** М $S) следовало бы X С 

Теперь из свойств ^ вытекает, что ̂  - либо элементарная абелеад 

группа порядка 1> , либо экстраспециальная группа порядка Ъ , 

либо центральное склеивание экстраспециальной группы порядка % 

с циклической группой порядка и — 1/^*^ ' , где S " не­

которое натуральное число. Теперь через Y обозначим Г1 -мерное 

векторное пространство над полем г из элементов, на которое 

Q действует естественным образом. 

Пусть "ЗЬ - неабелева группа. Тогда через _М обозначим ее 

экстраспециальную подгруппу порядка % Ст.е.М™^ или 
Так как - неединичная труппа скалярнцх 
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матриц, то группа М действует точно на любое М -допустимое непри­

водимое относительно М подпространство Y^ пространства V . Хорошо 
известно, что размерность любого точного неприводимого модуля М 
над полем, содержащим примитивный корень степени Ч- из единицы, 
равна Ч / & • Следовательно, П , ^. (ЦщУ^ T / S - С другой стороны, 
из строения вытекает, что X ~* AU/tCJ)/U2)D . т.е.X — QrUtSfr. 
Теперь, используя определение jb -степени, получаем, что 2-S ̂  CV^. 

Ъ . Это возможно только при % = Ь == 2. , . Поэтому М " 
экстраспециальная группа порядка 2. > *Й ~ М и л и -центральное 
склеивание М и циклической группы порядка ч. Группы автоморфизмов 
экстраспециальных групп порядка 2 хорошо известны. Используя их 
строение, нетрудно показать, что любая простая неабелева секция труп 
пы Ац^(*5^ изоморфна знакопеременной группе А ^ . или А - « Так 
как j i (A 5 V jb (A f WX и X— АиЖС5й1 , то = l . Это про 
тиворечит тому, что ft, = Ч • 

Следовательно, ^ " элементарная абелева Х т р у п п а , 
Так как X - » N ^ / C (ЭД , то X — &А(5,ТЛ и 5 5= П = JSQQ . 
Используя неравенство 5 ̂  f t и рассматривая действие 'J) на V , лег­
ко установить существование в V базиса, относительно которого каж­
дый элемент из представляется диагональной матрицей. Отсюда следу 
ет, что S = И, и 1ф*Я)П SL(rt,^=X. Так как ф П SZ . IМр £ 
4 NJMM , то из условий выбора JJ получаем, что 

С- С-Это противоречит нашему предположению. Лемма доказана. 
Следствие . Пустые — L Up, B ^ Y , А ^ Б, В / А = Х 

простая неабелева группа, — IX . Тогда А ~* i в частное-

Лемма 7 , Листов Y — • > ^ 4 Д ^ 1 • • • Д ^ " " Р в е ™ 6 »еао"е 
угевн подгруппы группы Ч , J1 - степень которых равна ft . Тогда 

У = ^ Х ^ 1 ^ ^ 1 ^ - простая неабелева группа и j b (X j = IX . 
Доказательство. Пусть Д ^ X. и Х / А • Тогда X ' - * Х / А 

хотя бы для одного | из {^2.,.,, • В силу следствия леммы 6 , 

А — \ • Значит, X " простая неабелева группа. Очевидно,Ji(X)= 

= ft, . Лемма доказана. 
Предложение 2. Пусть Д - jb-широкая подгруппа конечной 

простой неабелевой группы G- • Тогда 
1) М = N X A ^ - /кжеигал&коя в G- подгруппа; 
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2) С ^ А Ы - , 
3) М - единственная максимальная подгруппа группы G- содер -

жатая A j 

4) если X - простая неабелева секция группы М / А > то jtfjC)^-

Доказательство . Пусть \А - максимальная подгруппа группы G- , 
содержащая А » н ф - подгруппа, порожденная всеми простыми неабе-
левыми подгруппами из М , J$ -степень которых равна П. — , 
Тогда, в силу леммы 7, 1 ) - простая неабелева группа и Ji>$$) = ft-
Ясно, что Ф ^ М , Д ^ Ф .Из определения yj -широкой подгруп­
пы видно, что <ф = А . Теперь из простоты группы G- следуют ут -
верждения l) и 3) доказываемого предложения. Утверждения 2) и ч) спра­
ведливы в силу следствия леммы 6. Предложение доказано. 
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