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А Л Г Е Б Р А и Л О Г И К А 
Семинар 

Том 5 
Выпуск 4- Руководитель А.И.Мальцев 1966 г . 

О СВОБОДНЫХ ГРУППАХ НЕКОТОРЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

Э.Б.Кикодзе 

Пусть оС - свободное кольцо Ли с образующимизг^,э:2>...,зсл. • 
Рассмотрим в нем идеалы Э^^е) ~ ' сСе • где = < £ 
И X^—OC^-Y ' оС ПрИ С Ъ2. . ФаКТОр-КОЛЬЦО 
будем называть свободным (/с 6) -кольцом Ли. 

Как известно, аддитивную базу кольца 3L образуют базисные 
одночлены, определяемые следующим образом. Базисными одночленами 
первой степени являются свободные образующие сс^, , . v / г , 
упорядоченные по индексам: > • если с >у . Пусть б а ­
зисные одночлены степеней, меньших п. , уже определены и для 
них установлено отношение порядка. Тогда одночлен и степени / г 
будет базисным, если: 

1 ) u=U-f^z у где £//7иг - базисные одночлены и с/у >с/3; 
2) если uf=Uf-c(2 , то сс£^и2. 

Одночлены степени п будем считать следующими за одночленами 
младших степеней, а отношение порядка для одночленов степени гг 
установим так: е с л и - ^ и v - одночлены степени п и и=и,-иг, 
V=Vf - v 2 , то > v , е с л и г ^ ^ ч ^ , zmu/=V/ ,nou2>v2 . 

ЛЕММА I . А д д и т и в н у ю б а з у и д е а л &°СрщК) 
о б р а з у ю т т е б а з и с н ы е о д н о ч л е н ы ^ 
к о л ь ц а оС . к о т о р ы е и м е ю т « ц е п е н ь , н е 
м е н ь ш у ю 2к + / , и д л я к о т о р ы х в р а з ­
л о ж е н и и u = U/ - и г с т е п е н ь и г н е п е н ь -
ш е х 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим совокупность всех таких одночле­
нов через й . Очевидно включение ^ • Ясно,что 
для доказательства лемыы I достаточно показать, что если 6/ и 
V - базисные одночлены u ^ o C K + / , V о£к , то разло -

жение произведения u-sr в суыму базисных одночленов будет с о ­
держать лишь одночлены из Д . 

Пусть С/—((- • • (usUs-i)Us-z)---uz)Ui ~ правонормированная 
схема получения одночлена (J. . Тогда, как показано в р а б о т е Ш , 
старший член £7v~ разложения U'\/ имеет вид: 

и - ((... (Us u s - , )а s-г) ...иг)ч)... a & ) u Y j 

где Uc - первый справа множитель такой, ч т о £ / 6 - ^ v . Так как 
Z7v~ - базисный, то выполняются следующие неравенства: 

а так как степень V не меньше К . то степень ее, также не 
меньше к. , а это и означает, 4 T o £ T v ~ < ? / 7 

Пусть Z - какой-либо другой член разложения , т о г ­
да Z^Hv , и если Z—Z, -Zz , то^так как степени z и с2л/ 
одинаковы, имеем: Zz ~*-U-t и тем самым g - e /9 

Лемма.I доказана. 
Из доказанной леммы следует, что аддитивной базой свободно­

г о (к+(,к) - кольца Ли будет служить множество тех базисных од­
ночленов, правые множители которых имеют степень, меньшую х , и 
те базисные одночлены, которые имеют вид cz^tz, - u z , где с т е ­
пени и, и u z равны к . Иными словами, аддитивная база с в о б о д ­
ного (jc+i,K) -кольца Ли состоит из всех базисных одночленов 
степени, не большей 2к , и из тех базисных одночленов степени, 
большей 2. к . правые множители которых имеют степень меньшую л- . 
Указанные одночлены служат свободными образующими свободной а б е -
левой группы, которую образуют элементы свободного (к+*,Ю - коль ­
ца Ли по сложению. 

П у с т ь < n , , n Z ) . . . ) n s > - некоторая последовательность на­
туральных чисел, &n,}nZy.,rzs ~ и Д е а л свободного кольца Ли, 
определяемый индуктивно следующим образом: сСп - n i -ый член 
нижнего центрального ряда кольца <ЗС , 

Пс -ый член нижнего центрального ряда кольца п „ . 

Как известно, фактор-кольцо /с— /£-п,,пг,"-п.3 назы­

вается свободным полжнильпотентным кольцом Ли, отвечающим после-
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довательности <п0гг2,-..} > • К а к показано в работе Ql], фак­
торы нижнего центрального ряда кольца Л? -свободные 
абелевы группы, и базу фактора ^ / р ^ образуют одночлены с т е ­
пени С , вернее их образы, лежащие во м н о ж е с т в е ^ ^ З ^ с л . . ^ / ^ 
где строятся следующим образом: 

2З4 - совокупность всех базисных одночленов, построенных 
на свободных образующих ас£} с€.М' = {/,2,....?п\ , имеющих 
степень меньшуюf чем /ту . 

йС^ ос, e-Mi - те базисные одночлены, построенные на зсс' , 
которые имеют степень > / 7 у , правые множители которых имеют с т е ­
пень <п / . 

З2 ~ совокупность всех базисных одночленов,построенных на 
Х^) , имеющих степень относительно сс^ меньшую, чем n z . 

1 Аналогично строятся и остальные множества В/-, c-3}...,S 
Полагая S—2., п,= /с у пг=-г. , получим, ч т о . ^ с о с т о ­

ит из базисных одночленов sc^ , то есть из базисных одночленов, 
построенных на степени > АГ , правые множители которых 
имеют степень < к . Остальные оазисные одночлены, очевидно, с о ­
держатся в сС (х+^к),. 

Таким образом, одночлены степени &2/c+-f , входящие в ад­
дитивную базу свободного (АС+У,*:) -кольца Ли, те же, что и в п о -
линильпотентном кольце ли, отвечающем п о с л е д о в а т е л ь н о с т и < к , 2 > . 

из приведенных соображений вытекает 
ЛЕММА 2 . П у с т ь / - с в о б о д н о е (/<-\-/-,к) 

к о л ь ц о Л и и 

е г о н и ж н и й ц е н т р а л ь н ы й р я д . Т о г -
д а ф а к т о р ы э т о г о р я д а п о с л о ­
ж е н и ю я в л я ю т с я с в о б о д н ы м и а б е л е -
в ы м и г р у п п а м и . 

Ранги свободных аоелевых групп щжс^2к-^-/ те 
ле , что и в случае свободного кольца Ли, а при с>2к + 1 те 
же, что в случае свободного полинильпотентного кольца Ли, отве -
чающего последовательности < <}2 > -

Ранги факторов нижнего центрального ряда свободного кольца 
Ли могут быть подсчитаны по формуле Витта 1223 » а для свободно­
г о двуступенно разрешимого кольца Ли ранги факторов указаны вСз]. 
Поэтому по лемме 2 можно подсчитать ранги факторов нижнего цент­
рального ряда свободного 13 ,2 ) - кольца. 

Группу & будем называть (к,£) -группой, если в ней выпол-
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няется тождество: 

[рГ,,.. v xxJ , ( > х + / ; . . . } х к + г ~ ] \ = /, 

где ОС/,., v я^З означает, как обычно, правонормированный ком­
мутатор элементов х / 7 . . ос с . Свободная группа многообра -
зия, определяемого этим тождеством, будет называться свободной 
(к,6) -группой. 

ЛЕММА 3 . Х - ы й ч л е н н и ж н е г о ц е н т 
р а л ь н о г о р я д а с в о б о д н о й ( < + / , < ) - г р у п ­
п ы к о н е ч н о г о р а н г а е с т ь п р я м о е 
п р о и з в е д е н и е с в о б о д н о й н и л ь п о 
т е н т н о й г р у п п ы к л а с с а 2 к о н е ч н о ­
г о р а н г а и с в о б о д н о й а б е л е в о й 
г р у п п ы . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р - свободная группа конечного ран­
г а , Л j - её с -ый член нижнего центрального ряда, 

свободная (А:+/,<) -группа. 
Очевидно, что FK -свободная абелева группа конечного 

ранга. Пусть х,} xZj . . X s , • - • - база £* к такая, что обра­

зы x n . . . } x s дают базу ^//7К+/, а x £ e f < + / при с >s . 
Пусть А / с \_Ff

<^./} J?K J - нормальный делитель в £* к , порож­
денный коммутаторами вида \^хс, Х; 2 П Р И всех и J у s 
Тогда ^x-fsJ есть прямое произведение свободной группы / У , , п о ­
рожденной элементами xly...)x~s » и свободной абелевой группы 

Hz % порожденной элементами Ec~Sy ~xs+/,... • Здесь сс; е сть 
образ х^ в ^х/л/ . -, 

Очевидно, что обр'азом в А</л/ служит///vН% , где 
/ / / - коммутант группы Hi , а тогда образом \Рк+/> A«D служит 

{н1*н2,н, *нг~\ - [ /• / , // J - -
третий член нижнего центрального ряда группы /V/ . Но тогда 

где - свободная нильпотентная группа класса 2 , / 2 - с в о б о д ­
ная абелева группа. Лемма 3 доказана. 

ЛЕММА 4 . Ц е н т р о м с в о б о д н о й (/е+/,к) 
г р у п п ы к о н е ч н о г о р а н г а • я в л я е т с я 
к о м м у т а н т [С-к у GK J е ё к - г о ч л е н а н и ж -



О свободных группах некоторых многообразий 

н е г о ц е н т р а л ь н о г о р я д а . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как легко проверить непосредственным вычи­

слением, во всякой группе выполняется тождество: 

2 х3 • % *,uz~\ > [ у , г , i , 

где а ^ означает £ 'а& . 
Полагая 

получим в (к+/ук) - группе: 

[ВЦ, 2 = [ Q T / ,...,ХК, *К+, 1, , — , *2«+,Т]= 

Аналогично: 

Таким образом, в (/c^-/}ic) -группе выполняется тождество: 

Ввиду т о г о , что 3 " ^ / произвольно, получаем: 

где 2(G) - центр группы . Обратное включение показывается 
следующим рассуждением. Фактор-группа &/\G< CrK~\ будет с в о ­
бодной полинильпотентной группой, отвечающей последовательности 

^•£,27 и, следовательно, группой без центра, а тогда 

ЛЕММА 5. Ц е н т р с в о б о д н о й - г р у п ­
п ы к о н е ч н о г о р а ' н г а я в л я е т с я с в о -
б о д н о й а б е л е в о й г р у п п о й , с в о б о д н ы ­
м и о б р а з у ю щ и м и к о т о р о й с л у ж а т б а ­
з и с н ы е к о м м у т а т о р ы в и д а [ 2 / , V ~ ] , г д е u7W -
б а з и с н ы е к о м м у т а т о р ы в е с а / с . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как по лемме 3 £ ж = / 7 Х / Г 2 » 1 0 

по лемме 4- 2?££) = С<Я<с, <ЯеИ = /"7 ' а к о м м У т а н т свобод -
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ной нильпотентной группы класса 2 есть свободная абелева группа. 
Далее, если <ул , осе 'АЛ, - свободные образующие /7 , то , 

предполагая А/ упорядоченным, получим, что свободными образую­
щими Z(G-J=/~r/ будут коммутаторы вида Z?<x, 9узЗ при ос >р . 
Если F - свободная группа, то в качестве свободных образующих 
фактора Fc /{7<Jrl можно взять, как известно, базисные коммута -
торы веса к . При гомоморфизме 

hjc-^-i отобразится в центр, то есть в свободной (/с+/,к) - груп­
пе база GK может быть найдена в виде 9 о с = г ^ ' / < х » г д е ^ы. ~ 
базисные коммутаторы веса К , a лежат в центре G-* . Но 
тогда [у^ <^p\—\Uon^U^\ » и так как и^и^ - базисные ком­
мутаторы одного веса я , то и коммутатор C ^ ^ ^ j l также 
базисный. 

Лемма 5 доказана. 
Пусть fj - свободное (кл-^к) -кольцо Ли с образующими 

х,}...,хп • Пополняя L, рациональными коэффициентами, п о ­
лучим очевидным образом алгебру /? '(L) над полем рациональных 
чисел. Совокупность однородных элементов степени с алгебры P(L) 
обозначим через Рг (L) • _ 

Далее, пополним алгебру PCD до алгебры рядов С % э л е ­
ментами из Ц служат ряды вида zl2£ , где Zi е &i (£>) ; 
сложение производится покомпонентно, а умножение по формуле 

С Иис) С ) = ZZ cKJrh 

где 

Ск_,= y,zK + ...+ с / < 2 / . 

При помощи формулы Кэмпбела - Хаусдорфа [Ч] 

xoU= х+и + J ху+ ••• t 1 ) 
наЛ вводим новую операцию, относительно которой L становит­

ся ГРУППОЙ _L ° . _ оо 

Если i,; - совокупность элементов из L вида 2л Z „ , 

то L с - идеал л P L / - О , поэтому L аппроксимируется 

алгебрами Z^- » каждая из которых нильпотентна. 
Если Щ ~ группа, построенная на элементах из Lc с опе ­

рацией, задающейся по формуле ( 1 ) , ^ т о каждая Lc нильпотентна 
и L аппроксимируется группами L 6* . 

Далее, так как L>£ - нильпотентная алгебра с тождеством: 
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т о , как показано в работе [ О » в группах выполняется тождество: 

то есть группы L° являются (х+^к) -группами, а тогда и ап­
проксимируемая ими группа I,0

 также_будет (к+/}/<) -группой. 
Пусть & - подгруппа группы L ° , порожденная свободными 

образующими х/}..эсп_ кольца I, . 
ТЕОРЕМА I . Г р у п п а £ г ° я в л я е т с я с в о б о д ­

н о й - г р у п п о й , а X / Х п _ - е ё 
с в о б о д н ы м и о б р а з у ю щ и м и . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ст - свободная(к+/ ,к) -группа. Так 
как G является -группой, то существует гомоморфизм 
<Р: G- —— G- ° » переводящий свободные образующие группы G-

в х о с п. • Я ДР 0 ^ лежит в центре & 
Действительно, пусть ае G , а € Z(&)и . Тогда, 

рассматривая &/ — /Z(G)-свободную полинильпотентную группу, 
отвечающую последовательности < к,Z > , и соответствующее кольцо 
Ли Li _% аналогично предыдущему последовательно получим алгеб­
ру Ли Lf и по формуле ( I ) группу GY .Гомоморфизм *Р индуци­
рует гомоморфизм Ф • Gf—~~Gf% переводящий сГ -образ а в 

/z(G) - в единицу, что невозможно, так как Q f и извест­
но , что Ф - изоморфизм. 

Итак, ядро V лежит в центре G . 
С другой стороны, 2 (G) - свободная абелева группа, обра -

зующими которой являются базисные коммутаторы вида \jU7W"2 « где 
U,v - базисные коммутаторы веса К . Их образы при гомоморфиз­

ме Ч' в группе & ° также суть базисные коммутаторы от элементов 

Рассматривая х/3...^Хп. как элементы а л г е б р ы и приме -
няя формулу увидим, что разложения этих базисных коммутато­
ров в ряды в качестве младших членов будут содержать базисные од ­
ночлену от образующихХ, у . . . ; х> г »которые линейно независимы в ал­
г е б р е / / .Тогда эти образы независимы и в G-,то есть <У - и з о ­
морфизм. Теорема I доказана. 

Перечислим некоторые следствия этой теоремы. 
I . Свободная к) -группа аппроксимируется нильпотен-

тными группами и поэтому пересечение членов нижнего центрального 
ряда такой группы равно Е 

Ссылаясь на аппроксимационную теорему, доказанную в работе 
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\j>~] , можно утверждать, что 
2 . Свободная /с) -группа определяется структурой с в о ­

их подгрупп и каждый структурный изоморфизм порождается в точно­
сти одним групповым изоморфизмом. 

Из соображений, аналогичных приведенным при доказательстве 
теоремы 3.1 работы вытекает: 

3 . Кольцо Ли свободной (/с+1,к) -группы является свободным 
(£-f- / , /c) -кольцом Ли. Из последнего и леммы 2 следует: 

4 . В свободной (/с+/,к) -группе факторы нижнего центрально­
го ряда являются свооодными абелевыми группами. 

В заключение рассмотрим вопрос о свободных (/< + /, К) — под­
группах свободной (/с+/,к) -группы. 

ТЕОРЕМА 2 . Э л е м е н т ы x i o . . . 7 Xs с в о б о д н о й 
(*:+ - г р у п п ы б 1 т о г д а и - т о л ь к о т о ­
г д а с в о б о д н о п о р о ж д а ю т с в о б о д н у ю 
(к+ff к) - г р у п п у , к о г д а о н и л и н е й н о 
н е з а в и с и м ы п о м о д у л ю к о м м у т а н т а 
г р у п п ы ^ -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 6у= \х,,..., Cts ] - с в о б о д н а я { ^ + / ^ ; -
грулпа. Очевидно, чтс пересечение Gi П 2(0-) содержится в цент­
ре G-f . С другой стороны, так как Gr- свободная (кл-/,к)-груп­
па, то по лемме 4 

Z(a)-[[Gf)^(&f)3 е С £ < , Gxl пGf = Gf"Z(G) . 
Таким образом, 

Рассмотрим фактор-группу G ~ ^/z(G) - свободную поли-
нильпотентную группу, отвечающую последовательности <к,2у . В 
ней,по доказанному, образы элементовх„... }з:& свободно порождают 
свободную полинильпотентную группу, отвечающую то же последова -
тельности. Теорема для свободных полинильпотентных групп, анало­
гичная доказываемой, установлена в работе Х_\ \ » поэтому образы 
х/;...}х$ линейно независимы по модулю коммутанта факи?ор-грушш, 

но тогда x,,...1xs линейно независимы по модулю коммутантаG « 
Справедливость теоремы в другую сторону непосредственно следует 
из теоремы 4 .2 работы £ l ] и следствий I и 4 теоремы I . 

Автор выражает благодарность А.Л.Шмелькину за полезные с о ­

веты и замечания. 

Поступила в редакцию 
27.У.1966 г . 
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