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ОБ УНИВЕРСАЛЬНОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ

ЧАСТИЧНО КОММУТАТИВНЫХ АЛГЕБР ЛИ∗)

Е.Н.ПОРОШЕНКО

В в е д е н и е

Пусть X — конечное множество, и G = 〈X,E〉 — неориентированный

граф без петель, множеством вершин которого является множество X, а

множеством рёбер — некоторое симметричное отношение на множестве X,

т. е. подмножество множества X ×X. Таким образом, элементами множе-

ства E являются неупорядоченные пары, которые будут обозначаться как

{x, y}, где x, y ∈ X.

Частично коммутативной алгеброй Ли над кольцом R с единицей

называется R-алгебра с множеством порождающих X и множеством опре-

деляющих соотношений

[xi, xj ] = 0, где {xi, xj} ∈ E. (1)

(Здесь и далее [g, h] обозначает лиевское произведение элементов g и h.)

Будем обозначать эту алгебру через LR(X;G), а если не возникает неод-

нозначности — через L(X;G). Граф G называется определяющим гра-

фом соответствующей алгебры. Таким образом, LR(X;G) = LR(X)/I, где

LR(X) — свободная алгебра Ли с множеством порождающих X, а I —

идеал, порождённый множеством соотношений (1).
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Определение частично коммутативных алгебр Ли аналогично опре-

делениям других частично коммутативных структур: групп, моноидов и

т. д. [1].

Частично коммутативные группы являются объектом пристального

внимания [2–8]. В частности, в [5–8] исследуются свойства универсальных

теорий частично коммутативных метабелевых групп.

Частично коммутативные алгебры (как ассоциативные, так и алгеб-

ры Ли) изучены значительно меньше, однако и для них тоже получен

ряд результатов [9–15]). В частности, в [14, 15] изучаются универсальные

теории частично коммутативных метабелевых алгебр Ли в двух частных

случаях: когда определяющие графы алгебр являются деревьями и когда

они являются циклами. Здесь те же самые вопросы решаются для случая

частично коммутативных алгебр Ли.

В § 1 даются необходимые определения и формулируются получен-

ные ранее результаты, которыми мы будем пользоваться в этой работе. В

§ 2 доказывается, что две частично коммутативные метабелевы алгебры

Ли, определяющие графы которых являются циклами, универсально эк-

вивалентны тогда и только тогда, когда циклы имеют одинаковую длину.

В § 3 определяются необходимые и достаточные условия совпадения уни-

версальных теорий алгебр, определяющими графами которых являются

деревья.

§ 1. Предварительные сведения

Рассмотрим произвольный неориентированный граф H = 〈Y ;D〉 без

петель, для которого Y — это множество вершин, и D — множество рёбер.

Если вершины x и y смежны, т. е. {x, y} ∈ D, то будем использовать за-

пись x
H
↔ y. Аналогично, если Y ′ ⊆ Y и y — вершина графа H, смежная со

всеми вершинами множества Y ′ в нём, то будем использовать обозначение

y
H
↔ Y ′. Наконец, для Y ′, Y ′′ ⊆ Y будем использовать запись Y ′ H

↔ Y ′′,

если y1 ↔ y2 для любых элементов y1 ∈ Y ′ и y2 ∈ Y ′′. В случае, когда

речь идёт об исходном графе, т. е. о графе G = 〈X;E〉, который являет-



204 Е. Н. Порошенко

ся определяющим для рассматриваемой частично коммутативной алгебры

Ли L(X;G), мы будем опускать явное указание графа в обозначениях, т. е.

вместо
H
↔ будем использовать ↔.

Отметим, поскольку рассматриваются только графы без петель, из

x
H
↔ X ′ для произвольного графа H следует, что x 6∈ X ′, а из X ′ H

↔ X ′′ —

что X ′ ∩X ′′ = ∅ .

Напомним, что степенью вершины x графа G называется количество

вершин, смежных с x в G.

Пусть X⋆ — множество всех ассоциативных слов алфавита X (вклю-

чая пустое слово, которое мы будем обозначать 1). Произвольным образом

упорядочим множество X и распространим линейный порядок до лекси-

кографического порядка на множестве X⋆.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Моном u ∈ X⋆ называется ассоциативным

словом Линдона–Ширшова, если для любых непустых v, w ∈ X⋆, таких

что u = vw, выполнено wv < u.

Рассмотрим множество всех неассоциативных слов алфавита X (пу-

стое слово из рассмотрения исключаем), т. е. множество всех слов со всеми

возможными способами расставления на них скобок (обозначим его как

X+). В следующем определении, а также в лемме 3.8 для произвольного

неассоциативного слова [u] будем обозначать через u ассоциативное слово,

полученное из [u] стиранием скобок.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Неассоциативные слова Линдона–Ширшова

определяется по индукции:

(1) все элементы множества X являются неассоциативными словами

Линдона–Ширшова;

(2) пусть уже определены неассоциативные слова Линдона–Ширшо-

ва длины, меньшей n, тогда лиевский моном [u] ∈ X+ длины n называется

неассоциативным словом Линдона–Ширшова, если

(i) ассоциативное слово u является ассоциативным словом Линдона–

Ширшова;

(ii) из [u] = [[u1], [u2]] вытекает, что [u1] и [u2] — неассоциативные
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слова Линдона–Ширшова и u1 > u2;

(iii) из [u1] = [[u11], [u12]] вытекает, что u2 > u12.

Слова данного вида рассматривались в [16, 17]. Множество всех неас-

социативных слов Линдона–Ширшова в алфавите X будем обозначать как

LS(X). Согласно [18] множество LS(X) является линейным базисом сво-

бодной R-алгебры Ли с множеством порождающих X.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Пусть L(X;G) — частично коммутативная ал-

гебра Ли с множеством порождающих X и определяющим графом G. Ча-

стично коммутативные слова Линдона–Ширшова (PCLS-слова) опреде-

ляются по индукции:

(1) элементы множества X являются PCLS-словами;

(2) LS-слово [u] длины, большей 1, является PCLS-словом, если [u] =

= [[v], [w]], где [v] и [w] — PCLS-слова, причём в графе G первая буква

слова [w] не соединена ребром хотя бы с одной буквой слова [v].

В [12] доказано, что при любом линейном упорядочении множества

X множество всех PCLS-слов является линейным базисом частично ком-

мутативной алгебры L(X;G). Мономы, являющиеся PCLS-словами, будем

называть базисными. Упорядочение множества X, при котором рассмат-

риваются базисные элементы, либо ясно из контекста, либо явно задано.

Базисные лиевские мономы будем обозначать строчными буквами

латинского алфавита, взятыми в квадратные скобки, напр., [u]. Если в

лиевском мономе использована левонормированная расстановка скобок, то

будем опускать все скобки, кроме внешних, т. е. вместо [. . . [xi1 , xi2 ], . . . , xir ]

будем использовать [xi1 , xi2 , . . . , xir ].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.4. Пусть [u] — базисный лиевский моном на мно-

жестве порождающих X. Мультистепенью монома [u] назовём вектор

δ = (δ0, δ2, . . . , δn−1), где δi — это число вхождений порождающего xi в

моном [u].

Мультистепень базисного монома [u] будем обозначать как mdeg ([u]),

а число вхождений порождающего xi в лиевский моном [u] — через

mdegi([u]).
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Пусть [u] — лиевский моном и mdeg [u] = (δ0, δ2, . . . , δn−1). Введём

обозначение supp ([u]) = {xi | δi 6= 0} и распространим это обозначение

на множество лиевских многочленов: пусть g =
∑
j

αj [uj ], тогда supp (g) =

=
⋃
j

supp ([uj ]).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.5. Ненулевой элемент g алгебры L(X;G) назы-

вается мультиоднородным, если g представим в виде линейной комби-

нации базисных лиевских мономов одной и той же мультистепени δ =

= (δ1, δ2, . . . , δn).

Распространим понятие мультистепени на множество мультиодно-

родных элементов алгебры L(X;G), полагая mdeg (g) = mdeg ([u]), где

[u] — произвольный базисный лиевский моном, входящий с ненулевым ко-

эффициентом в разложение g в виде линейной комбинации базисных (при

некотором упорядочении порождающих) лиевских мономов.

Отметим, что в силу мультиоднородности тождеств алгебры Ли и

определяющих соотношений частично коммутативной алгебры справед-

ливо следующее утверждение. Если 0 =
∑
i

gi в алгебре L(X;G), где каж-

дое слагаемое gi является мультиоднородным лиевским многочленом, при-

чём все gi имеют различные мультистепени, то в этой алгебре gi = 0 для

всех i. Также из мультиоднородности тождеств алгебры Ли и определяю-

щих соотношений частично коммутативной алгебры следует, что мульти-

однородный (при некотором упорядочении) элемент g остаётся таковым и

при любом другом упорядочении множества X. Более того, мультистепень

мультиоднородного многочлена не зависит от упорядочения множества X.

Пусть f, g ∈ L(X;G). Запись f ∽ g означает, что αf = βg для неко-

торых α, β ∈ R\{0}. Если f ∽ g, то [f, g] = 0 в L(X;G) (даже в L(X)).

Понятно, что отношение ∽ является эквивалентностью.

Пусть H — произвольный неориентированный граф. Через V (H) и

E(H) будем обозначать соответственно множество вершин и множество рё-

бер этого графа. Далее, пусть V ′ ⊆ V (H). Через H(V ′) обозначим подграф

графа H, построенный на множестве вершин V ′. Напомним, что через H

обозначается граф 〈V (H), (V (H))2\(E(H)∪ idV (H))〉, где для произвольно-
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го множества S через idS обозначается тождественное бинарное отношение

idS = {(x, x) | x ∈ S}; этот граф называется дополнением графа H.

Через C(g) обозначим централизатор элемента g из частично комму-

тативной алгебры L(X;G).

ТЕОРЕМА 1.6 [13]. Пусть g ∈ L(X;G), H = G(supp (g)) и

H1, . . . , Hp — компоненты связности графа H. Тогда

(1) имеет место представление g =
p∑

i=1
gi, где supp (gi) состоит из

вершин графа Hi для всех i = 1, 2, . . . , p;

(2) C(g) состоит из элементов вида h =
p∑

i=1
hi + h′, где gi ∽ hi для

всех hi 6= 0, i = 1, 2, . . . , p, и supp (g) ↔ supp (h′) для h′ 6= 0.

Напомним некоторые понятия, связанные с универсальными теори-

ями алгебраических систем. Пусть Φ — формула без свободных перемен-

ных, в записи которой содержатся элементы некоторой алгебры A. Если

эта формула истинна, будем использовать A |= Φ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.7. ∃-предложением называется формула без сво-

бодных переменных, имеющая вид

∃w1, . . . , wmΦ(w1, . . . , wm),

где Φ(w1, . . . , wm) — это формула исчисления предикатов соответствующей

алгебраической системы, не содержащая кванторов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.8. Множество всех ∃-предложений, истинных в

алгебре Ли L, называется её экзистенциальной теорией или ∃-теорией

алгебры Ли.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.9. Две алгебры Ли называются экзистенциально

эквивалентными, если их экзистенциальные теории совпадают.

Аналогично определяется ∀-предложение, универсальная теория

(или ∀-теория) алгебры Ли и универсально эквивалентные алгебры Ли.

Легко заметить, что алгебры Ли L1 и L2 экзистенциально эквива-

лентны тогда и только тогда, когда эти алгебры универсально эквива-

лентны.
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В теории моделей хорошо известна процедура замены функциональ-

ных символов на предикатные. Любое множество вместе со всеми преди-

катами, индуцированными на нём, является подмоделью.

Хорошо известна следующая

ТЕОРЕМА 1.10. Произвольные алгебраические системы (в том

числе и алгебры Ли) L1 и L2 универсально эквивалентны тогда и только

тогда, когда для каждой конечной подмодели одной алгебраической систе-

мы существует изоморфная ей подмодель в другой алгебраической систе-

ме.

§ 2. Алгебры, определяющие графы которых

являются циклами

В этом параграфе будем рассматривать только алгебры, определяю-

щими графами которых являются циклы на n вершинах, n > 3. Обозначим

такие графы через Cn.

Будем считать, что X = Zn = {0, 1, 2, . . . , n−1}, а операции сложения

и вычитания определены естественным (для кольца вычетов Zn) образом.

Тогда для произвольных r, s ∈ Zn через |r− s| обозначим минимальный (в

смысле обычного порядка 0 < 1 < · · · < n− 1) из элементов r − s, s− r.

Рассмотрим предложение

Φ(m) = ∃z0, z1, . . . , zm−1Θ(z0, z1, . . . , zm−1),

где

Θ(z0, z1, . . . zm−1) =




∧

i∈Zm

[zi, zi+1] = 0 ∧
∧

i,j∈Zm:|j−i|>1

[zi, zj ] 6= 0


 , (2)

Установим несколько условий, которым должны удовлетворять эле-

менты g0, g1, . . . , gm−1 ∈ L(X;Cn), чтобы L(X;Cn) |= Θ(g0, g1, . . . , gm−1).

ЛЕММА 2.1. Пусть для m > 4, n > 5 элементы g0, g1, . . . , gm−1 ∈

∈ L(X;Cn) удовлетворяют формуле Θ(z0, z1, . . . , zm−1). Тогда |supp (gi)| 6

6 3 для i = 0, 1, . . . ,m− 1.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть формула Θ(g0, g1, . . . , gm−1) истинна

для некоторых g0, g1, . . . , gm−1, таких что |supp (gi)| > 4 для некоторого

i ∈ Zm.

Докажем, что граф Cn(supp (gi)) связен. Пусть X1 = {xk1 , xk2 , xk3 ,

xk4} — произвольное подмножество множества supp (gi). Так как n > 5,

среди этих вершин найдётся та, чья степень в графе Cn(X1) не больше

1. Можно считать, что таковой является вершина xk1 . Следовательно, в

графе Cn(X1) она соединена как минимум с двумя из трёх остальных вер-

шин, скажем, с xk2 , xk3 . Степень вершины xk4 в графе Cn(X1) не больше

2, значит степень этой вершины в графе Cn(X1) не меньше 1. Таким об-

разом, либо xk1 и xk4 смежны в графе Cn(X1), либо xk4 смежна с хотя бы

одной из xk2 и xk3 в этом графе. Следовательно, существует путь из xk1

в любую из трёх оставшихся вершин графа Cn(X1). Поэтому для любой

пары вершин из X1 существует путь, их соединяющий.

В силу произвольности выбора четвёрки вершин графа Cn(supp (gi))

в этом графе для любых его двух вершин существует путь между ними,

т. е. граф Cn(supp (gi)) связен.

Исходный граф циклический, поэтому не существует вершины x ∈

∈ X, такой что x ↔ supp (gi). Из (2) и теоремы 1.6 вытекает, что gi ∽ gi+1

и gi ∽ gi−1. Следовательно, gi−1 ∽ gi+1, а значит [gi−1, gi+1] = 0. Так как

m > 4 это противоречит истинности формулы Θ(g0, g1, . . . , gm−1). ✷

ЛЕММА 2.2. Пусть для m > 4, n > 5 элементы g0, g1, . . . , gm−1 ∈

∈ L(X;Cn) удовлетворяют формуле Θ(z0, z1, . . . , zm−1). Тогда |supp (gi)| 6=

6= 3 ни для какого i ∈ Zm.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть формула Θ(g0, g1, . . . , gm−1) истинна

для некоторых g0, g1, . . . , gm−1, таких что |supp (gi)| = 3 для некоторого

i ∈ Zm.

Отметим, что в графе Cn(supp (gi)) не более двух компонент связно-

сти. В противном случае каждая компонента связности этого графа состо-

яла бы из одной вершины, а значит граф Cn(supp (gi)) являлся бы полным

графом с тремя вершинами, последнее невозможно в силу неравенства

n > 5.
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Если граф Cn(supp (gi)) односвязен, то доказательство аналогично

доказательству леммы 2.1.

Осталось рассмотреть случай, когда в графе Cn(supp (gi)) две ком-

поненты связности. В графе Cn(supp (gi)) одна вершина смежна с двумя

другими, и без ограничения общности можно считать, что supp (gi) =

= {xk−1, xk, xk+1}. В этом случае gi = gi,1 + gi,2, где supp (gi,1) =

= {xk−1, xk+1} и supp (gi,2) = {xk}. Исходный граф циклический, поэтому

нет вершины x ∈ X, такой что x ↔ supp (gi). Из теоремы 1.6 следует, что

gi−1 = gi−1,1 + gi−1,2 и gi+1 = gi+1,1 + gi+1,2, где gi−1,s ∽ gi,s и gi+1,s ∽ gi,s

для s = 1, 2. Отсюда gi−1,s ∽ gi+1,s для s = 1, 2, а значит [gi−1, gi+1] = 0.

Последнее противоречит истинности формулы Θ(g0, g1, . . . gm−1). ✷

ЛЕММА 2.3. Пусть для m > 4, n > 5 элементы g0, g1, . . . , gm−1 ∈

∈ L(X;Cn) удовлетворяют формуле Θ(z0, z1, . . . , zm−1). Тогда |supp (gi)| 6=

6= 2 ни для какого i ∈ Zm.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что формула Θ(g0, g1, . . . ,

gm−1) истинна для некоторых g0, g1, . . . , gm−1, таких что |supp (gi)| = 2

для некоторого i ∈ Zm. Пусть supp (gi) = {xk1 , xk2}.

Если граф Cn(supp (gi)) имеет две компоненты связности, то верши-

ны из supp (gi) смежны, и можно считать, что supp (gi) = {xk, xk+1} для

некоторого k ∈ Zn. Так как n > 5, не существует вершины x ∈ X, та-

кой что x ↔ supp (gi), и дальше рассуждаем аналогично доказательству

леммы 2.2.

В случае если граф Cn(supp (gi)) односвязен, вершины из supp (gi)

не являются смежными в Cn. Если |k1 − k2| > 3, то нет вершины x ∈ X,

такой что x ↔ supp (gi), и дальше рассуждаем аналогично доказательству

леммы 2.1.

Осталось рассмотреть случай, когда |k1 − k2| = 2. Можно считать,

что supp (gi) = {xk−1, xk+1} для некоторого k ∈ Zn. Так как n > 5, xk —

единственная вершина, удовлетворяющая условию xk ↔ supp (gi). Из тео-

ремы 1.6 следует, что gi−1 = gi−1,1+αxk, gi+1 = gi+1,1+βxk, где gi−1,1 ∽ gi,
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gi+1,1 ∽ gi. Следовательно, gi−1,1 ∽ gi+1,1 и

[gi−1, gi+1] = [gi−1,1 + αxk, gi+1,1 + βxk]

= [gi−1,1, gi+1,1] + β[gi−1,1, xk] + α[xk, gi+1,1] = 0.

Последнее противоречит истинности формулы Θ(g0, g1, . . . , gm−1). ✷

Пусть X = {xi | i ∈ Zn}, Y = {yj | j ∈ Zm}. Из доказанных лемм

вытекает следующая

ТЕОРЕМА 2.4. Частично коммутативные алгебры L(X;Cn) и

L(Y ;Cm) универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда n = m.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отметим, что алгебры L(X;Cn) и L(Y ;C3),

где X = {xj | j ∈ Zn} и Y = {yi | i ∈ Z3}, не являются универсально

эквивалентными ни для какого n > 4. Действительно, алгебра L(X;C3)

абелева, а значит в ней не выполняется предложение

Ψ = ∃z0, z1 [z0, z1] 6= 0,

которое выполняется в любой алгебре L(X;Cn) при n > 4. Соответственно,

будем рассматривать алгебры L(Xn;Cn), где n > 4.

Нетрудно понять, что предложение Φ(m) выполняется в алгебре

L(Y,Cm). Для этого достаточно в качестве z0, z1, . . . , zm−1 взять порож-

дающие, соответствующие последовательным вершинам цикла. Очевидно,

что [zj , zk] = 0 тогда и только тогда, когда |j − k| 6 1.

Таким образом, без ограничения общности можно считать, что n >

> m > 4.

Предположим, что предложение Φ(m) выполняется также и в ал-

гебре L(X,Cn), т. е. существуют g0, g1, . . . , gm−1 ∈ L(X;Cn), для которых

L(X;Cn) |= Θ(g0, g1, . . . , gm−1). Из лемм 2.1–2.3 следует, что для всех

i ∈ Zn выполнено gi = αixki , где αi ∈ R\{0}. Можно считать, что g0 =

= α0x0 (в противном случае перенумеруем порождающие).

Из [g0, g1] = 0 следует, что g1 может принимать одно из значений

α1x0, α1x1 или α1xn−1. Однако случай g1 = αx0 не имеет места, иначе

из [g2, g1] = 0 следовало бы [g2, g0] = 0, что невозможно, т. к. из n > 5

вытекает |2− 0| > 1.
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Снова без ограничения общности можно считать, что g1 = α1x1 (если

g1 = α1xn−1, то перенумеруем порождающие).

Из [g2, g1] = 0 следует, что g2 может принимать лишь значения

α2x1, α2x2 или α2x0. Как и выше, случай g2 = α2x1 не имеет места. Невоз-

можен также и случай g2 = α2x0. Действительно, в этом случае [g0, g2] = 0,

что противоречит истинности формулы Θ(g0, g1, . . . , gm−1). Следователь-

но, g2 = α2x2.

Повторяя рассуждения, получаем, что gi = αixi для i = 3, 4, . . . ,m−

− 1.

В силу n > m имеем [gm−1, g0] 6= 0; последнее противоречит формуле

Θ(g0, g1, . . . , gm−1), т. к. |0− (m− 1)| = 1 в Zm.

Таким образом, если n > m, то предложение Ψ(m), истинное в

L(Y ;Cm), не является истинным в L(X;Cn). ✷

§ 3. Алгебры, определяющие графы которых

являются деревьями

В данном параграфе исследуются универсальные теории частично

коммутативных алгебр Ли, определяющие графы которых являются де-

ревьями.

Если определяющий граф G алгебры L(X;G) является деревом, то

для любого лиевского многочлена f граф G(supp (f)) является лесом, т. е.

графом без циклов. Для полноты изложения докажем несколько неслож-

ных лемм о строении графов.

ЛЕММА 3.1. Пусть граф G = 〈X,E〉 — лес, имеющий не меньше

двух компонент связности. Тогда граф G связен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть xi и xj — две произвольные вершины

графа. Если xi = xj , то в графе G эти вершины соединены между собой.

Если вершины xi и xj смежны в G, то они лежат в одной компоненте

связности. По условию леммы в G не менее двух компонент связности, зна-

чит можно выбрать компоненту связности, не содержащую вершин xi, xj .

Пусть xl — какая-нибудь вершина из этой компоненты связности. Так как
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xi = xl и xj = xl, в графе G вершина xl смежна с xi и xj , а значит

существует путь, соединяющий xi и xj .

В силу произвольности выбора xi и xj получаем, что для любых двух

вершин графа G существует путь, их соединяющий. Следовательно, граф

G связен. ✷

ЛЕММА 3.2. Если граф G = 〈X;E〉 — дерево, то в графе G не

более двух компонент связности, причём если G не является связным,

то одна из его компонент связности состоит из одной вершины.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть в графе G не менее трёх компонент

связности. Предположим, что вершины xi1 , xi2 , xi3 лежат в различных

компонентах связности. Эти вершины не смежны в графе G, поэтому они

попарно смежны в графе G. Значит, xi1xi2xi3 — цикл в этом графе. Это

противоречит тому, что G по условию является деревом. Следовательно,

в G не более двух компонент связности.

Предположим теперь, что в графе G ровно две компоненты связности

и в каждой из них хотя бы по две вершины. Пусть вершины xi1 и xi2 лежат

в одной компоненте связности, а вершины xi3 и xi4 — в другой. Никакая из

вершин xi1 , xi2 не смежна ни с одной из вершин xi3 , xi4 , поэтому в графе

G имеем {xi1 , xi2} ↔ {xi3 , xi4}. Следовательно, граф G содержит цикл

xi1xi3xi2xi4 ; противоречие. Таким образом, если в графе G две компоненты

связности, то хотя бы одна из них содержит одну вершину. ✷

ЛЕММА 3.3. Пусть G = 〈X;E〉 — дерево и X1 ↔ X2 для некото-

рых X1, X2 ⊂ X. Тогда хотя бы одно из множеств X1, X2 одноэлементно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим граф G(X1 ∪X2). Этот граф яв-

ляется лесом. Так как X1 ↔ X2, в графе G(X1 ∪ X2) не менее двух ком-

понент связности. По леммам 3.1 и 3.2 компонент связности ровно две:

G(X1) и G(X2), при этом хотя бы одна из компонент связности состоит из

одной вершины. ✷

Для дерева G с множеством вершин X через X∗ обозначим мно-

жество всех вершин G, не являющихся висячими. Назовём граф G(X∗)

внутренностью дерева G и обозначим через G∗. Очевидно, что G∗ также
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является деревом. Действительно, если есть путь между вершинами xi и

xj в дереве G, но подобный путь отсутствует в графе G∗, то из каждого

такого пути должно быть удалено ребро. Это ребро не может исходить из

вершин xi или xj , т. к. в этом случае с удалением рёбра мы должны бы-

ли удалить и одну из этих двух вершин. Следовательно, удалено должно

быть ребро из пути в графе G, не исходящее ни из одной из вершин xi, xj ,

но тогда оба конца удалённого ребра не являются висячими вершинами

графа G, что невозможно в силу алгоритма построения графа G∗.

Если |X∗| > 2, то для каждой висячей вершины графа G∗ выберем

по одной смежной с ней вершине из X\X∗ (если таких вершин несколь-

ко, можно взять любую из них). Множество, полученное добавлением всех

этих вершин к X∗, обозначим через X ′. Если же |X∗| = 1, то в графе G

одна из вершин соединена со всеми остальными (которые, соответственно,

являются висячими). В этом случае через X ′ обозначим множество, полу-

ченное из X∗ добавлением к единственной вершине этого множества двух

смежных с ней вершин. Граф G(X ′) обозначим через G′.

Несмотря на неоднозначность определения множества X ′, графы G′

для различных X ′ изоморфны.

Пусть G = 〈X;E〉 — дерево, и X∗ = {xt0 , xt1 , . . . , xtk−1
}. По этому

дереву построим предложение

Φ(G) = ∃z0, . . . , zn−1,u0, . . . , uk−1, v0, . . . , vk−1

Ψ(G; z0, . . . , zn−1, u0, . . . , uk−1, v0, . . . , vk−1),
(3)

где

Ψ(G; z0, . . . , zn−1, u0, . . . , uk−1, v0, . . . , vk−1) =

=
∧

xi↔xj

[zi, zj ] = 0 ∧
∧

xi=xj

[zi, zj ] 6= 0 ∧

k−1∧

i=0

[[ui, vi], zti ] = 0 ∧

k−1∧

i=0

[ui, vi] 6= 0.

ЛЕММА 3.4. Пусть G = 〈X;E〉 — дерево. Тогда предложение Φ(G)

истинно в алгебре L(X;G).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимо найти значения z0, . . . , zn−1,

u0, . . . , uk−1, v0, . . . , vk−1, для которых истинна формула

Ψ(G; z0, . . . , zn−1, u0, . . . , uk−1, v0, . . . , vk−1).
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Положим zi = xi для i = 0, 1, . . . , n − 1. Очевидно, что [zi, zj ] = 0

тогда и только тогда, когда xi ↔ xj .

Поскольку xi ∈ X∗ для i = 0, 1, . . . , k − 1, каждая такая вершина

смежна как минимум с двумя другими. Для каждой вершины xi произ-

вольным образом выберем по две различные смежные с xi вершины xi,1 и

xi,2, а затем положим ui = xi,1 и vi = xi,2.

Отметим, что вершины xi,1 и xi,2 для i = 0, 1, . . . , n− 1 не являются

смежными, в противном случае мы бы получили цикл xi,1xi,2xi в графе

G. Таким образом, для выбранных значений ui и vi получаем [ui, vi] 6= 0.

Осталось заметить, что из [13] вытекает [[ui, vi], zi] = 0 для выбранных

значений ui, vi и zi. Следовательно, L(X;G) |= Φ(G), что и требовалось

доказать. ✷

ЛЕММА 3.5. Пусть G = 〈X;E〉, H = 〈Y ;F 〉 — деревья, причём

X∗ = {xt0 , xt1 , . . . , xtk−1
}. Предположим, что L(Y,H) — частично ком-

мутативная алгебра Ли с определяющим графом H, в которой истин-

на формула Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1) для лиевских мно-

гочленов g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1. Тогда |supp (gti)| = 1 для

любого i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть формула Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1,

f0, . . . , fk−1) истинна и |supp (gi)| > 2 для некоторого i ∈ {0, 1, . . . , n − 1},

такого что xi ∈ X∗. Так как H(supp (gi)) — лес, по леммам 3.1 и 3.2 граф

H(supp (gi)) имеет не более двух компонент связности. В силу включения

xi ∈ X∗ степень вершины xi в графе G не меньше 2. Пусть xj1 , xj2 — две

вершины, смежные с xi в этом графе.

Пусть граф H(supp (gi)) связен. Формула

Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1)

истинна, поэтому [gi, gj1 ] = [gi, gj2 ] = 0. Из теоремы 1.6 следует, что gj1 =

= gj1,1 + gj1,2 и gj2 = gj2,1 + gj2,2, где для t = 1, 2 выполнено следующее:

если gjt,1 6= 0, то gjt,1 ∽ gi, и если gjt,2 6= 0, то supp (gjt,2) ↔ supp (gi).
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Имеем

[gj1 , gj2 ] = [gj1,1 + gj1,2, gj2,1 + gj2,2]

= [gj1,1, gj2,1] + [gj1,1, gj2,2] + [gj1,2, gj2,1] + [gj1,2, gj2,2]

= [gj1,2, gj2,2]

(4)

Если хотя бы один из элементов gj1,2, gj2,2 равен 0, то [gj1 , gj2 ] =

= 0, что противоречит истинности формулы Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1,

f0, . . . , fk−1). В самом деле, вершины xj1 и xj2 не могут быть смежными,

поскольку они смежны с xi, а граф G — дерево.

Пусть gj1,2 6= 0 и gj2,2 6= 0. Из леммы 3.3 вытекает, что supp (gj1,2) =

= supp (gj2,2) = yl для некоторого yl ∈ Y , т. е. gj1,2 = α1yl, gj2,2 = α2yl

для некоторых α1, α2 ∈ R. Следовательно, [gj1,2, gj2,2] = 0, и из (4) по-

лучаем [gj1 , gj2 ] = 0, что снова противоречит формуле Ψ(G; g0, . . . , gn−1,

h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1).

Осталось рассмотреть случай, когда у графа H(supp (gi)) две ком-

поненты связности. Здесь имеет место представление gi = gi,1 + gi,2, где

gi1 , gi2 ∈ L(Y ;H)\{0}, а H(supp (gi,1)) и H(supp (gi,2)) — компоненты связ-

ности графа H(supp (gi)).

Из истинности формулы Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1)

следует [gi, gj1 ] = [gi, gj2 ] = 0. Значит, в силу теоремы 1.6 верно gjt = gjt,1+

+ gjt,2 + gjt,3 для t = 1, 2, где gi,1 ∽ gjt,1, gi,2 ∽ gjt,2 и либо supp (gjt,3) ↔

↔ supp (gi), либо gjt,3 = 0. Однако первый случай невозможен. Действи-

тельно, supp (gjt,r) ↔ supp (gjt,s) для t = 1, 2, s, r ∈ {1, 2, 3}, s 6= r, если

соответствующие элементы отличны от 0. Таким образом, если выбрать

по одной вершине из каждого supp (gi,r), r = 1, 2, и из supp (gjt,3) для t =

= 1 или t = 2, то эти вершины являются вершинами цикла в графе H;

противоречие.

Итак, gjt = gjt,1 + gjt,2 для t = 1, 2. Следовательно,

[gj1 , gj2 ] = [gj1,1 + gj1,2, gj2,1 + gj2,2]

= [gj1,1, gj2,1] + [gj1,1, gj2,2] + [gj1,2, gj2,1] + [gj1,2, gj2,2] = 0,

т. к. gj1,r ∽ gj2,r для r = 1, 2 и supp (gjt,1) ↔ supp (gjp,2) для t, p = 1, 2,
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таких что gjt,1, gjp,2 6= 0. Это противоречит формуле

Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1).

Таким образом, мы рассмотрели все гипотетические случаи, когда

|supp (gi)| > 2 для некоторого i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, такого что xi ∈ X∗, и

доказали их невозможность. ✷

ЛЕММА 3.6. Пусть G = 〈X;E〉 и H = 〈Y ;F 〉 — деревья, при-

чём X∗ = {xt0 , xt1 , . . . , xtk−1
}. Если L(Y ;H) |= Φ(G), то G∗ изоморфно

подграфу графа H∗.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из леммы 3.5 следует, что если в алгебре

L(Y ;G) выполняется формула Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1),

для некоторых лиевских многочленов g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . .

. . . , fk−1, то |supp (gti)| = 1. Иными словами, для каждого ti выполнено

gti = αiysi при некоторых si ∈ {0, 1, . . . , n − 1} и αi ∈ R. Очевидно, что

αi 6= 0.

Легко видеть, что ysi 6= ysj ни для каких i 6= j. Действительно,

предположим противное. Тогда [gti , gtj ] = [αiysi , αjysj ] = 0. Формула

Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1) истинна, поэтому вершины xti

и xtj должны быть смежны в G. Так как xti ∈ X∗, она смежна хотя бы

с ещё одной из вершин (обозначим её как xl). Следовательно, [gti , gl] = 0.

В силу доказанного выше [gtj , gl] = 0, а значит xtixtjxl — цикл; противо-

речие. Таким образом, перенумеровав, если это потребуется, вершины в

дереве H, мы можем считать, что gti = αiyti .

Из истинности формулы Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1)

следует, что xti ↔ xtj тогда и только тогда, когда [yti , ytj ] = 0, т. е. yti и ytj

смежны. Таким образом, графы H({yt0 , yt1 , . . . , ytk−1
}) и G∗ изоморфны.

Остаётся лишь показать, что {yt0 , yt1 , . . . , ytk−1
} ⊆ Y ∗.

Пусть для некоторого i ∈ {0, 1, . . . , k−1} вершина yti висячая в графе

H, а yj — смежная с ней вершина. Формула Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1,

f0, . . . , fk−1) истинна, поэтому 0 = [[fi, hi], gti ] = αi[[fi, hi], yti ], т. е. [fi, hi]

лежит в централизаторе элемента yti . В силу [13] справедливо

[fi, hi] = β1yti + β2yj . (5)
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Пусть [fi, hi] 6= 0. В силу однородности тождеств алгебры Ли и со-

отношений частичной коммутативности представление левой части равен-

ства в виде линейной комбинации базисных мономов содержит мономы, в

каждом из которых суммарная степень по всем порождающим не меньше

2, а правая часть является линейной комбинацией порождающих. Следова-

тельно, равенство (5) не выполнится. Отсюда [fi, hi] = 0, что противоречит

формуле Ψ(G; g0, . . . , gn−1, h0, . . . , hk−1, f0, . . . , fk−1).

Итак, вершины yti для i = 0, 1, . . . , k − 1 в графе H не являются

висячими, а потому лежат в Y ∗. ✷

Для любых элементов x, x̌ ∈ X и произвольного целого положитель-

ного числа r введём обозначение [x ◦ (x̌)r] = [x, x̌, . . . , x̌︸ ︷︷ ︸
r раз

].

Пусть G = 〈X;E〉 — граф с множеством вершин X со следующим

свойством: в G есть хотя бы одна вершина степени не меньше 3, смежная

с хотя бы одной висячей вершиной. Выберем произвольную вершину, удо-

влетворяющую этому свойству, и обозначим её как x. Пусть x′, x′′, x′′′ —

смежные с ней вершины, при этом вершина x′ висячая.

Введём обозначения: X̃ = X\{x′}, а G̃ = G(X̃). Для любого цело-

го положительного числа r определим отображение ϕr : X → L(X̃; G̃)

следующим образом:

ϕr(xi) =





xi, если xi 6= x′,

[x′′ ◦ (x′′′)r], если xi = x′.
(6)

Проверим, что это отображение единственным образом продолжается до

гомоморфизма алгебры L(X;G) на алгебру L(X̃; G̃). Действительно, необ-

ходимо только проверить, что ϕr сохраняет соотношения алгебры L(X;G).

Пусть [xi, xj ] = 0 в алгебре L(X;G). Если xi 6= x′ и xj 6= x′, то ϕr([xi, xj ]) =

= [xi, xj ]. Так как xi и xj смежны в G, они будут смежны и в G̃. Следо-

вательно, [xi, xj ] = 0 в алгебре L(X̃; G̃). Если же xj = x′ (случай xi = x′

рассматривается аналогично в силу антикоммутативности алгебр Ли), то

xi = x. Имеет место ϕr([x, x
′]) = [x, [x′′ ◦ (x′′′)r]] = 0, т. к. x смежна с x′′ и

x′′′ в графе G̃. Итак, отображение ϕr единственным образом продолжается

до гомоморфизма. Этот гомоморфизм также обозначим через ϕr.
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Переобозначим вершины следующим образом: вершину x′′ обозна-

чим через xp+1, вершины, смежные с x′′ (кроме вершины x) — через

x1, x2, . . . , xp−2, вершину x — через xp−1, вершины x′ и x′′′ — через xp

и x0 соответственно, а для остальных вершин в произвольном порядке ис-

пользуем xp+2, . . . , xn−1. После этого введём упорядочение на множестве

X, которое было описано выше. Обозначим его как (∗).

Для произвольного ассоциативного слова v обозначим через v(r) ас-

социативное слово, получающееся заменой в нём каждого вхождения xp

на xp+1x
r
0.

ЛЕММА 3.7. Пусть v и w — два ассоциативных монома. Если v >

> w относительно порядка (∗), то существует r0, такое что v(r) > w(r)

для любого натурального r > r0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть r1 — наибольшее натуральное число,

такое что v содержит подслово xp+1x
r1−1
0 , а r2 — наибольшее натураль-

ное число, такое что w содержит подслово xp+1x
r2−1
0 . Положим r0 =

= max(r1, r2). Так как v > w, возможны два варианта:

(1) w = vw′, где w′ неединичный моном;

(2) v = v′xiv
′′, w = v′xjw

′′, где i > j, а мономы v′, v′′, w′′ могут быть

единичными.

В первом случае требуемое очевидно, т. к. v(r) > v(r)w
′
(r) = w(r) для

любого натурального r.

Рассмотрим второй случай. Если i 6= p и j 6= p, то v(r) = v′(r)xiv
′′
(r) >

> v′(r)xjw
′′
(r) = w(r).

Если i = p, то для любого r имеем v(r) = v′(r)xp+1x
r
0v

′′
(r), а w(l) =

= v′(r)xjw
′′
(r). Из p > j вытекает p+ 1 > j, отсюда получаем требуемое.

Наконец, пусть j = p. Если i > p + 1, то для любого натурального

r получаем v(r) = v′(r)xiv
′′
(r) > v′(r)xp+1x

r
0w

′′
(r) = w(r). Осталось расмотреть

случай j = p, i = p + 1. Тогда v(r) = v′(r)xp+1v
′′
(r), w(r) = v′(r)xp+1x

r
0w

′′
(r).

Если первый множитель в v′′(r) отличен от x0, то v(r) > w(r) для любого

натурального r. Пусть v′′(r) начинается с x0. В силу выбора r0 в v′′(r) не

более r0 − 1 первых сомножителей равны x0. Таким образом, имеет место

представление v(r) = v′(r)xp+1x
s
0v̂, где s < r0 и v̂ — некоторый моном либо
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равный единице, либо начинающийся с порождающего, отличного от x0.

Если v̂ = 1, то v(r) является началом w(r) для любого натурального r > r0.

Если же v̂ 6= 1, то он начинается с некоторого порождающего xt > x0, а

значит v(r) > w(r) для любого натурального r > r0. ✷

ЛЕММА 3.8. Пусть [u] — базисный моном алгебры L(X;G) отно-

сительно упорядочения (∗). Тогда существует r0, такое что для любого

целого положительного r > r0 при подстановке [xp+1◦(x0)
r] вместо каж-

дого вхождения xp получается базисный моном алгебры L(X̃; G̃).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в случае ассоциативных мономов, обо-

значим через [u](r) лиевский моном, полученный посредством подстановки

[xp+1 ◦ (x0)
r] вместо каждого вхождения xp.

Сначала докажем, что [u](r) ∈ LS(X̃) для достаточно больших нату-

ральных r, если [u] ∈ LS(X).

Очевидно, что это утверждение верно для r0 > 0, если [u] ∈ X. Пусть

[u] ∈ LS(X) и [u] 6∈ X. В силу определений 1.1 и 1.2 для любого пред-

ставления u = vw выполнено u > wv. По лемме 3.7 для каждого такого

представления существует r(v, w), такое что u(r) > w(r)v(r) при всех нату-

ральных r > r(v, w). Пусть r1 = max({r(v, w) | vw = u}). Тогда при любом

натуральном r > r1 имеем u(r) = v′w′ > w′v′ для любого представления

u(r) = v′w′, (7)

которое может быть получено из разложения u на множители (т. е. v′ =

= v(r), w
′ = w(r) для некоторых v и w, таких что u = vw).

Если разложение (7) не может быть получено из разложения u = vw,

то v′ = v′′xp+1x
s
0, w

′ = xr−s
0 w′′, где 0 6 s1 < r. Так как v′′ начинается с

порождающего, отличного от x0, имеем v′w′ > w′v′. Следовательно, u(r) —

ассоциативное слово Линдона–Ширшова.

Пусть [u] ∈ LS(X) — слово Линдона–Ширшова. Если [u] = [[v],

[w]], то [v], [w] ∈ LS(X). По предположению индукции [v](r), [w](r) ∈ LS(X̃)

для натуральных r, бо́льших некоторого натурального r2. В силу лем-

мы 3.7 существует натуральное число r3, такое что v(r) > w(r) для любого

r > r3.



Об универсальной эквивалентности алгебр Ли 221

Если [u] = [[v1, v2], [w]] где w > v2, то снова из леммы 3.7 следует

существование натурального числа r4, такого что w(r) > v2(r) для любого

натурального r > r4.

Пусть r0 = max(r1, r2, r3, r4). Тогда [u](r) ∈ LS(X̃) для любого r > r0.

Предположим теперь, что [u] ∈ PCLS(X). Если [u] является порож-

дающим, то утверждение очевидно для любого натурального числа r > 0.

Пусть [u] = [[v], [w]], причём [v], [w] ∈ PCLS(X). По предположению ин-

дукции можно считать, что [v](r), [w](r) ∈ PCLS(X̃) для любого r > r0.

Остаётся показать, что первая буква слова [w](r) не смежна хотя бы с од-

ной буквой слов [v](r).

Если [w] начинается с xi, где i 6= p, то [w](r) также начинается на xi.

Если xi не смежна с некоторой вершиной xj ∈ supp ([v])\{xp}, то утвер-

ждение очевидно для любого r > r0. Пусть xp ∈ supp ([v]), xi = xp и

xi
G̃
↔ supp ([v](r)). В этом случае xi

G̃
↔ {xp+1, x0}. Если i = p−1, то получа-

ем противоречие, т. к. xp−1 ↔ xp; иначе в графе G есть цикл x0xp−1xp+1xi,

и снова получаем противоречие.

Пусть [w] начинается с xp. Тогда [w](r) начинается с xp+1. Из [u] ∈

∈ LS(X) вытекает v > w. Следовательно, первая буква [v] не меньше

xp, откуда получаем, что первая буква [v](r) не меньше xp+1. Осталось

отметить, что все вершины, смежные с xp+1, меньше xp+1. Значит, первые

буквы [v] и [w] не смежны.

Итак, в [v](r) есть порождающий, не смежный с первой буквой [w](r).

Следовательно, [u](r) ∈ PCLS(X̃). ✷

Отметим, что для любого лиевского монома [u] имеет место равен-

ство ϕr([u]) = [u](r).

ЛЕММА 3.9. Пусть L(X;G) — частично коммутативная алгеб-

ра Ли, её определяющий граф является деревом, в котором существу-

ет вершина x, такая что x ↔ {x′, x′′, x′′′}, причём x′ — висячая. Если

g ∈ L(X;G)\{0}, то существует натуральное число r0, для которого

ϕr(g) 6= 0 (см. (6)) при любом натуральном r > r0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введём упорядочение (∗) на множестве X и

распишем g в виде линейной комбинации базисных мономов относительно
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этого упорядочения:

g =
N∑

i=1

αi[ui],

где αi ∈ R, а N ∈ N. В силу леммы 3.8 для каждого [ui] существует ri,

такой что ϕ(r)([ui]) ∈ PCLS(X̃) для всех r > ri. Пусть r0 равно максималь-

ному из значений ri. Из леммы 3.7 вытекает, что для любого натурального

r > r0 все элементы ϕr([ui]) попарно различны. Следовательно, их линей-

ная комбинация не равна нулю. ✷

Теперь мы можем доказать критерий универсальной эквивалентно-

сти частично коммутативных алгебр, определяющие графы которых яв-

ляются деревьями.

ТЕОРЕМА 3.10. Пусть G = 〈X;E〉 и H = 〈Y ;F 〉 — деревья, при-

чём |X| > 2 и |Y | > 2. Алгебры L(X;G) и L(Y ;H) универсально эквива-

лентны тогда и только тогда, когда G∗ ≃ H∗.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть алгебры L(X;G) и L(Y ;H) универ-

сально эквивалентны. Докажем, что в этом случае деревья G∗ и H∗ изо-

морфны.

Если все вершины дерева G являются висячими, то n = 2. Следова-

тельно, L(X;G) является двупорожденной абелевой алгеброй Ли. Следо-

вательно, предложение

∃z1, z2[z1, z2] 6= 0

не выполняется в этой алгебре. Если m > 3, то H не является полным

графом (т. к. H — дерево), а значит [yi, yj ] 6= 0 для некоторых i, j ∈

∈ {0, 1, . . . ,m − 1}. Следовательно, m = 2. Все деревья с двумя верши-

нами изоморфны между собой, поэтому графы G∗ и H∗ изоморфны (и

будут пустыми).

Таким образом, осталось рассмотреть случай, когда оба множества

X∗ и Y ∗ непустые. Из леммы 3.4 следует, что L(X;G) |= Φ(G). В си-

лу универсальной эквивалентности алгебр L(X;G) и L(Y ;H) получаем

L(Y ;H) |= Φ(G). По лемме 3.6 граф G∗ изоморфен некоторому подграфу

графа H∗. Применяя аналогичные рассуждения для предложения Φ(H),
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получаем, что граф H∗ изоморфен некоторому подграфу графа G∗. Сле-

довательно, графы G∗ и H∗ изоморфны. Обратно, пусть деревья G∗ и H∗

изоморфны. Тогда изоморфны также графы G′ и H ′.

Предположим, что в дереве G есть вершина степени не меньше 3,

смежная хотя бы с одной висячей вершиной. Рассмотрим граф G̃, постро-

енный по этим вершинам, как было описано выше. Тогда универсальные

теории алгебр L(X;G) и L(X̃; G̃) совпадают. Действительно, в силу тео-

ремы 1.10 для проверки совпадения универсальных теорий алгебр Ли L1

и L2 достаточно проверить, что любая конечная подмодель алгебры L1

имеет изоморфную подмодель в алгебре L2, и наоборот.

В одну сторону утверждение очевидно, т. к. L(X̃; G̃) является подал-

геброй L(X;G), а значит любая конечная подмодель {g1, . . . , ga} алгеб-

ры L(X̃; G̃) может рассматриваться и как конечная подмодель алгебры

L(X;G).

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть Γ = {g1, . . . , ga} —

произвольное конечное множество ненулевых элементов алгебры Ли

L(G;X). Расширим это множество, добавив в него все ненулевые элемен-

ты одного из следующих видов: gi− gj , gi+ gj − gk, [gi, gj ]− gk. Обозначим

полученное множество Γ. Достаточно показать существование натураль-

ного числа r, такого что ядро гомоморфизма ϕr : L(G;X) → L(G̃; X̃) не

пересекается с множеством Γ. Действительно, в этом случае образы всех

элементов множества Γ различны, и если gi 6= gj + gk или gi 6= [gj , gk], то

образы gi и gj + gk (соответственно образы gi и [gj , gk]) не равны.

Из леммы 3.9 следует, что для каждого элемента gi ∈ Γ можно вы-

брать ri, для которого ϕri(gi) 6= 0. Пусть r0 — максимальное из значений

ri. Тогда ϕr0(gi) 6= 0 для всех gi ∈ Γ, если r > r0.

Таким образом, совпадают универсальные теории алгебр L(X;G) и

L(X̃; G̃).

Рассмотрим деревья G и H. Удаляя последовательно висячие вер-

шины, смежные с вершинами степени не меньше 3, получим соответствен-

но деревья G′ и H ′. При этом, в силу только что доказанного, алгеб-

ры L(X ′;G′) и L(X;G) универсально эквивалентны. Аналогично, универ-
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сально эквивалентными являются алгебры L(Y ′;H ′) и L(Y ;H). Осталось

вспомнить, что G∗ ≃ H∗ эквивалентно G′ ≃ H ′. Значит, универсальные

теории алгебр L(X ′;G′) и L(Y ′;H ′) совпадают. Таким образом, доказана

универсальная эквивалентность алгебр L(X;G) и L(Y ;H). ✷
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