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НЕКОТОРЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
ДЛЯ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЧИСЛА НЕПОЯВИВШИХСЯ S-ЦЕПОЧЕК 

В.Г.МИХАЙЛОВ 

В работе получены неравенства, связывающие вероятности больших 
уклонений для левого и правого хвостов функции распределения числа 
непоявившихся s-цепочек в последовательности полиномиальных испы­
таний. Аналогичные неравенства получены и для функции распределе­
ния числа повторений s-цепочек в этой схеме. 

Пусть Х\, Х2,... — последовательность независимых одинаково распреде­
ленных случайных величин, принимающих лишь значения 1,2, . . . , JV. Пусть 

Р{Х{ = к}=рк, k = l,...,N, i = l,2,.... 

Мы будем считать, что 0 < pi ^ рг ^ • • • ̂  PN-
В последовательности {Xt} нас будут интересовать s-цепочки 

Yi = (Х{,Х{+1,... , X ; + s - i ) , г = 1 , . . . ,n . 

Пусть /io(<s, n) — число непоявившихся элементов множества { 1 , 2 , . . . , N}s сре­
ди Y i , . . . , Yn, или, более кратко, число непоявившихся s-цепочек, a ^(s, n) — 
число повторений в последовательности s-цепочек Y i , . . . , Y„, определяемое как 

Здесь и далее 1{А} — индикатор случайного события А. 
Центральной в предлагаемой работе является 
Т Е О Р Е М А 1. Пусть О < о ^ Ь. Тогда 

Р { 6 ( * . п ) < а) < Р {/*o(a,n) ^ a + Ns -п) 

««ц-ед+рц.»-»".-®""} 
«.Чр{-ед+р{ы.,.-.»-(|),/"}. а) 
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Если при этом 
0<a^b^(n-s)ps

u (2) 

то 

P { 6 ( a , n ) < a } ^P{/J,o{s,n)^a + Ns-n} 

« • • Ч - е д - <з» 
Неравенства (1) позволяют оценить вероятности левых хвостов распреде­

лений случайных величин fio{s, n) и £г(з, n) через вероятности правых хвостов. 
Оценивание последних в определенных случаях представляется более простой 
задачей. 

Исследованию свойств случайных величин no(s,n) и ^( -s ,^) посвящено 
значительное число работ (см., например, [1]-[8]). Достаточно полно изучено 
их предельное поведение при n, N —• оо. Известны условия сходимости их рас­
пределений к пуассоновскому и родственным дискретным распределениям и 
оценка скорости этой сходимости. Хорошо изучены условия асимптотической 
нормальности случайной величины £2(5, п), чему способствовало то обстоя­
тельство, что она является {/-статистикой. Труднее оказалось исследовать 
случайную величину po(<s,n). Заметное продвижение было достигнуто в рам­
ках исследования свойств марковских размещений [2], и наконец, последний 
значительный шаг был сделан в [8], где получены достаточные условия асим-
тотической нормальности величины no(s,n). Каких-либо оценок для вероят­
ностей уклонений до сих пор получено не было. 

Перейдем к доказательству теоремы 1. Для этого нам понадобится ряд 
вспомогательных результатов и, в частности, следующее утверждение, дока­
занное в работе [9]. 

Пусть на вероятностном пространстве (А, Т, Р ) заданы последователь­
ность (Т-алгебр То С Т\ С • • • С Т и последовательность случайных величин 
£i! £г> • • • j удовлетворяющие условиям: 

1) 0 < fc < 1; 
2) случайная величина & измерима относительно Т{, г = 1, 2 , . . . . 
Пусть Mi = Е{& I Fi-i}, a r — некоторый марковский момент относи­

тельно последовательности ег-алгебр {Т{\. Тогда при 0 < a $C Ь вероятности 

*- i = i i = i ' *• t = i t = i ' 

не превосходят ехр{— 2(, }. 
Далее в качестве марковского момента мы будем рассматривать неслу­

чайное натуральное число: т = п, и положим 

М Р = Е { & | ^ _ * } , i>k. 

Тогда 
Zi = M<f\ Mi=M\1\ М{

{
к) =Е{М^-1]\ Ti_k). 



Неравенства для функции распределения числа s-цепочек 223 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 0 < а ^ Ь,о случайные величины £i,...,£»» удовле­
творяют условиям 1) it 2). Тогда 

{ Е ^ а ' Е Л4г)>ь|<гехр| 
*- i = l + r 1=1+1" ^ ^ 

'{ Е ^ Ь > Е M^UaWrexpj 
^ i=l+r i=l+r ' *• 

2r2b 
(4) 

(ь - " ) 2 ч 

2г26 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Для сокращения записи вве­
дем обозначение 

м<*>= Е м^-
Пусть 0 < а ^ с ̂  6. Очевидно, что 

Р { М ( 0 ) ^ а , М ( 2 ) >Ь} 

^ Р {М ( 0 ) ^ а, М ( 1 ) > с, М ( 2 ) ^ 6} 

+ Р {М ( 0 ) < а, М ( 1 ) С с, М ( 2 ) ^ 6} 

^ Р { М ( 0 ) ^а,М{1) >с} 

+ Р { М ( 1 ) ^ с , М 2 > Ь } . 

Аналогично, разместив на отрезке [а, Ь] не одну точку с, а сразу г — 1 точек 

(г - к)а + кЬ 
Ск = - , к = 1,...,г-1, 

получим 

Р {М° < а, М{т) > 6} 

< Г р ( # » ^ ( r - * O a + fcb
;M(fc+i) > ( * - - * - 1 ) о + (* + 1)ь-| 

fc=0 

Каждое слагаемое мы оцениваем с помощью цитированного результата из [9] 
и после небольшого загрубления приходим к первому из неравенств в (4): 

Р {М ( 0 ) ^ а, М(т) ^ 6} 

V [ {\b-a)lrf \ 
А . е Х Р \ 2 [ ( r - * + l ) a + (k + l ) b ] / r J 

Аналогично доказывается и второе неравенство в (4). Теорема 2 доказана. 
Рассмотрим теперь случайную величину 

Г - 1 

it=o 

я = Ё'{Пе{1 г1,-. ,П-1}}. 
* = i 
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Л Е М М А . Пусть 0 < a ^ Ь. Тогда 

Р {Z ^ а] < , е х р | - ^ Й г } + Р {^о(*,п - л) > ЛГ* - ( | ) V 2 } . (5) 

Если эве выполнено условие (2), т о 

Р { ^ а К а е х р { - ( Ь ^ | . ( 6 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Введем вспомогательные случай­
ные величины 

и* = /{У* € {У1 , . . . , У*- ,}} , * = я + 1 , . . . , п, 

i7 = И,+ 1 + «s+2 H \-U„. 

Очевидно, что ик ^ I{Yk е { У ь . . . , yj t_1}}. Поэтому 

U<Z. (7) 

Введем случайные величины 

vk-E{uk\Tk^s}, k = s + l,...,n, 

где Т% есть cr-алгебра, порожденная случайными величинами Y\,..., Yt (или, 
что то же самое, — случайными величинами Х\,..., Xt+s-i)- Положим 

V = v3+1 + v3+2 Н \-v„. 

Заметим, что к вероятности Р {U ^ а, V ^ Ь} можно применить теорему 2 с 
г = s. 

Легко проверить, что с вероятностью 1 

vk = P{Yke{Y1,...,Yk.s}\Xu...,Xk^} 

£ р ! | { У ь . . . , П - . } | , 

где |.А| обозначает число элементов множества А. Это обстоятельство позво­
ляет оценить снизу случайную величину V следующим образом (все неравен­
ства выполняются с вероятностью 1): 

те—я 

У^£|{У Ь . . . ,У 4 } | 
t=X 
n — s 

2ri'£,m*X{l,\{Y1,...,Yn-l,}\-((n-s)-t)} 

^ m a x { ( n - 5 ) p f , ^ | { y b . . . , F „ _ 3 } | 2 } . 

Другими словами, с вероятностью 1 

V>{n-s)p{, (8) 

V>^{№-vo(s,n-s))2. (9) 
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Если выполнено условие (2), то из (8) следует, что Р {V ^ 6} = 1. Значит, 

Р { [ / ^a} = Y{U ^a,V^b}. (10) 

Правую часть здесь оцениваем с помощью теоремы 2, а затем применяем (7): 

P { S < a K P { t f < a } < * e x p j - ^ = ^ £ j . 

Итак, неравенство (6) доказано. 

Перейдем к доказательству неравенства (5). Из (9) следует, что 

Р {V < Ь) ^ Р L0(s, n - а) > № - ( Р ) V21. 

Поэтому с учетом неравенства (7) и теремы 2 
Р {Z < а} ^ Р {С/ ^ а} 

^P{U^a,V^b} + P{V^b} 

<«ц-ед+р{*<.,»-.)>»--(!Г}. 
Неравенство (5), а вместе с ним и лемма доказаны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Рассмотрим число появив­

шихся цепочек N" — /j,o(s,n). Очевидно, что 

N' - po(s,n) = 1 + £ / { П * {Yi, • • - . П - i } } 
k-2 

n 
= i + ^ ( l - J{ne{yi , . . . ,n_ 1 }})=n-Z. 

k=2 

Поэтому Z = /j,o(s,n) - Ns +n. Далее, 

fc-i 
I{Yk e{Yu...,yt_!}} < Y, W = y*>-

Значит, 
n k — 1 

j;=i »=i 

Из (11), (12), (5) и (6) следуют неравенства (1) и (3). 
Теорема 1 доказана. 

8*—4291 
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